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Funcoes, limite, derivacao e integracao



Tudo o que vamos estudar no curso de Calculo se referira a con-
juntos de numeros reais. Estudaremos funcoes que sdo definidas e
assumem valores nesses conjuntos. Assim, ao estudarmos limite,
continuidade, derivadas e integrais dessas funcdes, usaremos os fatos
elementares a respeito dos numeros reais.

Neste primeiro capitulo, vamos fazer uma revisio no contexto do
conjunto dos numeros reais. Enunciaremos os axiomas basicos,
deduziremos propriedades e apresentaremos exemplos com estas
propriedades.

1.1 Conjuntos Numericos

Os primeiros niimeros conhecidos pela humanidade sdo os chamados inteiros positivos ou naturais. Temos entao o
conjunto

N={1,2,3;...}

Os ndmeros —1, —2, —3, ... sdo chamados inteiros negativos. A unido do conjunto dos niimeros naturais com os
inteiros negativos e o zero (0) define o conjunto dos niimeros inteiros que denotamos por

Z=A0, 21, 2. 23, .k

Os numeros da forma m/n. n # 0, m, n € Z. sdo chamados de fragdes e formam o conjunto dos niimeros racionais.
Denotamos:

Q={xlx=m/n,mne Z n+0}

Finalmente encontramos niimeros que ndo podem ser representados na forma m/n, n # 0, m, n € Z, tais como
2=1414...,7=3,14159...,e = 2.71... . Esses nimeros formam o conjunto dos nimeros irracionais que deno-
taremos por Q'.

Da unifio do conjunto dos nimeros racionais com conjunto dos niimeros irracionais resulta o conjunto dos niimeros
reais, que denotamos por

R=QUQ.

A seguir apresentaremos os axiomas, definicdes e propriedades referentes ao conjunto dos nimeros reais.
No conjunto dos nimeros reais introduzimos duas operagdes, chamadas adicdo e multiplicacdo, que satisfazem os
axiomas a seguir:
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A primeira edig@o deste livro foi langada em 1987 pela Editora da Universidade Federal de Santa Catarina, tendo
alcangado, logo a seguir, uma aceitagcao muito grande da comunidade académica, tanto de professores quanto de alunos.

Muitas contribui¢des e sugestdes foram recebidas pelas autoras nos anos que se seguiram, motivando o langamen-
to de uma edigdo revista e ampliada, em 1992, numa parceria das editoras Makron Books e Editora da UFSC.

O advento da utilizacdo das novas tecnologias no ensino motivou as autoras a procederem uma nova revisao e
ampliagiio do texto. Surge, assim, esta 6° edicdo, langada pela Editora Pearson Education.

Basicamente, esta nova edi¢do diferencia-se das anteriores pela inser¢do de aplicages do estudo de fungdes em
diversas dreas, com destaque para a economia. Também sfo introduzidos alguns novos contetidos, como integrais impro-
prias. Além disso, sdo propostas novas abordagens para alguns conteidos, considerando o uso das novas tecnologias. e
propostos diversos exercicios para serem resolvidos com recursos computacionais.

Outra novidade desta edicéo € o site de apoio com contetido adicional para professores e alunos. No link www.
prenhall.com/flemming_br, os professores obtém o manual de solugdes dos exercicios propostos no livro; para os alunos,
estdo disponiveis as respostas dos exercicios.

O contetido de uso exclusivo dos professores é progetido por senha. Para ter acesso a ele, os professores que adotam
o livro devem entrar em contato com um representante da Pearson ou enviar um e-mail para universitarios @ pearsoned.com.

Como sempre lembramos aos nossos leitores, quaisquer erros que por ventura forem encontrados sdo, naturalmen-
te. de responsabilidade das autoras, que agradecem desde j4 a comunicag¢ao dos mesmos.

Floriandpolis, novembro de 2006.

Diva Marilia Flemming
Mirian Buss Gongalves



2 Céleulo A — Fungdes, limite, derivacio e integragio

1.1.1  Fechamento Se ae b € Rexiste um e somente um nimero real denotado por a + b, chamado soma, e
existe um e somente um nimero real, denotado por ab (oua X b, oua - b), chamado produto.

1.1.2 Comutatividade Sea,bp€R,entioca+b=b+aea-b=0>b-a.

1.1.3 Associatividade Sea, bec € IR, entio
at+(b+c)=(a+b)+cea-(b-c)=1(a"b): c

1.1.4 Distributividade Sea, b, ¢ € R, entio

a*(b+c)=ab + ac.

1.1.5 Existéncia de Elementos Neutros ExistemOe | € Rtaisquea + 0 = aea - 1 = a, para qualquer
a€ R.

1.1.6 Existéncia de Simétricos Todo a € Rtem um simétrico, denotado por —a, tal que a + (—a) = 0.

S 1
1.1.7 Existéncia de Inversos Todoa € IR, a # 0 tem um inverso, denotado por 1/a, tal que a - — = 1. Usando
: 5 i ; == a
1.1.6 e 1.1.7 podemos definir a subtragéo e a divisdo de nimeros reais.

1.1.8 Subtracdo Sea, b € R, a diferenga entre a e b, denotada por a — b, € definida pora — b = a + (—b).

1.1.9 Divisao Sea,b € Reb # 0, o quociente de a e b € definido por% =a- ~:;

1.2 Desigualdades

Para podermos dizer que um nimero real é maior ou menor que outro, devemos introduzir o conceito de niimero
real positivo e uma relagiio de ordem.

1.2.1 Axioma de Ordem No conjunto de niimeros reais existe um subconjunto denominado niimeros positivos, tal
que:

(i) sea € IR, exatamente uma das trés afirmagdes ocorre: a = 0; a € positivo; —a € positivo;
(ii) asoma de dois nimeros positivos € positiva;

(iii) o produto de dois nimeros positivos € positivo.
1.2.2  Definicdo O nimero real a € negativo se e somente se —a € positivo.

1.2.3  Os simbolos < (menor que) e > (maior que) sdo definidos:
(i) a < b<sb — aé positivo,

(i) a > b<-a — b é positivo.

1.2.4 Ossimbolos = (menor ou igual que) e = (maior ou igual que) sdo definidos:
(i) a=bsa<boua=h
(ii)a=b<sa>boua=h

Expressdes que envolvem os simbolos definidos acima sdo chamados de DESIGUALDADES. a < b e a > b sdo
desigualdades estritas, enquanto ¢ = b e a = b sio desigualdades ndo estritas.
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1.2.5 Propriedades Sejama,b,c,d € R

(i) Sea>beb>c,entdoa > c.

(i) Sea > bec>0,entdoac > bc.

(ilil) Sea > bec <0, entioac < bc.

(iv) Sea > b,entdoa + ¢ > b + ¢ para todo real c.

(v) Sea>bec>dentioa+c>b+d.

(vi) Sea>hb>0ec>d=>0,entdo ac > bd.

As propriedades enunciadas podem ser facilmente provadas usando-se as defini¢des anteriores. Por exemplo:
Prova da Propriedade (i): (Sea >beb > c,entdoa > ¢.)

Sea> bmi)(a - b) > 0.

(def.)
Seb>c= (b—¢c) =0

Usando 1.2.1 (ii), temos (@ — b) + (b —¢) =0

(def.)
ona—c>0=a>c

Prova da Propriedade (ii): (Sea > bec > 0, entao ac > bc.)

(def.)
Sea>b= (a—b)>0.

Usando 1.2.1 (iii), temos (@ — b) - ¢ > 0 ou (ac — be) > 0 e finalmente, pela defini¢do, ac > be.

#

1.3 Valor Absoluto

1.3.1 Definicdo O valor absoluto de a, denotado por |al, € definido como

lal =a,sea=0 la| = —a,sea < 0.

1.3.2 Interpretagdo Geométrica Geometricamente o valor absoluto de a, também chamado médulo de a,

representa a distincia entre a e 0. Escreve-se entdo lal = .

1.3.3 Propriedades
(i) lxl<ae —a<x<a,ondea>0.
(i) lxl >a<x>aoux< —a,ondea>0.
(iii) Sea, b € R, entdo la - bl = lal - |bl.

- 1,

lof

a

(iv) Sea, b€ Reb # 0, entdo >

(v) (Desigualdade triangular)
Sea, b €ER,entdo la + bl = lal + |bl.

(vi) Sea,b € R, entdo la — bl = lal + |bl.

(vii) Sea, b € IR, entido lal — 1bl = la — bl.
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Vamos provar algumas das propriedades citadas.

Prova da Propriedade (i): (x| <a<> — a < x < a, onde a > 0.)
Provaremos por partes:

Parte I: —a<x <a,coma>0=|xl <a.

Se x = 0, |x] = x. Como, por hipétese, x < a, vem que || < a.

Sex <0, lxl = —x. Como —a < x, aplicando a propriedade 1.2.5 iii) concluimos que —x < a.

Assim, x| = —x < aousejax] <a.
Farte 2: |x] <aondea > 0= —ag < x < a.

Se x =0, entdo |x| = x. Como |x| < a, concluimos que x < a. Como a > 0, segue que — a < () e entio
—a<0=x<a,ouseja, —a<x<aq.

Se x <0, lxl = —x. Como por hipdtese |x| < a, temos que —x < a. Como x < 0, segue que —x > (. Portanto,

—a < 0 < —x < g, ou de forma equivalente, — a < x < q.

Prova da Propriedade (iii): (Se a, b € R, entdo la - bl = lal - |bl).
Usando 1.3.2, vem

labl = V/(ab)2 = Via? - b = Va* - Vb? = lal -

lal
Prova da Propriedade (iv): (Sea,b € Reb # 0, cntan‘ } |gi

Usando 1.3.2, vem
al _ /(5)2_ @ _Va g
b b bZ \/E—m,b ?‘:0

Prova da Propriedade (v): (Sea,b € R,entdo la + bl = lal + |bl.)
Como ¢, b € R, de 1.2.1 (i) vem que ab € positivo, negativo ou zero. Em qualquer caso vale,

ab < labl = lalib. (1)

Multiplicando (1) por 2, temos
2ab = 2lallbl. (2)
Da igualdade (a + b)* = a’ + 2ab + b* e de (2) vem que

(a + b)? < a® + 2lalibl + b

(a + b)? = la®l + 2lallbl + b

(a + b)* < (lal + 1bl)>. (3)

Tomamos a raiz quadrada de (3) e obtemos

la + bl = lal + |bl,
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Prova da Propriedade (vi): (Se a, b € IR, entdo la — bl = lal + |bl.)

Basta escrever a—b = a + (—b) e aplicar a propriedade v).

la—bl = la + (=b)| = lal + |—bl

= lal + Ibl

Prova da Propriedade (vii): (Se a,b € IR, entdo lal — |bl = |la — bl.)

Vamos fazer ¢ — b = c. Aplicando a propriedade v, vem

lal = le + bl = Ic| + bl

lal — 16l = lel

lal — Ibl = la — bl.

1.4 Intervalos

Intervalos sdo conjuntos infinitos de nimeros reais, como segue:

1.4.1

1.4.2

1.4.3
1.4.4

1.4.5

(1)

(i1)

Intervalo Aberto {xla < x < b} denota-se (a, b) ou Ja, b|.
Intervalo Fechado {xla = x =< b} denota-se [a, b].
Intervalo Fechado a Direita e Aberto a Esquerda {xla < x = b} denota-se (a, b] ou Ja, b].
Intervalo Aberto a Direita e Fechado a Esquerda {xla = x < b} denota-se [a, b) ou [a, b].
Intervalos Infinitos

{xlx > a} denota-se (a, +=) ou Ja,+=[;

{x|x = a} denota-se [a, +=) ou [a,+=[;

(iii) {xlx < b} denota-se (—=,b) ou |—o, b;

(iv) {xlx = b} denota-se (—, b] ou |-, b].

Podemos fazer uma representagio grafica dos intervalos como nos exemplos que seguem:

ex. 1.4.1-(2,3) 6 : ; ; =
ex. 1.4.2 — [0, 3] =21 B a
ex. 1.4.3 - (1, 4] b f—t——

Pl s

5

“hilip
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ex. 1.4.4 - [0, 4) o : -
0 1 2 3 4
ex. 1.4.5 -
@0, ) 0 1 2 3 4
. - - 5 . g
(i) [1, + =) 0 1E 2 3 4
- ‘ " " " X
(@) (==, 3) 0o 1 2 3 4
(V) (=22, 4] < 1 2 3 4

1.5 Exemplos
1. Determinar todos os intervalos de nimeros que satisfazem as desigualdades abaixo. Fazer a representagdo grafica.

(1) 3+7x<8x+9

34 7x—-3<8&+9-3 (propriedade 1.2.5 iv)
Tx<8x+6
Tx —8x <8+ 6 — 8 (propriedade 1.2.5 iv)
—% £
x> —6 (propriedade 1.2.5 iii)

Portanto, {x|x > —6} = (—6, +=) € a solugdo, e graficamente

s >
6
(ii) T<5x+3=9
7T-3=5x+3—~3=9—-3 (propriedade 1.2.5 iv)
4<5x=6
% B iedade 1.2.5 ii
—<x’£§ (propri 1.2.5 1)
5

Portanto, {x] 4/5 < x = 6/5} = (4/5, 6/5] € a solugdo, e graficamente

L
4/5 6/5
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x
z _q
(111) P 5.0 =

Vamos multiplicar ambos os membros da desigualdade por x + 7. Devemos entdo, considerar dois casos:

Caso1: x+7>0o0ux> —7 (propriedade 1.2.5 iv)

Entdo, x<5(x+7) (propriedade 1.2.5 ii)

= 5x+.35
£—8x<5x+4+38— 5x (propriedade 1.2.5 iv)
— 4x < 35

x> —35/4 (propriedade 1.2.5 iii)

Portanto {x|x > —7} N {xIx < —35/4} = (-7, +=) € a solugdo do caso 1.
Caso 2: 2+ T<lomr<—7

x >9x+35
x < —35/4

Portanto, {x|x < — 7} N {xlx < — 35/4} = ( — =, —35/4) € a solugéo do caso 2.

A solugdo final ¢ a unido de (=7, +%) e (—%, —35/4), ou seja, (—%, —35/4) U (-7, +), ou ainda,
x & [—35/4, 7]

< ) - >
-35/4 -7

dv) (x+ 5)(x —3) >0
A desigualdade ser4 satisfeita quando ambos os fatores tiverem o0 mesmo sinal:
Caso1: (x+5)>0e(x—3)>00u
p=—5ex =3

ou

x> 3.

Caso 2: x+5<lex—3<0
ou
x<—5ex<3
ou

x<-=5

A solugdo final seré a unido entre (3, +%) e ( —%, —5), ou seja, todos os x & [ —5, 3].
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Geometricamente,

2. Resolva as equagdes:
i I5x—3=7.

Esta equagdo ¢ verdadeira quando Sx — 3 = 7ouSx — 3 = —7,ou seja, x = 2 ou x = —4/5.
Portanto, as duas solugdes da equacio dada séo:

x=2ex= —4/5
(i) [7x—1]=|2x + 5]

Esta equagdo serd satisfeita se:

Caso1: Tx—1=2x+35

Tx—2x=5+1
5y =6
x = 6/5

Caso2: 7x—1=—(2x+5)

= 1==2=73
Ix+2&x=-5+1
9% =—4
x = —4/9.

Portanto, a solugéo final é x = 6/5e x = —4/9.
(iii) |9x + 7| = -7

Esta equagdo ndo tem solugdo, pois o valor absoluto de um nimero nunca pode ser negativo.

3. Encontre os nimeros reais que satisfacam as seguintes desigualdades:
i [|7x-—2/<4
Aplicando a propriedade 1.3.3 (i),
-4<Tx—-2<4
—4+2<Tx—-2+2<4+2
-2<Tx<6

B
i 7

Portanto, x € (—2/7,6/7).

T =32%
4+ x

=2 x ¥+ —4,

o |



Aplicando a propriedade 1.3.3 (iv),

|7 — 2x|
4_5
|4 + x|

17 — 2x| < 214 + xl.

Elevando ambos os lados da desigualdade ao quadrado, vem

49 — 28x + 4x? < 4(16 + 8x + x?)

49 — 28x + 4x* = 64 + 32x + 4x°

49 — 28x + 4x* — 64 — 2x —4x* <0

= = 15=0
—60x = 15
60x = — 15
x= —15/60

x=—1/4oux€[-1/4, +=).

3 - 2x
24

= 4 x¥F —2.

(i) i
I3 —-2x1 =412 + x|

9 — 12x + 4x° = 16(4 + 4x + x?)

9 — 12x + 4x% = 64 + 64x + 16x>
-12¥2—76x—-55=<0
12x2+76x +55=0
12(x + 5/6)(x + 11/2) =0
(x +5/6)(x + 11/2) = 0.

CariTurLo 1
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Procedendo como no exemplo 1 (iv). concluimos que a solugdo final serd a unido de (—%,— 11/2) e [—-5/6, +=),

ou seja, x & (—11/2, —5/6).

4. Mostre que, se a, b € R e a < b, entdo
() (x—a)(x —b)>0=>x¢€& [a,bl.
(i) (x—a)(x —b) =0=>x & (a,b).
(i) (x —a)(x —b) <0=x E (a,b).
(v) (x —a)(x — b) =0=x € [a, b].

Prova de (i): ((x — a)(x — b) > 0=>x & [a,b].)

Os dois fatores (x — a) e (x — b) devem ter o mesmo sinal. Temos dois casos:
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Caso1: x—a>0ex-b>0

ou

x>aex>h
A solugao deste caso serd x > b ou (b, +x<).
Caso2: x-a<0ex-b<0

ou

r<aex<h

A solugdo deste caso serd x < aou (—=, a).

Portanto, a solugdo final € a unido entre (—=, a) e (b, +=), ou seja, x & [a, b].

De maneira analoga podem-se provar as demais relagoes.

1.6 Exercicios

1. Determinar todos os intervalos de nimeros que satisfagam as desigualdades abaixo. Fazer a representagdo grifica.

1  3x 1-=x
3—-x<5+3 - =f S
(@) X X (b) 2x 5<3+4+ 3
© 2>-3-3x=-T7 (d}§<§
X -+
(&) x*=9 P x*—-3x+2>0
R 2 41 X
@ 1-x—-2x*=0 {h)z—x{3+x
i) xX*+1>x*+x ¢ (FP-Dx+4)=0
2 E+2 4 2
(k) x—ZEx—ZEI ) x=x
x 1/2%—3
(m) J|f_3<4 L e >1
(0) 3 =2 p) ¥*—-x*-x-2>0
x =35
1 3
d-3x+2= E
(@ x—-3x+2=0 (r) x+1}x*2
(5) 8x*—4x?-2x+1<0 n 12x* =20x*= — 11x + 2.
2. Resolver as equacdes em IR.
(@) I5x —31=12 b) 1 —4+12x1 =7
© BRx—3=Tx—S5| @ |22 =5
X —2
+
(e) ;i_§’=4 H Bx+20=5-x
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(&) 19xI—-11=x (h) 2x =7 = Ixl + 1.

Resolver as inequacgoes em IR.

@ lx+12<7 b) Bx -4 =2
(c) I5—6xI=9 (d 2x —51>3
(e) 16+ 2xl <14 — xl () Ix+ 4l =<2x — 6l
T—2x 1
5 — 2 = =
(g) Bxl=15 xl (h) ’5+3x = 3
i) lx—1+Ilx+2=4 () 1<lx+21<4
2+ x | 5 1
B ’3—1: = & @ |2Jn:—-1)2 x—2’
(m) Ixl+1<x n) Jx-1+IxI<1
(0) 2x2+3x+31=<3 (P Ix =11+ Ix — 3 < l4x]
1 1 x—1/2
= = <
@ TFlE-31 5 " x+l/2’ ,
3 —2x
() ’1+x
Demonstrar:

(@) Sea=0eb =0, entio a’ = b’ se e somente se a = b.
(b) Sex<y,entﬁox<%(x+y) <y

(¢) Ixl > aseesomentesex =>aoux < —a,ondea <0

+
(d) S'E:()<a<ab,f.'nta'lcs\/.-:;_.b<1'[I b.



Neste capitulo introduziremos um dos mais fundamentais concei-
tos da matematica — o de funcdo. O conceito de funcéo refere-se
essencialmente a correspondéncia entre conjuntos. Uma funcéio
associa elementos de um conjunto a elementos de outro conjun-
to. Em nosso estudo, os conjuntos envolvidos sempre serdo sub-
conjuntos de R. As funcdes neles definidas sao chamadas funcgoes
reais de variavel real.

Problemas que evidenciam a importancia do estudo das fungdes
em diferentes areas do conhecimento serdo apresentados,
ampliando, assim, o nosso olhar para o estudo das funcdes. No
decorrer dos exemplos € possivel observar que o uso dos recursos
computacionais auxilia na visualizacao das propriedades e caracte-
risticas das fungdes.

2.1 Definicdo

Sejam A e B subconjuntos de IR. Uma fungio f: A — B é uma lei ou regra que a cada elemento de A faz corres-
ponder um tnico elemento de B. O conjunto A é chamado deminio de f e é denotado por D(f). B é chamado de contra-
dominio ou campo de valores de f.

Escrevemos: f:A—B
x = f(x)
ou
F
A—B
x—* y= f(x).

2.2 Exemplos

Sejam A = {1,2,3.4)e B = {2, 3,4, 5}.

(i) f:A — B dada pelo diagrama abaixo € uma funcéo de A em B.
A B

s = )
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(ii) g:A—B
x—x+1

é uma fungdo de A em B. Podemos representar g em diagrama.

A B

2.3 Contra-Exemplos

Sejam A = {3.4,5}e B = {1, 2}.

(i) f: A — B dada pelo diagrama a seguir ndo é uma fungio de A em B, pois o elemento 4 € A tem dois corres-
pondentes em B.

(ii) g-tA—B
x—rx—3

ndo € uma funcd@o de A em B, pois o elemento 3 € A nao tem correspondente em B. Podemos ver isto facilmente repre-
sentando g em diagrama.

A B

2.4 Definicao

Sejaf:A—B.
(i) Dado x € A, o elemento f(x) € B € chamado de valor da funcéo f no ponto x ou de imagem de x por f.

(ii) O conjunto de todos os valores assumidos pela funcdo € chamado conjunto imagem de f e é denotado por Im (f).
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2.5 Exemplo

Sejam A = (1,2, 3,4,5) e B = Z (conjunto dos inteiros) e f: A — B definida pela regra que a cada elemento de A
faz corresponder o seu dobro.

Entdo: — a regra que define fé y = 2x;
—a imagem do elemento 1 € 2, de 2 € 4 etc.;
— o domino de f, D(f) = A;
—a imagem de f, Im(f) = {2, 4, 6, 8, 10}.

2.6 Exemplo
Sejaf: R— R
x—=xt
Entdo, D(f) = IR,
Im(f) = [0, +).

Quando trabalhamos com subconjuntos de IR, ¢ usual caracterizar a fungdo apenas pela férmula ou regra que a defi-
ne. Neste caso, entende-se que o dominio de f € o conjunto de todos os nimeros reais para os quais a fungio esta definida.

2.7 Exemplos

Determinar o dominio e a imagem das fungdes abaixo:

(1) flx) = 1/

Esta fungdo s6 nao € definida para x = 0. Logo, D() = IR — {0}.

Im(f) = IR— {0}.

i) f(x) =V

Para x < 0, f(x) ndo esta definida. Entdo, D(f) = [0, +=) e Im(f) = [0, +=).

i) f(x) = -Vx-1

flx) ndo esta definida para x < 1. D(f) = [1, =) e Im(f) = (—==, 0].

(iv) f(x) = |x|.
D() = IRRe Im(f) = [0, + =).

2.8 Graficos

2.8.1 Definicdo Sejafuma fungio. O grifico de f € o conjunto de todos os pontos (x, f(x)) de um plano coorde-
nado, onde x pertence ao domino de f.

Para determinar o gréfico de uma fungao, assinalamos uma série de pontos, fazendo uma tabela que nos dé as coor-
denadas. No ponto em que estamos, ndo existe outro meio de determinar o grafico a ndo ser este método rudimentar. No
Capitulo 5 desenvolveremos técnicas mais eficazes para o tragado de grificos.



2.8.2 Exemplos

(i) O gréfico da fungdo f(x) = x° consiste em todos os pares (x, y) € IR? tais que y = x*. Em outras palavras,
¢ a colecdo de todos os pares (x, x*) do plano xy. A Figura 2.1 nos mostra o grafico desta fungio, onde salien-

tamos alguns pontos, de acordo com a tabela.

CariTuLo 2

X y = AY
-2 4
-1 1 TS
0 0 |
1 1 :
2 4 i
2 1

Figura 2.1

(ii) Consideremos a fungdo f(x) = x. Os pontos de seu grafico sdo os pares (x, x) € IR?. A Figura 2.2 mostra

este graifico.

AY
----- ‘2 2)
i x
7 A,
Figura 2.2
(iii) Seja f: IR — IR definida por
-2, se x= -2
f(x) = 2y 88 =2<zx=2
4, se x>2
O griéfico de f pode ser visto na Figura 2.3.
AY
4 T
—12 4
-2 2 X
il 225 | 15

Figura 2.3

Mf-------=--=-=--=

xVv
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(iv) Seja f(x) = Ix|. Quando x = 0, sabemos que f(x) = x. Quando x < 0, f(x) = —x. O gréfico de |x|
pode ser visto na Figura 2.4.

M e R (2, 2)

xv

Figura 2.4

1
(v) Sejaf(x) = = Entao, D(f) = R— {0}. A Figura 2.5 mostra o grafico de f(x) = 1/x.

Figura 2.5

(vi) Neste exemplo vamos ilustrar como os gréficos podem nos dar informagdes importantes sobre situagdes
praticas.

O gréfico da Figura 2.6 representa a quantidade didria ¢ de pegas produzidas numa linha de montagem, em fungio
do niimero de operérios n, que trabalham nessa linha. O que podemos concluir a partir da anélise desse grifico?

llq‘

a‘l’

Figura 2.6

Na Figura 2.7 representamos o mesmo gréfico onde assinalamos dois pontos importantes para a an4lise. Podemos
observar que entre 0 e ; 0 acréscimo no nimero de operdrios acarretard um acréscimo proporcional na produtividade.
Entre n; e ny, 0 acréscimo da produtividade vai se tornando menos significativo, sendo nulo no ponto n,.
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A partir de n, o acréscimo no nimero de operdrios implicard uma diminuigao na produtividade.

:!V

mn na

Figura 2.7

Podemos nos perguntar se, dada a curva ¢ no plano xy, ela sempre representa o grifico de uma fungdo. A resposta
¢ ndo. Sabemos que, se f é uma fungdo, um ponto de seu dominio pode ter somente uma imagem. Assim a curva c s6
representa o grafico de uma fungdo quando qualquer reta vertical corta a curva no maximo em um ponto.

Na Figura 2.8 a curva ¢, representa o grifico de uma fungao, enquanto a curva c, nio representa.

AY AY

)

L X

/}-

\

/

Figura 2.8

2.9 Operacoes

Assim como podemos adicionar, subtrair, multiplicar e dividir nimeros, também podemos produzir novas fungdes
através de operagdes. Essas operagdes sao definidas como segue:

2.9.1 Definicdo Dadas as funcdes fe g. sua soma f + g, diferenga f — g, produto f - g e quociente f/g, sdo defi-
nidas por:

@ (F+e)x)=Ff(x) +g(x)
G) (f —g)(x) = f(x) — g(x);
(i) (f - g)(x) = f(x) - g(x); '

- = 448),
) (/8 () = 5y

O dominio das fungdes f + g, f— g e f - g € a intersecgdo dos dominios de fe g. O domino de f/g € a intersec¢ao
dos dominios f'e g, excluindo-se os pontos x onde g(x) = 0.
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2.9.2 Exemplo Sejam f(x) = V5 — xeg(x) = Vx — 3. Entio,

(f+g)(x)=V5—x+Vx -3

fF-g@x)=V5-x-Vx-3

(fF 8)(x) =V5-x-Vx—-3e
B V5 —x

Como D(f) = (—=,5]e D(g) = [3, +=), entdo o dominiof + g, f—ge f - g € [3. 5]
O dominio de fig € (3, 5]. O ponto 3 foi excluido porque g(x) = 0 quando x = 3.

2.9.3 Definicdo Se f¢é uma fungdo e k é um nimero real, definimos a fungdo kf por (kf)(x) = kf(x).

O dominio de kf coincide com o dominio de f.

2.94 Exemplo Sejaf(x) =Vx’—4ek=23.
Entdo (kf)(x) = 3Va% — de D(kf) = (—=, — 2] U [2, +%).

2.9.5 Definicdo Dadas duas fungdes fe g, a fungdo composta de g com f, denotada por gyf, € definida por
(8f) (x) = g(f(x)),

O dominio de guf ¢ o conjunto de todos os pontos x no dominio de f tais que f(x) estd no dominio de g.

Simbolicamente,

D(gf) = {x € D(f)/f(x) € D(g)}-
O diagrama pode ser visualizado na Figura 2.9.

Figura 2.9

2.9.6 Exemplos
(i) Sejam f(x) = Vxeg(x) = x — 1. Encontre g,f.
Temos,
(2f)(x) = g(f(x)) = g(Vx) = Vx - 1.
Como D(f) = [0 +=) e Im(f) = [0, +=) C D(g) = ( —c=, +=), ento,
D(gf) = D(f) = [0, +).



Capituto 2 Funcdes 19

R Ry

(ii) Sejam f(x) =2x —3eg(x) = \/x. Encontrar: a) &f:b) fog.io) fofed gg.

a) (&f)(x) = g(f(x)) = g(2x - 3) = V2x - 3.

O dominio de fé D(f) = ( —%, +=) e o dominio de g é D(g) = [0, +=). Assim, 0 dominio de g,f é o con-
junto de todos os niimeros reais x, tais que f(x) € [0, + =), isto €, todos os niimeros reais tais que 2x — 3 = 0. Logo,

D(gf) = [3/2, +).
b) (fag)(x) = f(g(x)) = f(Vx) =2Vx - 3e

D(fog) = {x €D(g) = [0, +=)/g(x) € D(f) = (==, +=)} = [0, +x).
) (ff)(x) =f(f(x)) = f(2x — 3)
=22 = 3) —3
= hx~—9.
D(fof) = (==, +x).

d) (2g)(x) = g(g(x)) = g(Vx) = VA/x = Vx

D(gyg) = [0, +==).

se x<10
se O0=x=1
se x>1

2

(iii) Sejam f(x) = ‘

£, 2

1]i8 se x<0
eg(x) ={2x, se O=x=1
1, se x>1.

Determinar fg.

Sex <0, (fog)(x) = f(g(x)) =f(1)=1"=1.
Se0=x=1,(fig)(x) =f(g(x)) = f(2x).

Para0 < x < % temos 0 = 2x = 1. Logo, neste caso, (fug) (x) = (2x%) = 4x°.

Para% < x = | temos 2x > 1. Assim, para este caso, (fg)(x) = 0.Sex> 1, (fog)(x) = f(g(x)) = f(1) = 1.
1, se x<0

x2, se 0=x=1/2

0, se 12<x=1

1, se x>1

Logo (fog)(x) =

O dominio de fyg é D(f,g) = (—2=, +x).

O gréfico de fyg pode ser visto na Figura 2.10.
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Figura 2.10
2.10 Exercicios
1.s k. B
. Se f(x) = — ].achar.
(@) f(0) ® f(—2)
(¢) f(1/1) @ f(x—2)
© f(1/2) () ()
2. Se f(x) = Ei:r__?l,dete‘:rmine:
@) S5f(—1) — 2{(0) +3f(5) ®) [f( - 1/2)F
() f(3x—2) (d) f(t) + f(4/r)
h) — f(0 "
© 10 0 fI(5))
3. Dada a fungéio f(x) = x| — 2ux, calcular f( — 1), f(1/2) e f( — 2/3). Mostrar que f(lal) = —lal.
4. Se f(x) = siiged = — a, mostre que f(f(x)) = x.

5. Se f(x) = x* + 2x, achar fla+h) — fa) p # 0 e interpretar o resultado geometricamente.
h

x—1

6. Dada ®(x) = o 7

, forme as expressoes ®(1/x) e 1/®(x).

7. Dada a fungdo f(x) = x* + 1, mostrar que, paraa # 0, f(1/a) = f(a)/d*
8. Dada a fungdo f(x) = 1/x, mostrar que f(1 + h) — f(1) = —h/(1 + h). Calcular f(a + h) — f(a).

9. Seja f(n) a soma dos n termos de uma progressdo aritmética. Demonstrar que f(n + 3) — 3f(n + 2)
T3f(n+1) - f(n)=0.
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Exprimir como fun¢do de x:

(a) A érea de uma esfera de raio x.

(b) A drea de um cubo de aresta x.

(c) A drea total de uma caixa de volume dado V, sabendo que a base € um quadrado de lado x.

Exprimir o comprimento / de uma corda de um circulo de raio 4 cm, como uma fungao de sua distancia x cm ao
centro do circulo.

Seja f(x) = (x — 2)(8 — x) para2 < x = 8,
(@) Determinar f(5). f( — 1/2) e f(1/2).
(b) Qual o dominio da fungdo f(x)?

(¢) Determinar f(1 — 2¢) e indicar o dominio.
(d) Determinar f[f(3)]e f[f(5)]

(e) Tracar o grafico de f(x).

Determinar o dominio das seguintes fungoes:

(@) y=x° (b) y=V4-x?
1

© y=_"34 d) y=Vx—12

—4

(@0 y=Vx*—4x+3 O y=V3+x+ NG
+

@ y=Vx+T-Vx+8 ) y=*—

) y=Ilr+21+4-5=x=2 i ==
x+1

1

1
(k) PEE (Dy-m

/-.Usando uma ferramenta grafica, tracar as curvas definidas pelas equagdes dadas, identificando as que repre-
sentam o grafico de uma fungdo y = f(x). Neste caso, determine a fungdo, o dominio e o conjunto imagem.
(@ y=3x—1 ) y—x*=0 @y —x=0

1
d y+V4—-x*=0 (e) >+ y* =16 (ﬂy:;

(g y-x =11

Construi: o grafico, determinar o dominio e o conjunto imagem das seguintes fungdes:
0 se x<0
—x,se 2=x=0 ;s
e b = £142. —;
@ fix) { x,se 0<x<2 (&) f(x) S
15 se x>0

x, se x=0
() f(x)=41, se 0<x<2
x5, se x=2

Identiﬁcar as propriedades e caracterfsticas das seguintes fungdes a partir das suas representagoes graficas
(dominio. conjunto imagem, raizes, maximos e minimos, crescimento e decrescimento).



- 25 ~ Célculo A — Funcdes, limite, derivacio e integracio
aaiilfisis,

(@ f(x)=x"+8x+14 b) f(x)= — x>+ 4x—1
© y=(x=-2) @ y= — (p+2p
(€ y=x N y=4-x°
1
8 f(x)=Ixl,-3=x=3 (h) f(x)_m
. L g -
@ R =5 () f(x)=Vax
B Para cada uma das seguintes fungdes f(x) esboce primeiro o grafico de y = f(x), depois o grifico de
y = If(x)] e finalmente o grifico de y = f(zx) - 1f(2x)l_
(@ f(x)=(x—-2)(x+1) ®) f(x) =2
@ fe)=—= @ f(x)=4-2
2 =
i 9, x# =3
18. Sejamg(x) =x -3 ef(x) = X3 .
F k, x= —3

Calcule k tal que f(x) = g(x) para todo x.
19. Para cada item, calcule f + g, f — g, f - g, flg. fog., &f. k - f. onde k é uma constante.

(@ f(x)=2x ‘ g(x) = x* +1
b) f(x)=3x—2 , g(x) = Ix|

© f(x) =177 g(x) = 1/x

@ f(x)=Vx+1 , g(x) =x—2
(&) f(x)=Vx-2 : g(x) =Vx -3
" flx)=x : g(x) = 1/Vx.

20. Seja h definida por h(x) = 2x — 7. Calcule h,h, i e h + h.

21. Sabendo que f = g ° h, nos itens (a), (c) e (d) encontre a fungio & e no item (b) a funcio g.

(@ f(x)=x*+1 , g(x) =x+ 1.
) f(x)=Vx+2 , h(x) = x + 2.
() f(x)=a+bx ) g(x) =x+a
(d f(x)=Ix*-3x+5 |, g(x) = Ixl.

22. Sendo f(x) = ax + b, para quais valores de a e b tem-se (f © ) (x) = 4x — 9?
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1
Sejam f(x) =Vx—4e g(x)= Pl + 1,x = 3. Calcular feg. Dé o dominio e o conjunto imagem de
f(x),g(x) e (fe°g)(x).

X, x=10
Sejam f(x) ={ —x, 0<x=8eg(x) = x° Calcular f o g.

\/;:, x>8
Determinar algebricamente o dominio das fungdes f(x)=Vx — 2, g(x)=Vx + 2,
h(x)=f(x) + g(x), p(x) = f(x) - g(x) e q(x) = (f°g) - (x).

Faca o gréfico das funcoes e compare os resultados.

A fungio g € definida por g(x) = x”. Defina uma fungdo f tal que (f ° g)(x) = x, para x = 0 e uma fung@o 5,
tal que (hog)(x) = x,parax = (.

Se f(x) = x? encontre duas fungdes g para as quais (f ° g)(x) = 4x? — 12x + 9.
Se f(x) = x* — 2x + 1, encontre uma fungio g(x) tal que (f/g)(x) = x — 1.

Dadas as fungdes f(x) = x> —leg(x) =2x — 1:

(@) Determine o dominio e o conjunto imagem de f(x).

(b) Determine o dominio e o conjunto imagem de g(x).

(c) Construa os graficos de f(x) e g(x).

(d) Calculef+g,.f—g.8f.f/lg.fegegef.

(¢) Determine o dominio das fun¢des calculadas no item (d).

r@Dcterminar algebricamente os valores de x, tais que f (x) < g(x),sendof (x) =2x + leg(x) =4 — x.
Usando uma ferramenta gréfica, tracar o grifico das fungbes dadas e comparar os resultados.

Determjnar algebricamente os valores de x, tais que o grafico de f( x) esteja abaixo do grafico de g(x), sendo
f(x)=x>— leg(x) =1 — x". Usando uma ferramenta gréfica, tragar o gréfico das fungdes dadas e comparar
os resultados.

O gréfico da Figura 2.11 ilustra a propagagio de uma epidemia numa cidade X. No eixo horizontal temos o tempo
€ no eixo vertical, o nimero de pessoas atingidas depois de um tempo ¢ (medido em dias a partir do primeiro dia da
epidemia).

A .
N (numero de pessoas)

f B O SRR s P e

t (medido em dias)

= e
—

B

[, N
-

N

o

Figura 2.11
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33.

34.

35,

36.

(a) Em qual semana houve o maior nimero de pessoas infectadas?
(b) Quando a epidemia foi totalmente controlada?
(¢)  Como vocé descreveria a propagacio da doenga em linguagem coloquial?

Um fabricante produz pegas para computadores pelo prego de R$ 2,00 cada uma. Calcula-se que, se cada pega for
vendida por x reais, os consumidores comprardo, por més, 600 — x unidades. Expressar o lucro mensal do fabrican-
te como fungdo do prego. Construir um gréfico para estimar o preco 6timo de venda.

Um grupo de amigos trabalham no periodo de férias vendendo salgadinhos nas praias. O aluguel do trailler e todos
0s equipamentos necessdrios para a produgio sdo alugados pelo valor de R$ 2.000,00 por més. O custo do material
de cada salgadinho ¢ de R$ 0,10. Expressar o custo total como uma fungdo do mimero de salgadinhos elaborados.

Em um laboratério, um determinado ser vivo apresenta um ciclo produtivo de | hora, e a cada hora um par pronto
para reprodugéo gera outro par reprodutor. Como expressar essa experiéncia populacional em funcdo do numero de
horas, supondo que a populagdo inicial € de cinco pares?

Um grupo de abelhas, cujo nimero era igual a raiz quadrada da metade de todo o enxame. pousou sobre uma rosa,
tendo deixado para tras 8/9 do enxame; apenas uma abelha voava ao redor de um jasmim, atraida pelo zumbido de
uma de suas amigas que caira imprudentemente na armadilha da florzinha de doce fragrancia. Quantas abelhas for-
mavam 0 enxame?

(Adaptagdo de um problema histérico, originalmente escrito em versos. )

m
2.11 Funcoes Especiais

A seguir vamos relacionar algumas fungdes que chamaremos de fungdes especiais.

2.11.1  Funcao Constante E toda funcdo do tipo f (x) = &, que associa a qualquer nimero real x um mesmo

numero real k.
A representacdo grifica serd sempre uma reta paralela ao eixo do x, passando por y = k.
O dominio da fungio f (x) = ké D(f) = R.
O conjunto imagem € o conjunto unitdrio Im(f) = {k}.
Exemplos:

(i) f(x) = 2 [Figura 2.12. (a)]
(i) f(x) = —3 [Figura 2.12. (b)]

3

X

(a) (b)
Figura 2.12

2.11.2  Funcao Identidade E a fungio f: R — IR definida por f(x) = x.
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e Tk vt

O griéfico desta fungio é uma reta bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes (Figura 2.13).

AY

+
4

)

XV

Figura 2.13

O dominio de f(x) = xé D(f) = RR.
O conjunto imagem é Im(f) = R.

2.11.3 Funcao do 12 Grau Funcio do 1° grau € toda fungio que associa a cada nimero real x o nimero real
ax + b, a # 0. Os nameros reais a e b sdo chamados, respectivamente, de coeficiente angular e linear.

Quando a > 0 a fungdo f(x) = ax + b € crescente, isto €, & medida que x cresce, f(x) também cresce. Quando
a < 0a fungdo f(x) = ax + b ¢ decrescente, isto €, & medida que x cresce f(x) decresce.

O gréfico da fungdo f(x) = ax + b é uma reta nio paralela aos eixos coordenados.
O dominiode f(x) = ax + béD(f) = R.

O conjunto imagem ¢ Im(f) = R.

Exemplos:

(i) f(x) = 2x + 3 é uma fungio do 1° grau crescente porque a > 0 (Figura 2.14).

AY

/

Figura 2.14

(i) A funcdo f(x) = —3x + 1 é uma funcdo do 1° grau decrescente porque a < 0 (Figura 2.15).
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Figura 2.15

(iii) No movimento retilineo uniforme, o espago percorrido € uma fungio do tempo, expresso pela férmula
s = sy + ut, onde 5 e v sdo constantes e v # 0. Essa fungao € do 12 grau.

Observamos que a fungdo f(x) = ax + b, a, b, € IR€ chamada de fung¢do afim por muitos autores, que destacam os
seguintes casos particulares:

(i) Funcao do 1" grau, quando a # 0
(i1) Funcdo linear, quandoa # Oe b = 0

(iii) Fungdo constante, quando a = 0

2.11.4  Funcdo Médulo A fungio definida por y = |x| chama-se funcdo médulo. O seu dominio & o conjunto
D(f) = R e o conjunto imagem & Im(f) = [0, +).

O grifico desta fungio estd ilustrado na Figura 2.16.

)

—h

ke wiesmas
xv

Figura 2.16

2.11.5 Funcao Quadratica A fungio f: R — IR definida por f(x) = ax® + bx + ¢, a # 0 & chamada fun-
o do 2° grau ou fungdo quadritica. Seu dominio é D(f) = RR.

O grifico de uma fungdo quadrética € uma pardbola com eixo de simetria paralelo ao eixo dos y. Se o coeficiente
de x* for positivo (a > 0), a pardbola tem a concavidade voltada para cima. Se a < 0, a parabola tem a concavidade vol-
tada para baixo.

A intersec¢do do eixo de simetria com a pardbola é um ponto chamado vértice.

A intersecgio da pardbola com o eixo dos x define os zeros da fungio. No quadro seguinte caracterizamos as diver-
sas possibilidades (Figura 2.17).
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A=b>—4dac>0

A=b>=4ac=0

A=b"—4ac<0

a pardbola intercepta
o eixo dos x em dois

a pardbola intercepta
0 eixo dos x

a pardbola ndo
intercepta o

Funcoes

em um unico ponto. eixo dos x.

pontos distintos.

a=0

w
u,. FgEE

ke

¥

XV

r a<0

x ¥
D0 =14 1l | =i

Figura 2.17

Dada uma funcéo quadritica qualquer y = ax® + bx + ¢, com a # 0, usando a técnica de completar os quadra-

dos, podemos facilmente escrevé-la na forma

y= ﬂ(x = xu)z == Yy {]-)

sendo (x,,y,) o vértice da pardbola. Neste caso o eixo de simetria € dado por x = x,,.

Exemplos:

(i) A pardbola dada por y = x* — 6x + 5 pode ser escrita como
y=(x*—6x) +5
— (P —6x+9)—9+5
=(x—3) -4
O vértice da pardbola € (x,.y,) = (3, —4) e o eixo de simetria é x = 3.

(ii) A expressdo (1) € muito iitil quando queremos fazer um esbogo réapido do gréfico de uma funcdo quadritica,
pois permite identificar a concavidade, o vértice e o eixo de simetria. Para obter um esbogo do grafico basta
determinar mais alguns pontos, que podem ser tomados de um s6 lado do eixo de simetria. Dada a fungao

y=2x>+4x — 1,

. 1
= = + 2 Sl
v 2(1 & 2)

podemos escrever
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e
3 1
=2l x +21+l—l—5
: -3
=2(x*+2x+1) +2 Cl
=2(x +1)* - 3.
Logo, o eixo de simetria € x = —1 e o vértice (x,.y,) = ( —1, —3). Comoa = 2 > 0, a pardbola tem concavi-

dade voltada para cima.
A Figura 2.18 nos mostra o gréfico dessa fungdo com o vértice, o eixo de simetria e alguns pontos assinalados,

><1F

(1:9)

Figura 2.18

2.11.6 Funcdo Polinomial E a fungdo f: R — R definida por f(x) = apx" + ajx" ' + ... + a,_,x + a,
onde ay, ay, . . ., a,, a; # 0, sdo mimeros reais chamados coeficientes e n, inteiro ndo negativo, determina o

grau da funco.
O grifico de uma fungdo polinomial é uma curva que pode apresentar pontos de méximos e minimos.
Posteriormente faremos esbogos de graficos dessas fungdes com o auxilio das derivadas.
O dominio € sempre o0 conjunto dos nimeros reais.

Exemplos:

(i) A fungio constante f(x) = k é uma funcio polinomial de grau zero.

(i) A fungdo f(x) = ax + b, a # 0 é uma fungdo polinomial do 1° grau.

(iii) A fungio quadrdtica f(x) = ax® + bx + ¢, a # 0 é uma fungdo polinomial do 2° grau.
(iv) A funcio f(x) = x* é uma fungdo polinomial chamada funcdo cubica.

(v) A fungdo f(x) = 5x° — 6x + 7 & uma fung@o polinomial de grau 5.

2.11.7 Funcdo Racional E a funcdo definida como o quociente de duas fungdes polinomiais, isto &,

_px)
flx) = 2 (5P

O dominio da fungdo racional € o conjunto dos reais excluindo aqueles x tais que g(x) = 0.

onde p(x) e g(x) sdo polindmios e g(x) # 0.
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Exemplos:
.
(i) A funcio f(x) = i — € fungdo racional de dominio D(f) = R — (~1) (Figura 2.19).
. AY
____________ o
_1:// X

Figura 2.19

(x> + 3x — 4)(x* — 9)
(x*+ x — 12)(x + 3)

(ii) A fungio f(x) = é racional de dominio D(f) = R — {—4, —3, 3] (Figura 2.20).

Figura 2.20

M
2.12 Funcbes Pares e Impares

Dizemos que uma funcio f(x) € par se, para todo x no dominio de f, f (—=x) = f(x).

Uma fungio f (x) € impar se, para todo x no dominio de f, f (—x) = —f(x).

O grifico de uma fungfo par € simétrico em relagéo ao eixo dos y e o grifico de uma funcdo impar € simétrico em
relagdo a origem.

Exemplos:

(i) A fungio f(x) = x*¢é par, jaque f(—x) = (—x)* = Z=17{%).

(i) A fungdo f(x) = x° + x* é impar, ji que f(—x) = (—x)° + (=)= —x"—x = - +x) = —f).

@iii) A funcdo f(x) = x* + 4 ndo € par nem {mpar.
H
2.13 Funcoes Periodicas

Dizemos que uma fungdo f(x) € periddica se existe um nimero real T # 0 tal que f(x + T) = f(x) para todo
x € D(f).
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O nimero T € chamado periodo da fungéo f(x).
O gréfico de uma fungéo periédica se repete a cada intervalo de comprimento | T,
Exemplos:

(i) Mais adiante, mostraremos que as fungdes trigonométricas f(x) = senx e f(x) = cos x sdo periodicas de
periodo T = 2.

(i) A fungdo constante € periédica e tem como periodo qualquer nimero T # 0.

(iii) A Figura 2.21 mostra grificos de outras fun¢des periddicas.

R
"IN
>xvY

A
-3/-2 -1 1,

6 4 2 2 4 6%

Figura 2.21

2.14 Funcao Inversa

Seja y = f(x) uma fungdo de A em B ou f: A — B. Se, para cada y € B, existir exatamente um valor x € A tal
que y = f(x), entdo podemos definir uma fun¢do g: B — A tal que x = g(y). A fungiio g definida desta maneira ¢
chamada fungdo inversa de fe denotada por f .

Exemplos:

(1) A fungdo f: IR — IR definida por y = 2x — 5 tem como funcfio inversa
1
f~": IR = IR, definida por x = 5 (y +3).

=4
(i) A fungdo f: IR — {3} > IR — {—1} definida por y = ;_ admite a fun¢do inversa
_ : 1+ 3y
S IRR—=[=1} 2R — {3} definida por x = pre ;

Graficamente, podemos determinar se uma fun¢do admite inversa. Passando uma reta paralela ao eixo dos x, esta
deve cortar o grafico em apenas um ponto. A Figura 2.22 ilustra a fungio f: IR — R dada por ¥ = x” que ndo possui
inversa. Fazendo uma restricio conveniente no dominio, essa mesma funciio pode admitir inversa. Por exemplo, para
X = 0 existe a inversa x; = \/; e para x =< () existe a inversa x, = — \/}

AY

¥

Figura 2.22
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i o
Para fazermos o grifico da funcdo inversa basta tragarmos a reta y = x e observarmos a simetria.
Exemplos:

(i) A fungdo f: [0, +%=) — [0, +), definida por f(x) = x? tem como inversa a fung@o g: [0, +%) — [0, +x)
dada por g(x) = Vx (ver Figura 2.23).

(i) A fungio f:IR — IR dada por y = x* admite a fungiio inversa g: IR — IR dada por g(x) = Vx (ver
Figura 2.24).

~
e msee e

X\L

Figura 2.23 Figura 2.24

2.15 Algumas Funcoes Elementares

2.15.1 Funcdo Exponencial. Chamamos de fungdio exponencial de base a a fun¢do f de IR em IR que associa a
cada x real o niimero real a*, sendo @ um mimero real, 0 < a # 1,

ou, fiIR— 1R
x—>y=a'

O dominio da fungdo exponencial ¢ D(f) = IR. A imagem é Im(f) = (0, ). Podemos também denotar
Im(f) = (0,») = R.

Com relagdo ao grafico da fungdo f(x) = a* (Figura 2.25) podemos afirmar:
1) acurva que o representa estd toda acima do eixo das abcissas, pois y = a* > 0 para todo x € R;
2) corta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1):

3)  f(x) = a" € crescente se a > 1 e decrescente se 0 <a < 1.

AY AY

y=a y=4
(a>1) (0<a<1)

(0,1)

___—To

Y

X

Figura 2.25
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2.15.2 Funcao Logaritmica Dado um nimero real a (0 < @ # 1), chamamos fungdo logaritmica de base a a
fungdo de IRT em IR que se associa a cada x o niimero log, x, isto €,

iR, =R
x—y=log,x.

As fungdes fde IR] em IR definida por f (x) = log,x e g de IR em IR definida por g(x) = a; 0 < a # 1, sio
inversas uma da outra.

Temos D(f) = R eIm(f) = R.

Com relagdo ao grafico da fungdo f(x) = log,x (0 < a # 1) (Figura 2.26) podemos afirmar:
1)  estd todo & direita do eixo y;

2) corta o eixo das abscissas no ponto (1, 0);
3) f(x) =log,x écrescente se a > 1 e decrescente se ) < g < 1;

4) € simétrico ao grifico da fun¢do g(x) = a* em relagfio a reta y = x.

X) = aAY
(‘l)
/|
/' o
‘,/' y=log, x ,/'
P (O<a<1) L/
rs -
Figura 2.26

2.15.3 Funcoes Trigonométricas

FUNCAO SENO
Seja x um niimero real. Marcamos um 4ngulo com medida x radianos na circunferéncia unitéria com centro na ori-
gem (ver Figura 2.27). Seja P o ponto de intersecgdo do lado terminal do angulo x, com essa circunferéncia.

AV
P H--E
X
0 P u
Figura 2.27

Denominamos seno de x a ordenada O_P] do ponto P em relagdo ao sistema /0 V.
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Definimos a funcdo seno como a fungdo fde IR em IR que a cada x € IR faz corresponder o niimero real y = sen x,
isto €,

ffR—>R
X—y =senx.
O dominio da fun¢do seno € IRe o conjunto imagem € 0 intervalo [— 1, 1].
A funcio y = sen x € periédica e seu periodo € 27, jd que sen (x + 27) = sen x.
Em alguns intervalos sen x é crescente e em outros € decrescente. Por exemplo, nos intervalos [0, /2] e [37/2, 27]

sen x € crescente. J4 no intervalo [m/2, 37/2] ela € decrescente.
O grifico da fungdo f(x) = sen x, denominado sendide, pode ser visto na Figura 2.28.

Y

Figura 2.28

FUNCAO COSSENO

Seja x um niimero real. Denominamos cosseno de x a abcissa OP, do ponto P em relagio ao sistema U 0 V (Figura
2.27). Definimos a fungdo cosseno como a fungio fde IR em IR que a cada x € R faz corresponder o mimero real y
= COS X, isto é,

fiR—=R
Xy =Cos X

O dominio da funcé@o cosseno é IR e o conjunto imagem € o intervalo [—1, 1].

Para todo x € IR, temos cos (x + 27) = cos x. Portanto, a fungdo cosseno € periddica e seu periodo € 27r.

Em alguns intervalos a fungio cosseno € crescente e em outros, decrescente. Por exemplo, no intervalo [0, 7] a fun-
¢do f(x) = cos x € decrescente. J no intervalo [, 27] ela € crescente.

O grafico da fungdo f(x) = cos x, denominado cossendide, pode ser visto na Figura 2.29.

AY

WWM 0 w2 x an

Figura 2.29

b4 4

FUNCAO TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E COSSECANTE
Estas fungdes sdo definidas em termos de seno e cosseno.
As funcgdes tangente e secante sdo, respectivamente, denotadas pelos simbolos tg e sec e definidas por:

tgx = ; secx =
e EOS x- G s e ;mﬁ;;“:@éﬂ’

para todos 0s nimeros reais x tais que cosx # 0.
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As fungoes cotangente e cossecante sio, respectivamente, denotadas por cotg e cosec e definidas por:

N Gy i —;x' PR c»_r\.- A B A L RO, oo R
cotgx=—— : cosecx =

e M P e i e S i oDy .; :'I.-—‘w;'_':":: s

para todos os nimeros reais x tais que sen x # 0.
O dominio das fungdes tg x e sec x € o conjunto de todos os niimeros reais x para 0s quais cos x # 0.
T 3 | 5w
Comocos x = 0 quando x for =+ 5 e EE * 2
D(tg)=D(sec) = (xER| x # /2 + nm,n € Z}.

— T
., 1sto €, quando x = 5 + nm.on € Z, temos

Analogamente, o dominio das fungdes cotangente e cossecante € o conjunto de todos os nimeros reais x para os
quais sen x # 0. Como sen x = () para x = nw, n € Z, temos:

D(cotg) = D(cosec) = {x € IR| x # nm, n € Z}.

Os grificos dessas fungdes podem ser vistos na Figura 2.30. Podemos observar que as fungOes tangente e cotangen-
te sdo periddicas de periodo 7 e que as fungdes secante e cossecante sdo periddicas de periodo 277,

. T . . . Y

1
-31:!25 rr.;: ::nanf;i_’; f ; X

: :Y=1Q‘X: : ky=cotgx'

i : amYi l: r AY . '

3::/2 wzo m'2 3mr2§ 2:: _,t 0 ,,; 2,;>x

EI }g":SECi :E E Ejr'='l.':t‘;:iS(-'l"GJt'é E

Figura 2.30

2.15.4 Funcoes Trigonométricas Inversas

Conforme definigao da segdo 2.14, sabemos que € impossivel definir uma fungdo inversa para a fung¢dio v = sen x,
porque a cada valor de y corresponde uma infinidade de valores x.

Portanto, para definirmos a fungdo inversa de y = sen x necessitamos restringir o dominio.

Esse fato ocorre com todas as demais fungdes trigonométricas.
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FUNCAO ARCO SENO
Seja f:[—m/2. @/2] = [—1, 1] a fungdo definida por f(x) = sen x. A fungdo inversa da f(x) serd chamada arco
seno e denotada por

fL[-1,1] = [—m/2,7/2), onde f '(x) = arc sen x.

i . m ™ o ok
Simbolicamente, para —— = y = 5 escrevemos a equivaléncia:

2
e = A e i i o S
y =arcsenx <> seny.=x
st T ot e e a0 R Flage e Rl

O grifico desta fungdo nos mostra uma fungéo crescente (Figura 2.31).

AY
o/
T T iy
''''' -2
Figura 2.31

Observamos que na definigio da fung@o arco seno poderiamos ter restringido o dominio y = sen x a qualquer dos

seguintes intervalos:
[7/2,37w/2], [37/2, 57/2), [57/2, Tm/2], ..., ou
[ —3m/2, — w/2),[ — Sm/2, — 3m/2),[ — Tm/2, — 5w/2], .
FUNGAQ ARCO COSSENO
Seja f:[0, 7] = [—1, 1] a fung@o definida por f(x) = cos x. A func@o inversa de f serd chamada arco cosseno e
denotada porf_1: [—1, 1] = [0, 7], onde f ~'(x) = arc cos x.
Simbolicamente, para 0 = y = 7, escrevemos:
V=arccosx<>x = Cosy
O gréfico desta fung@o nos mostra uma fungao decrescente (Figura 2.32).
Observacdo:
A fungio y = arc cos x pode ser definida também pela equagio
arc cos x = 77/2 — arc sen x

AY
i

2

Figura 2.32
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De fato, utilizando o tridngulo retingulo (Figura 2.33), temos:

o

Figura 2.33

Os dngulos a e B sdo completamentares, ou

a+ﬁ=%

X = sen« = cos B.
Portanto, a = arc sen x e 8 = arc cos x. Concluimos que

m
HICCOSXZE_E]ICSEHX.

FUNCAO ARCO TANGENTE

A fungdo inversa da tangente € definida para todo mimero real.

Seja f: (—m/2, 1rf2) — IR a funcédo definida por f(x) = tg x. A fungdo inversa de f serd chamada funcde arco tan-
gente e denotada por f ~': R— (—w/2, +7/2), onde f ~'(x) = arc tg x.

Simbolicamente, para —7/2 < y < 7/2, escrevemos

y arctgxﬁ-x = tgy -

O grafico nos mostra que, quando x se torna muito grande, arc tg x aproxima-se de /2. Quando x se torna muito
pequeno, arc tg x se aproxima de —/2.

E uma fungiio crescente (ver Figura 2.34).

—E m e Em— .-, e ———————— -

Figura 2.34

OUTRAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS
Podemos definir a funcgdo inversa da cotangente como

T ...wm;g* PR T
y = arccotgx— iy a.rctgx
= -‘-:E:dﬂ..:_-.. ST SRR ¢ S
onde0 <y < 7.

As fungbes inversas da secante e da cossecante serdo fungdes de x no dominio |x| = 1, desde que adotemos as
definigoes:
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AY AY
............... .U ... SRR
\ﬂz\ —/:yz ____________

X S X

y = arc cotg x y = arc sec x

AY

Figura 2.35

2.15.5 Funcoes Hiperbolicas

As expressdes exponenciais

ef — e e+ e
€
2 2

ocorrem fregiientemente na Matematica Aplicada.
Estas expressoes definem, respectivamente, as fungdes seno hiperbdlico de x e cosseno hiperbélico de x.

O comportamento dessas fungdes nos leva a fazer uma analogia com as fungdes trigonométricas.

SENO HIPERBOLICO E COSSENO HIPERBOLICO
A funcdo seno hiperbélico, denotada por senh, e a fungdo cosseno hiperbélico, denotada por cosh, sao definidas,

respectivamente, por:

ef — e "
senh x = T e cosh x

e +e ™
2

O dominio e a imagem das fungdes senh e cosh sdo:

D (senh) = (==, +=),
D (cosh) = (—=, +0),
Im (senh) = (—=, +=)e

Im (cosh) = [1, +%=).

Funcées

P e o

T
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—

O grafico da fun¢@o senh € dado na Figura 2.36 (a). Pode ser obtido pelo método chamado adigio de ordenadas. Para
1

usar essa técnica, esbogamos os grificos das funcdes 3 s T 2 e " (tracejados) e somamos as respectivas ordenadas.

Da mesma forma obtemos o grafico da fungéo cosh [Figura 2.36 (b)].

AY AY
Jy=senhx
y=12¢" -1/ .
/1y e X
(@)
Figura 2.36

A fungdo cosseno hiperbélico pode ser usada para descrever a forma de um cabo ou corrente flexivel, uniforme.
cujas extremidades estdo fixas a uma mesma altura.

Na Figura 2.37 desenhamos um fio de telefone ou de luz. Observamos que a curva representada pelo fio aparenta a
forma de uma pardbola. No entanto, € possivel mostrar que a equagio correspondente é:

vy = cosh (x/a), a € IR.

Esta curva recebe a denominagao catendria.

xXv

Figura 2.37
As quatro fungdes hiperbélicas restantes podem ser definidas em termos de senh e cosh.

TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E COSSECANTE HIPERBOLICAS
As fungdes tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbélicas, denotadas respectivamente por tgh, cotgh, sech

e cosech, sdo definidas por:

senhx e*—e™*
tghx = S
coshxy e +4e

X

coshx e“+e” )

cotgh x = = —2
& senhx e*'—e "
1 2
sech x = = = €
coshx e +e



2

0
X —X

—€

cosechx = =
senhx e

Os graficos dessas funcdes podem ser vistos na Figura 2.38.
Muitas identidades andlogas as conhecidas para fungdes trigonométricas sao validas para as fungdes hiperbdlicas.

Por exemplo. pode-se verificar que

) 9
cosh u — senh”u = 1.

Esta identidade ¢ andloga & identidade trigonométrica cos” u + sen

tivo “hiperbdlico™ nas defini¢oes.

De fato, a identidade cosh” u — senh® u =

hipérbole unitdria x* — y* = 1.

2

CariTuLo 2

Funcoes

739

S

u = | e pode ser usada para justificar o adje-

1 mostra que o ponto P de coordenadas (cosh u, senh ) estd sobre a

Fazendo « variar no conjunto dos reais, o ponto P descreve o ramo direito da hipérbole. Observamos que aqui a
variavel real u ndo representa um angulo, como ocorre nas fungdes trigonométricas. No entanto, pode-se estabelecer uma
relagio interessante, que fornece uma interpretagio geométrica para o parimetro u.

Na Figura 2.39 (), representamos o circulo unitério, onde demarcamos um ponto P (cos 7, sen ). A drea A do setor

circular QOP ¢ dada por

AY AY
................ | S
________________ T
»
X X
_______________ Spexasyvasaas
_______________ € e
y = tgh x y = cotgh x
(a) (b)
AY AY
X
y = sech x y = cosech x
(c) (d)

Figura 2.38



43,., Céleulo A — Fungdes, limite, derivacio e integracdo

Uma relagdo andloga a esta € vilida para as fungdes hiperbdlicas. De fato, € possivel mostrar que a drea A,,, do setor
hiperbélico QOP da Figura 2.39 (b), € dada por
1
Ah ==

2

e, dessa forma, u = 2A4,,.

P (cosh u, senh u)

p
52

(a) (b)
Figura 2.39

Relacionamos abaixo outras identidades que podem facilmente ser verificadas:
1
cotgh u’

1 — tgh’u = sech’u e

tghu =

1 — cotgh’ u = —cosech? u.

2.15.6 Funcoes Hiperbdlicas Inversas

Nesta se¢do estudaremos as fungoes hiperbélicas inversas. Para isso, devemos nos lembrar das definigdes da se¢iio
2.15.5 e observar os grificos das Figuras 2.36(a) e (b) e 2.38.

FUNCAQ INVERSA DO SENO HIPERBOLICO

Analisando o grafico da fungao y = senh x [Figura 2.36(a)], vemos que a cada valor de y na imagem corresponde
um tnico valor de x no dominio. Assim, podemos definir a funcéo inversa.

A fungio inversa do seno hiperbélico, chamada argumento do seno hiperbélico e denotada por arg senh, é definida
como segue:

..J - argsenhx & x = senhy
Temos D (arg senh x) = Im (arg senh x) = IR.
O gréfico da fungdo arg senh pode ser visto na Figura 2.40. Ele € obtido fazendo uma reflexiio do gréfico da fun-
¢do senh sobre areta y = x.

>V

Figura 2.40



& AT
Capituto 2 Fungbes 41

ERHERER R R

FUNCAO INVERSA DO COSSENO HIPERBOLICO
Para definirmos a inversa da fungdo cosseno hiperbélico precisamos restringir o seu dominio, pois, como podemos ver
no seu gréfico, Figura 2.36(b), a cada valor de y na imagem, exceto y = 1, correspondem dois valores de x no dominio.

Seja f: [0, +2¢) = [1, +9¢) a funcdo dada por f(x) = cosh x. A sua fung@o inversa ¢ chamada argumento do cos-
seno hiperbélico e € denotada por arg cosh. Simbolicamente, para y = 0, escrevemos

T —— e e,

_ y-argcoshx & x=coshy

Temos D (arg cosh x) = [1, +)e Im (arg cosh x) = [0, +%).
O grifico pode ser visto na Figura 2.41.

AY

n X
3‘9005

Figura 2.41

INVERSAS DAS FUNCOES TANGENTE HIPERBOLICA, COTANGENTE HIPERBOLICA
E COSSECANTE HIPERBOLICA

Para definirmos as inversas destas funcdes ndo necessitamos restringir os seus dominios, pois a cada valor de y na
imagem corresponde um unico valor de x no dominio [ver Figura 2.38, (a). (b) € (d)].

As fungdes inversas da tangente hiperbélica, cotangente hiperbélica e cossecante hiperbélica, denotadas respectiva-
mente por arg thg, arg cotgh e arg cosech, sdo definidas como segue:

A Figura 2.42 mostra um esbogo dos grificos dessas fungoes.

AY AY

% /

>V
>V

y = arg cotgh x y = arg cosech x y=arg tgh x

Figura 2.42
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e i

INVERSA DA FUNCAO SECANTE HIPERBOLICA
Da mesma forma que ocorreu com a inversa do cosseno hiperbélico, para definirmos a inversa da fungao secante
hiperbélica devemos restringir seu dominio.

Seja f: [0, +2) — [0, 1] a fungdo dada por f(x) = sech x. A sua fungdo inversa ¢ denotada por arg sech. Para y = 0,

temos

AT L A TRLIET o e SR e R T O,

y Zargsechx & x=sechy

b s e

Na Figura 2.43 podemos ver o esbogo do gréfico da fungao arg sech.

AY

I
I
I
I
I
[}
[}
]
1
1
1
1

Figura 2.43
Podemos exprimir as fungdes hiperbélicas inversas em termos de logaritmos naturais. Isso decorre do fato de as fun-

¢oes hiperbdlicas serem definidas em termos da funcéo exponencial, que admite a fungdo logaritmo natural como inversa.
A seguir apresentaremos essas expressoes, que aparecem freqiientemente na integracéo.

arg senh x = In (x + Vx? + 1), x qualquer;

argcoshx=In (x + V2’ —1),x=1;

1+x
1~—x

1
argtghx=iln( ),—1<x<1;

1 +
arg cotgh x = Eln (i = 1), |x| > 1;

1+ v1—x2)
x

,0<x=1;

1 V1+x?
7”‘).“&0.

arg cosechx = In (— +
x | x|

Exemplo: Mostrar que arg senh x = (x + Vx? + 1), para todo valor de x.

arg sechx = ln(

Sejam x € IR e y = arg senh x.

e}" — e_P'
Entdo, x = senh y = =5
e, portanto,
e —2x—e =0

Multiplicando ambos os membros da igualdade per e’, temos

e? —2xe’ — 1 = 0.
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Resolvendo esta equagdo para e’ pela féormula quadritica, obtemos

e

/42
v:2xi 24x +4=xim-

Como e* > 0 para qualquer y, a solugdo envolvendo o sinal negativo deve ser descartada. Portanto,

e =x+Vi+1
Tomando o logaritmo natural, temos

y=In (x + Vx*+ 1), ou seja,
argsenhx =In (x + Vx? + 1).

2.16 Aplicacoes

Nas mais diversas dreas utilizam-se fungdes para a compreensdo de fendémenos e resolugao de problemas.
Formalmente podemos dizer que estamos modelando o mundo ao nosso redor. E claro que essa afirmagio ndo é com-
pletamente verdadeira, pois o mundo ao nosso redor € altamente complexo e ao trabalharmos com um modelo fazemos
simplifica¢bes para reduzir essa complexidade.

Em geral, os modelos sdo validados para que sejam efetivamente aplicdveis como ferramentas para entender e ana-
lisar diferentes fendmenos. Os exemplos apresentados nesta se¢io sio diddticos e, portanto, nao foram necessariamente
validados.

Apresentamos a seguir um conjunto de exemplos ilustrativos.

Observamos que os recursos tecnoldégicos disponiveis atualmente facilitam o manuseio de diferentes modelos mate-
maticos.

(1) O preco de uma corrida de tixi, em geral, € constituido de uma parte fixa, chamada bandeirada, e de uma parte varia-
vel, que depende do nimero de quilémetros rodados. Em uma cidade X a bandeirada é R$ 10,00 e o prego do qui-
lometro rodado € R$ 0.50.

(a) Determine a funcio que representa o preco da corrida.
(b} Se alguém pegar um taxi no centro da cidade e se deslocar para sua casa, situada a 8 km de distincia, quanto
pagara pela corrida?
Solucao:
(a) Inicialmente devemos introduzir uma notagdo para as varidveis envolvidas. Sejam:
P = preco da corrida;
a = pre¢o do quilometro rodado;
b = bandeirada;
x = mimero de quilémetros rodados.

Como o prego da corrida € a bandeirada mais o preco do quilémetro rodado multiplicado pelo niimero de quilome-
tros rodados, a fun¢io que determina o preco da corrida € dada por:

P(x) =56+ ax
Para a cidade X, temos a = 0,50 e b = 10,00. Logo, P(x) = 0,50x + 10,00 que € uma fungdo do primeiro grau.
(h) Para a situacdo descrita neste item temos x = 8. Assim,

P(8) = 0,508 + 10,00
= 14,00

Portanto, a pessoa pagard R$ 14,00.
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(2) Um avido com 120 lugares € fretado para uma excursdo. A companhia exige de cada passageiro R$ 900,00 mais uma
taxa de R$ 10,00 para cada lugar vago. Qual o nimero de passageiros que torna médxima a receita da companhia?

Solucdo:
Do enunciado do problema extraimos os seguintes dados e varidveis:
Capacidade do avido: 120 lugares
Nimero de passageiros: x
Preco por passageiro:
« parcela fixa: 900,00
« parcela variavel: 10 (120 — x)
Receita da companhia: R
Temos:
R =900x + 100120 — x) x
= 2.100x — 10x*,

Podemos observar que R € uma funga@o quadrdtica com concavidade voltada para baixo. Assim o niimero de passa-
geiros que torna méxima a receita € dado pela coordenada x do vértice da parabola. Reescrevendo R na forma

R= H(I - xn)z t Yo,

sendo (x,, ¥,) o vértice da parabola, vem:
R = — 10x* + 2.100x
= — 10(x? - 210x)
= — 10(x* — 2 x 105x + 105%) + 10 x 105
= — 10(x — 105) + 110.250

Portanto, (x,, v,) = (105, 110 250).

O nimero de passageiros que torna mdxima a receita da companhia € x = 105. A receita mdxima € igual a
R$ 110.250,00.

(3) Curvas de oferta e demanda

Em Economia, estamos interessados em saber como o pre¢o influencia a demanda e a oferta de um dado produto.
Para isso usamos as curvas de oferta e demanda.

A curva de oferta demonstra como a quantidade que os produtores pretendem oferecer de um dado produto depende
de seu preco.

A curva de demanda demonstra como a quantidade procurada pelos consumidores de um dado produto depende de
Seu prego.

A Figura 2.44 (a) apresenta uma curva de oferta e a Figura 2.44 (b) uma curva de demanda.

4D AP
P4

v

a4

ov

Figura 2.44(a) Figura 2.44(b)
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No eixo horizontal representamos a quantidade g do produto e no eixo vertical seu prego p. Intuitivamente pode-
mos perceber que ¢ depende de p, ou seja, p seria a varidvel independente. No entanto, representamos ¢ no €ixo hori-
zontal para manter o mesmo padrio dos textos de Economia.

(@) Qual a leitura pratica que pode ser feita do grafico da Figura 2.44 (a)?
(p) E do grifico da Figura 2.44 (b)?

Solugao:

(a) No gréfico da Figura 2.44 (a) podemos observar que, por um prego inferior a p, os produtores nio estdo dis-
postos a produzir qualquer quantidade do produto. A partir de p,, @ medida que o pre¢o aumenta, a quantida-
de a ser ofertada do produto também aumenta. Isso retrata a possibilidade de aumento de lucros, o que €
comum na pratica.

(b) Na Figura 2.44 (b) temos uma curva de demanda. Pode-se observar que ao nivel de pre¢o p; nao ha deman-
da para o produto, ou seja, ninguém estd disposto a pagar esse prego pelo produto. A medida que o prego dimi-
nui, a demanda aumenta, chegando a um ponto de saturag@o g,. Isso significa que, quando se chega ao nivel
gy, ndo hd mais aumento na demanda, mesmo que o produto seja oferecido de graca.

(4) Restricao Orcamentéria
Em nosso pais, um dos problemas que os governos enfrentam diz respeito & alocagdo de verbas para programas sociais
e pagamento de funciondrios. Vamos supor que existe um montante fixo, M. a ser repartido entre os dois propdsitos.
Se denotarmos por x 0 montante a ser gasto com o pagamento de funciondrios e por y o montante destinado aos pro-
gramas sociais, temos:

M=x+y

Essa equagdo € conhecida como restri¢iio orcamentdria.
Seu gréfico é uma reta. Como as varidveis x e y sdo ndo negativas, s6 a parte do primeiro quadrante ¢ de interesse
para a andlise (ver Figura 2.45).

JhY

Figura 2.45

(a) Qual a leitura pratica que podemos fazer desse grafico?

(b) Suponha que numa cidade X existam 200 funciondrios que ganham um saldrio médio de R$ 800.00 mensais
e que 0 montante M é de RS 300.000,00 mensais. Qual o montante mensal disponivel para programas sociais?
Os funciondrios reivindicam 13% de aumento em seus saldrios. Qual o impacto desse aumento sobre 0s pro-
gramas sociais?

Solucdo:

(@) A leitura pritica que se faz da reta de restri¢io orgamentdria € que o aumento dos gastos de um setor acarre-
tard a diminuicdo dos gastos com o outro.

(b) Como temos 200 funciondrios com saldrio médio de R$ 800,00, segue que
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x = 200 x 800,00
= 160.000,00
Como M = 300 000,00, vem que
yv=M—x
= 300.000,00 — 160.000,00
= 140.000,00

Um aumento de 13% sobre os saldrios produzird um incremento de R$ 20.800,00 no montante gasto com funcio-
ndrios, que passard a ser

x; = x + 20.800,00

=

= 160.000,00 + 20.800.00
180.800,00

Portanto, o montante correspondente y,, disponivel para programas sociais serd de
y = 300.000,00 — 180.800,00
= 119.200,00.

Isso corresponde a uma diminuigdo de aproximadamente 15% sobre o montante anterior.

(5) Crescimento Populacional

Para prever a populagdo de um dado pais numa data futura, muitas vezes € usado um modelo de crescimento
exponencial,

Para isso, observa-se o valor real da populagdo em intervalos de tempo iguais, por um dado periodo de tempo.
Calcula-se, a seguir, a razio entre a populagio observada em periodos consecutivos. Se a razio for aproximadamente
constante, em cada observagao, a populagio € dada pela populacdo anterior multiplicada por esta razdo, que é chamada
fator de crescimento.

A tabela que segue apresenta dados da populagdo brasileira no periodo de 7940 a 1980.

Populagao Brasileira, 1940-1980

Ano  Populagio Absoluta Raecko E
1940 41.165.289 |

| 1950 51.941.?67 | %E 1.26 ‘fl?
1960 70.070.457 g% =135

- - |

1970 93.139.037 %ﬁ—;— =133 g
1980 119.002.706 ]—;3% =128 ;

Fonre: IBGE. Anudrios Estatisticos do Brasil (Adaptacao das auloras), i
R = SR S R e s A

(@) Usando esses dados, obter uma previsdo para a populagio brasileira no ano 2000.

(b)  Sabendo que a populagio brasileira no ano 2000 era de 169.799.170, qual o erro cometido, em percentual, na
previsiao?
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Solucéo:
(@) Observando a terceira coluna da tabela dada, apesar da variacdo, poderiamos supor que a taxa € razoavelmen-
te constante e aproximd-la de 1,3.

O ano 1940 corresponde a observagio no instante 1 = 0. Nossa unidade de tempo (intervalo entre observagoes) ¢
de dez anos. Dessa forma, t = 1 corresponde a 1950, t = 2 a 1960, e assim sucessivamente.
Temos, entdo, as seguintes estimativas para a populagio:

Ano Valor de ¢ Valor de P
1940 0 ~ 41.165.289 x 1,3° |
1950 1 41.165.289 x 13'

1960 2 41.165.289 x 1,3?

41.165.289 x 1,3°
41.165.289 x 1.3*

1ad

1970
1980

e

Extrapolando para um tempo qualquer 7, vem:
PO = ATTe5 289 XT3
Esse modelo é conhecido como modelo de crescimento exponencial.

Usando esse modelo, podemos prever a populacao para o ano 2000.
O ano 2000, corresponde a 1 = 6. Portanto, a populagdo prevista para o ano 2000, € dada por:

P(6) =41.165.289 x 1,3°
= 198.696.000 pessoas.

() Como a populagio brasileira era de 169.799.170 no ano 2000, segue que a previsdo obtida apresenta um erro
para mais de aproximadamente 17% em relagdo a populagio observada.

(6) Decaimento Radioativo

A massa de materiais radioativos, tais como o radio, o urdnio ou o carbono-14, se desintegra com o passar do tempo.
Uma maneira usual de expressar a taxa de decaimento da massa é utilizando o conceito de meia-vida desses materiais.

A meia-vida de um material radioativo € definida como o tempo necessdrio para que sua massa seja reduzida a
metade.

Denotando por M,, a massa inicial (corresponde ao instante r = 0) e por M a massa presente num instante qualquer
#, podemos estimar M pela funcdo exponencial dada por

M=M,e ™ (1)

sendo K > () uma constante.
A equacio (1) € conhecida como modelo de decaimento exponencial. A constante K depende do material radioati-

vo considerado e estd relacionada com a meia-vida dele.
Sabendo que a meia-vida do carbono-14 € de aproximadamente 5.730 anos. determinar:

() aconstante K, do modelo de decaimento exponencial para esse material;
(b) a quantidade de massa presente ap6s dois periodos de meia-vida, se no instante f = 0 a massa era Mj;
(c) aidade estimada de um organismo morto, sabendo que a presenga do carbono-14 neste € 80% da quantidade

original.

Solucao:
(a) A meia-vida do carbono-14 ¢ de aproximadamente 5.730 anos. Assim, supondo a massa inicial M, devemos
determinar o valor de K, tal que

M -
0 —K-
M=%
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Resolvendo esta equagdo exponencial com o auxilio de logaritmos, vem

1
= = ¢~ STHK
1
Lna = —5.730K
In2
K= 5.730
= 0,0001209.

Logo, o modelo de decaimento exponencial para o carbono-14 € dado por
M= M['] E—n.onnl?(]‘)r (2}

(b) Para um material radioativo qualquer, apos dois periodos de meia-vida, a massa presente serd
1/1
M=—-M
2(2 “)
=—M,,
4 ¥

sendo M, a massa inicial.

Usando o modelo de decaimento exponencial do carbono-14, podemos comprovar empiricamente este resultado.
Temos,

M = Mue—ﬂ,mﬂlzwr
Para t = 11.460, vem
M = M. ¢ 00001209 X 11.460
. 0

= (0,25M,.
(c) Temos M = 0,8M,,. Usando a equagio (2), vem:

O,SMg i M” e — 00001 209¢

In 0,8 = —0,0001209¢

In0,8
—0,0001209

I

1.846 anos.

(7) Equilibrio de Mercado
Analisar o equilibrio sob a ética do mercado implica a definigio de um conjunto de varidveis que se inter-relacio-
nam, ajustadas umas as outras, envolvidas em um modelo matematico.

Para discutir esse tipo de modelo precisamos observar o comportamento das varidveis escolhidas e as propriedades
das fungoes que definem o modelo.

E importante deixar claro que o equilibrio perde a relevéncia se outras varidveis sdo incluidas no modelo, pois a
idéia bdsica € que estamos diante da inexisténcia de mudancas.
Para exemplificar vamos supor que



A A ——

Carituto 2 Fungdes 49

+ Q, = quantidade procurada de uma mercadoria (demanda);

* @, = quantidade ofertada de mercadoria (oferta);
* P = prego.

A suposi¢do que alicerca o equilibrio € que o excesso de demanda € zero ou

Qd' ik Q.s' = 0'
Supondo que as curvas de oferta e demanda sao funcdes lineares € possivel escrever:
Qd' = Q.'.

Q,=a-bp,a.b>10
Q.=-c+dpc,d>0
Os parimetros a, b, ¢, e d sdo definidos em fung@o do mercado.
Do ponto de vista gréfico, o equilibrio do mercado representa a interseccéo entre duas curvas (no caso linear entre

duas retas). Algebricamente estamos diante da resolug@o de um sistema de equagoes.
Supondo que @, = —2p + 15e O, = 3p — 3, fazendo Q, = Q,, vem:

-2p+15=3p—-3
2p+3p=15+3

5p =18
18

= — =36.

p=75=3

A Figura 2.46 mostra o ponto de equilibrio do mercado em p = 3,6.

4D

Oy

Figura 2.46

(8) Custo total

A definiciio formal de custo varia conforme o contexto. Por exemplo, os economistas tratam os custos de forma
diferente dos contadores, pois estes estdo preocupados em retratar o desempenho da empresa em seus demonstrativos
anuais. Para ficar mais claro podemos citar que os custos contdbeis incluem a desvalorizacdo dos equipamentos, ao
passo que 0s economistas preocupam-se com os custos que ocorrerdo no futuro. Sem entrar em detalhes nessa concei-
tuagio, podemos de forma menos formal lembrar que os custos de um empresa variam com o nivel de produgao (custos
varidveis — Cy), enquanto outros sio fixos (custos fixos — Cr). Dependendo da empresa, podemos considerar como
exemplo de custos fixos os gastos com a manuten¢ao da fibrica, seguro e um nimero minimo de funciondrios. Como
custos varidveis podemos incluir saldrios e matérias-primas.



Calculo A — Fungdes, limite, derivacio e integracio

O custo total (C;) teoricamente € a soma dos custos varidveis com os custos fixos.
Cr=Cpr+ Cy

Supondo que Cy € o custo total da produgio de x unidades de um determinado produto e assumindo, de forma mais
simples, que o custo total depende somente da varidvel x, podemos escrever a Fungio Custo Total

CT = CT (I]

Virios tipos de funcdes podem ser usados para modelar a fungdo custo total. Em geral as curvas tém caracteristi-
cas bem definidas, tais como:

* Quando nenhuma unidade é produzida, o custo total € zero ou positivo. Caso tenhamos o valor zero, fica enten-
dido que o custo fixo € zero.

* O custo total aumenta quando x aumenta.

O custo total médio (Cry,), denotado na maioria das vezes como custo médio, € o custo por unidade quando x uni-
dades sdo produzidas.

Vamos observar na Figura 2.47 o grifico da funcdo C;(x) = 2x + 20. Essa fung¢ao pode representar o custo total
de uma empresa que tem o seu custo fixo de R$ 20.000,00. Estamos diante de um custo do tipo linear, pois a fungdo é
de primeiro grau. Observamos também que estamos considerando somente valores de x € [0, +=¢], pois o valor do nime-
ro de unidades produzidas ndo pode ser negativo.

1
Na Figura 2.48 temos o gréfico da fungéo custo total C(x) = g{}-xz = Ex + 20. Neste caso a fungio custo total
€ uma fungfo quadritica definida para valores de x € [0, +==]. Considerando que C;(0) = 20, temos que o custo fixo
; ; : 1
¢ de R$ 20.000,00 e o custo variavel € definido por Cy = %x‘a 2= Eﬁx' Observe que a fungao custo fixo € constante,

assim a distancia entre os graficos das fungoes custo total e custo variavel € exatamente o valor constante 20.

4 C(X) mil reais B 4 C(X) mil reais
Custo total

70 f-mmmmmm o DI T

60 4

e Custo

40 + variavel

30 +

20 = ‘.

' Custo
10 + 10 + : fixo
—_— - R R . S SN
5 10 15 20 25 30 35 X 5 10 15 20 25 30 35 X
Figura 2.47 Figura 2.48

Em alguns momentos a variavel independente € representada pela letra g, em sintonia com as curvas de demanda.
Vejamos agora um exemplo que envolve a fungéo custo:
O custo para produzir ¢ metros de um tecido € dado por C = 50 + 4q, g = 1.

(a) Encontrar uma férmula para a funcdo inversa.

(b) Explicar, em linguagem coloquial, o significado da funcio inversa;

Solucéo:

(a) Temos que o custo € uma fungio do primeiro grau da quantidade de metros produzidos, admitindo, portanto,
uma inversa. A sua inversa € dada por:
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Como o dominio da fungdo custo € dado por ¢ = 1, segue que o dominio da fungdo inversa € dado por C = 54.

(b) Podemos dizer que a quantidade de tecido produzida, em metros, depende do montante gasto em sua produ-
¢do (custo).

(9) Receita e lucro total

Se o prego de um produto € p e a quantidade demandada a esse nivel de prego € ¢, podemos definir receita total
como

R=p-q.

Exemplos:

(a) Supondo que p = 44 — 2q. podemos escrever a fungao receita total

R = qg(44 — 2q)
R = 44q — 2¢°
Podemos visualizar o grafico na Figura 2.49.
Y R
s eSS :
192 1
144 +
9-6 e
48 T
11 22 q'
Figura 2.49

Observando o grifico podemos perceber que:

. A receita se anula quando a quantidade demandada € igual a zero ou 22;
. A receita atinge um valor maximo quando g = 11.

J4 discutimos a funciio custo total e nesse item a receita total, assim, podemos estabelecer a fung¢@o Lucro total,
denotada por

LZR_CT

Exemplo:

Uma inddstria comercializa um certo produto e tem uma fung@o custo total em mil reais, dada por
CT(g) = ¢° + 20q + 475, ¢ = 0. A fungdo receita total em mil reais é dada por R(g) = 120q. Determinar:

(@) O lucro para a venda de 80 unidades.

(b) Em que valor de g acontecerd o lucro maximo?
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Solucdo:
(a) Inicialmente vamos escrever a fun¢fio lucro total:
L(q) = R(q) — C(q)

= 120g — (g* + 20g + 475)

= — g* + 100g — 475.
Assim, podemos calcular o lucro para a venda de 80 unidades:

L(80) = — 80? + 100 X 80 — 475
= 1.125.

Portanto, temos o valor de R$ 1.125.000,00.

(b) Para saber o valor de ¢ tal que o lucro seja mdximo, vamos utilizar a visualizagdo grifica da fungdo lucro na
Figura 2.50.
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Figura 2.50

Observamos que estamos diante de uma fungdo do segundo grau num dominio g € [5,95]. O vértice da parabola
caracteriza o ponto maximo da curva. Temos, entdo, o valor ¢ = 50 unidades, que corresponde ao lucro maximo.

(10) Depreciaciio de equipamentos

O contador de uma empresa usa o método da linha reta para fazer a depreciagao de um certo equipamento de uma
empresa no decorrer do tempo. Cada equipamento tem uma estimativa de vida itil e o valor contdbil decresce a uma taxa
constante de tal forma que ao término da vida titil podemos ter um valor zero ou um valor residual denotado por r.

Vamos considerar que:

* y € o valor contibil;

* I, o valor do investimento na compra do equipamento;

* T, a vida util;

* 1, 0 tempo.

Temos que y = f(z) é uma fungio do primeiro grau tal que f(r) = at + b, sendo f(0) =T e f(T) =0 ou
fiT) ==

Supondo inicialmente o valor residual nulo temos:

fO)=ax0+b=1
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f(Ty=aXT+b=0.
Assim, temosque b = [, a = ;T{ e f(t) = %! + 1, que é uma fung¢io do primeiro grau decrescente.
Quando o valor residual € r # 0, podemos escrever

fO)=ax0+b=1

f(TY=aXxT+b=r

r—1

7

r —

I o
=) =

para analisar a depreciacdo de equipamentos.

Dessaformab = I,a = t + I, que é uma fungio do primeiro grau decrescente muito usada

Observamos que esta funcio s6 tem significado para o dominio t € [0, T'].

Para exemplificar, vamos supor que um notebook foi comprado por R$ 4.200,00 e a estimativa de vida util € de 5
anos. Supondo um valor residual de RS 800.00, qual € o valor contébil ao término de 3 anos?

Para este exemplo temos:

£(0) = 4200
£(5) = 800

Assim, f(t) = —680¢ + 4.200. Logo, o valor contdbil ao término de 3 anos € f(3) = 2.160, ou seja, RS 2.160,00.

2.17 Exercicios

1. Construir os grificos das funcdes de 19 grau. Dar o dominio e o conjunto imagem.

(@ y=kx:sek=0,1,2,1/2,—1,—-2
() y=x+b;seb=0,1,-1
() y=15x+2.
2. Construir os graficos das fungdes quadriticas. Dar o dominio e o conjunto imagem.
(@ y=ax’sea=11/2, -2
(B y=x*+cseec=0,1,1/2,-3
@ y=y+(x-1Disey=01-1
(d) yza.r2+b.r+c.sea=I.b=—2r:=5.
3. Construir os grificos das funcdes polinomiais. Dar o dominio e o conjunto imagem.

@y=2+(x-1)° (b) y = x* (€) y =22 — 4.

4. Construir os graficos das fungdes racionais. Dar o dominio e o conjunto imagem.

2 iy iy =
=z - 1) Y Y=% B A

(a) y= —

5. A fungdo f(x) € do 1? grau. Escreva a funciio se

f=D=2ef@)=3.
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6. Determinar quais das seguintes fungGes sdo pares ou {mpares

(@ f(x)=3x"-2xr+1 b) fix) =53 —2x
(© f(s)=s"+25+2 d f@)=1t"—4
I
(@ f(x)=Ix " FO =5
_1 ].
(&) f(x)= i o h) f(x) =3(a"+a™)
() f(x) ZIniti M f(x) =In(x +V1+ x?).

7. Demonstre que, se fe g sdo fungbes impares, entdo (f + g) e (f— g) sdo também fungdes impares.
8. Demonstre que, se f'e g sao funcdes impares, entdo f - g e f/g sdo fungdes pares.
1 1
9. Mostre que a fungio ) [f(x) + f(—x)]é par e que a fungdo b [f(x) — f(—x)] € impar.
10. Demonstre que qualquer fungio f: IR — IR pode ser expressa como a soma de uma fungdo par com uma fungio
impar.
11. Expresse as fungdes seguintes como a soma de uma fungéo par e uma fungio impar
(@ f(x)=x+2 () f(x)=x'—1

x—1
x+1

(e) f(x) = d f(x)=Ilxl + |lx—1I.

12. Seja f(x) uma fungdo, cujo grifico para x = 0 tem o aspecto indicado na figura. Completar esse grafico no domi-
nio de x < 0, se:

(@) f(x)¢€ par;
(h) fix) € impar.

X

13. Em cada um dos exercicios determine a férmula da fungdo inversa. Fazer os gréficos da funcio dada e de
# sua inversa.

1
(@) y=3x+4 (b) Lt
(c) y=jtz d y=— x>0
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@ y=—a1x=0 hy y=x*-4,x=0

x+2
Mostrar que a funcido y = f(x) = coincide com a sua inversa, isto é, x = f(y) ou f(f(x)) = x.

Zx—1

Dada a fungdo y = f(x) = - definida para todo x real, demonstrar que a sua inversa € a fungdo

X
V1+ x°
y

x = g(y) = —==——= definida para |y| < 1.
V1 —y?
X, 88 =<l

Seja f(x) = {x°, se l=x=9

2’?\/.;, se x>9
Verifique que f tem uma inversa e encontre f ~x).
Se f(x) e g(x) sdo periddicas de periodo T, prove que:
(@ h(x)=f(x) + g(x) tem periodo T.
(b) h(x) = f(x) - g(x) é periddica de periodo T.

(¢) h(x) = fx) g(x) # 0V x é periédica de periodo T.

g(x)’
Se f(x) € peribdica de periodo T, prove que 3T também & periodo de f.
Sabendo que f(x) € uma funcédo par e periddica de periodo T = 4, complete o seu gréfico.

AY
4

Se f(x) = 2", mostre que
flx +3) = flx~— 1) =15/2f(x).

Sejadp(x) = 1/2(a* + a ") ey(x) = 1/2(a* — a™ ).
Demonstrar que

G(x +y) = d(x) - d(y) +d(x) - d(y)e
d(x +y) = d(x) - g(y) + d(y) - ¢(x).
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23.

24.

25,

26.

27.

28.

29.

30.

31.

»J Construir o grifico das seguintes fungdes exponenciais.

(@) y=a'sea=2,12,e(e=2718.)

(b) y=10"

© y=e~

@ y= —2%

Dada ¢(x) = In——, verifique a igualdade & )+¢{b)=¢(“+b)
d(x —nl+x,ven que a igualdade ¢ (a T+ b/

Sejam f(x) = log xe g(x) = x°.

Forme as expressoes

(@ f[g(2)] () flg(a)l,a=0

(e glf(a)],a=>0.

/'@ Construir o grifico das seguintes fungdes logaritmicas.

(@ y=In(—x) ) y=Inlx

() y=In(x+1) (d y=log,xsea=10,2¢e1/2
() y=xlnx

Se f(x) = arc tg x prove que

f@ + 100 = 1(722)

Prove que arc tg @ — arc cotg b = arc cotg b — arc cotg a.

Seja f(8) = tg 6. Verifique a igualdade f(260) = %
Seja f(x) = arc cos (log;yx).
Calcular f(1/10), f(1) e f(10).

Determinar o dominio das seguintes fungoes:
2x

1+ x

(¢) y=Vsen2x.

/@ Construir o grifico das seguintes funcées trigonométricas. Verificar se sdo periédicas e em caso afirmativo
determinar o periodo.

(a) y = arc cos (b) y = arc sen (log;x/10)

(a) y=senkx, k=2,3,12el/3 by y=kcosx, k=2,3,112,13e —1
(¢ y=kcos2x, k=2,—1el2 (d) y=sen(x —m/2)

() y=cos (x+ m/2) Hh y=1g(x—37w/2)

(8) y=cotg (x + m/4) (hy y=1g %x

(i) y=1+senx (H y=1+ |sen2x|.
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34.
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36.

37.
38.
39,
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Dada a fungdo f(x) = 2 senh x — 3 tgh x, calcule f(2), f(—1) e f(0).
Prove as identidades:

(a) 1— tg,h2 u = sech® u by 1-— cotgh2 u = —cosech’ u.
Defina uma funcfio inversa para y = cosh x, para x = 0. Esboce o gréfico.

Mostre a validade das expressoes:

(@) argcoshx=In(x +Vx*-1),x=1;

+
x), = &= pad

1
(b) argtghx=1/21In (

1+VI1-x°
X

(c) argsach.rzln( ),D<x£1.

Sendo f(x) = cosh x, mostre que

flln (x +Vx:—1]=x

Mostre que as fungdes senh x, tgh x, cotgh x e cosech x sdo impares.
Mostre que as fungdes cosh x e sech x sdo pares.

Analisar a fungdo f(x) = 24x — 3x” e verificar a possibilidade de representar uma fungdo receita total. Em caso
afirmativo identifique a fun¢do demanda e responda:

(@) Qual a quantidade demandada quando o prego unitdrio é RS 5,007

(b) Qual € o prego do produto quando a receita ¢ méxima?

As fungdes de demanda e de oferta de um determinado produto no mercado sdo dadas por g, =15 —4p e
g, = 6p — 1, respectivamente.

(a) Determine o preco de equilibrio.

(b) Represente graficamente as fungdes demanda e oferta, mostrando o ponto de equilibrio. Esboce os dois gré-
ficos juntos.

Uma imobilidria cobra uma comissdo de 12% do valor da venda de um imével mais R$ 25,00 fixo para as despesas
de correio e divulgagio. Denote por x o valor do imével (em reais) e por f(x) a comissdo cobrada pela imobilidria.

(a) Descreva a fungdo f(x).
(b) Qual o valor recebido pela imobilidria na venda de um imével por R$ 185.000,007

O prego de venda de um produto ¢ de R$ 27,00. A venda de 100 unidades dd um lucro de RS 260,00. Sabendo que
o custo fixo de producdo é de R$ 540,00 e que o custo variavel € proporcional ao niimero de unidades produzidas,
determine:

(a) A funcdo receita total.
(b) O custo varidvel para uma produ¢do de 2.000 unidades.
(c) A produgdo necessdria para um lucro de R$ 23.460,00.

Uma inddstria comercializa um certo produto e tem uma fungéo custo total dada por C(x) = x> + 20x + 700,
sendo x o ndmero de unidades produzidas. A fungio receita total é dada por R(x) = 200x. Determine:

(a) O lucro para a venda de 100 unidades.

(b) Em que valor de x acontecerd o lucro maximo?
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Determinar graficamente e algebricamente o equilibrio do mercado considerando as seguintes fungdes de demanda
e oferta:

Q;=10- 4P i =4— P
(){&=6P—1 ) Q, =4P — 1

Uma caixa sem tampa, na forma de um paralelepipedo, tem um volume de 10 cm®. O comprimento da base € o
dobro da largura. O material da base custa R$ 2,00 por m” ao passo que o material das laterais custa RS 0,02 por
m”. Expressar o custo total do material em fun¢io da largura da base.

Tragar o grifico das fungdes trigonométricas. Comparar cada conjunto identificando a transformagio ocor-
rida. Identificar dominio, conjunto imagem, maximos e minimos, crescimento e decrescimento.

(@) flx)=senx, g(x)=2senx, h(x)=1/2senx

(b) f(x)=senx, g(x)=sen2x, h(x)= sen(1/2x)

(c) f(x)=cosx, g(x)=cosx+ 3, h(x) =cosx—3
(d) f(x)=cosx, g(x)=cos(x+2), h(x)=cos(xr— 2)
(e) f(x) =senx, g(x)= —senx

Usando uma ferramenta gréfica, trace numa mesma janela, o grafico das funcdes dadas em cada item e, a
¥ seguir, responda a questio:
Dado o grifico de f(x), o que se pode afirmar sobre o grifico de g(x) = f(x — a) quando a > 0? E quando a < 0?

(a) y=x y =i —2) y=(x—4)y

b y=x y=(x+2)7 y = (x+ 4)

Usando uma ferramenta gréfica, trace numa mesma janela o grifico das fungdes dadas em cada item e. a
® seguir, responda a questio:

Dado o grifico de f(x), o que se pode afirmar sobre o grafico de g(x) = f(x) + a, quando a > 07 E quando a < 0?

(@) y=x y=x+2 y=x"+4

(b y=x y=¥-2 y=x—4

Ident;ﬁque algebricamente as transformagoes realizadas na pardbola “mée” f(x) = x”, para obter as seguin-
&
tes fungdes quadraticas. A seguir fface o grifico e compare os resultados.

(a) f(x)—x2—6x+9
b fO=x>+4x+4
(c) f)=x*—6x+5

Determine algebricamente a fungdo inversa. A seguir, numa mesma janela, trace o gréfico de cada funcio,
de sua inversa e da fung@o identidade.

(@) y=2x— 1
b y=2-1
YT 3

(¢ y=x

d y=@x—-1>+4

Para cada uma das fungdes, se necessario, restrinja o dominio e o contradominio e determine a inversa.
(@) y=x

(b) y=x"—2x+1

() y=2%—6x—10

d y=¢
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Capituro 2 Fungoes —

S

A locadora A aluga um carro popular ao prego de R$ 30,00 a didria mais R$ 0,20 por quilémetro rodado. A loca-
dora B o faz por R$ 40,00 a didria mais R$ 0,10 por quildmetro rodado. Qual a locadora vocé escolheria, se vocé
pretendesse alugar um carro por um dia e pagar 0 menos possivel? Justifique algebricamente e graficamente.

Dentre todos os retingulos de perimetro igual a 80 cm, quais as dimensdes do retingulo de drea méaxima?

Para medir a temperatura sdo usados graus Celsius (°C) ou graus Fahrenheit (°F). Ambos os valores 0°C e 32°F
representam a temperatura em que a 4gua congela e ambos os valores 100°C e 21 2°F representam a temperatura de
fervura da dgua. Suponha que a relagio entre as temperaturas expressas nas duas escalas pode ser representada por
uma reta.

(a) Determine a fungio do primeiro grau F(C) que dé a temperatura em “F, quando ela € conhecida em °C,
(b) Esboce o grifico de F.

(¢) Qual a temperatura em °F corresponde a 25°C?

(d) Existe alguma temperatura que tem o mesmo valor numérico em °C e em °F?

Numa dada cidade a populagio atual € de 380.000 habitantes. Se a populagao apresenta uma taxa de crescimento
anual de 1,5%. estime o tempo necessério para a populagéo duplicar. Use um modelo de crescimento exponencial.

Uma crianga tem um montante fixo M = R$ 180,00 para comprar latinhas de refrigerantes e cachorros quentes para
sua festa de aniversério. Suponha que cada latinha de refrigerante custe R$1.20 e cada cachorro quente R$ 1.50.

(a) Obtenha a equagdo de restri¢do orcamentdria.
(b) Esboce o grifico, supondo as varidveis continuas.

(¢) Se a crianga optar em usar todo seu orcamento comprando somente cachorros quentes, estime o nimero de
cachorros quentes que podem ser comprados.

O custo total de uma plantagio de soja é fungdo em geral, da drea cultivada. Uma parcela do custo € aproximada-
mente constante (custos fixos) e diz respeito as benfeitorias e equipamentos necessdrios. A outra parcela diz respei-
to aos custos dos insumos e méio-de-obra e depende da drea plantada (custos varidveis). Supor que os custos fixos
sejam de R$ 12.400,00 e os custos varidveis sejam de R$ 262,00 por hectare.

(a) Determinar o custo total da plantagdo em fun¢ao do mimero de hectares plantado.
() Fazer um esbogo do grifico da funcio custo total.

(c) Como podemos visualizar os custos fixos e varidveis no grafico?

A meia-vida do radio-226 ¢ de 1.620 anos.

(a) obter o modelo de decaimento exponencial para esta substancia.

(b) Ap6s 700 anos, qual o percentual de uma dada quantidade inicial de radio ainda resta?

Uma certa substincia radioativa decai exponencialmente sendo que, apés 100 anos, ainda restam 60% da quantida-
de inicial.

(a) Obter o modelo de decaimento exponencial para esta substincia.

(b) Determinar a sua meia-vida.

(¢) Determinar o tempo necessario para que reste somente 15% de uma dada massa inicial.



0 objetivo deste capitulo é discutir a definigdo de limite de dife-
rentes formas. Inicialmente apresenta-se a nogao intuitiva usando
exemplos de sucessdes numéricas. Em seguida apresentamos tabe-
las e graficos que auxiliam na visualizagdo do limite da fungdo. A
definicdo formal ¢ apresentada propiciando a demonstragdo de
propriedades que serdo usadas no calculo de limites e, finalmente,
¢ apresentado o conceito de continuidade das fungoes.

3.1 Nocao Intuitiva

Inicialmente faremos algumas consideragdes. Sabemos que. no conjunto dos nimeros reais, podemos sempre esco-
lher um conjunto de niimeros segundo qualquer regra preestabelecida.
Analisemos os seguintes exemplos de sucessoes numéricas.

1) 1L2.3.45..

(2) 172,2/3,3/4, 415, 5/6, ...
@3y L0 =Lie—d—3u

4 1,3/2,3,54,5,76,7, ..

Na sucessio (1), os termos tornam-se cada vez maiores sem atingir um LIMITE. Dado um numero real qualquer,
por maior que seja, podemos sempre encontrar, na sucessdo, um termo maior. Dizemos entdo que os termos dessa suces-
sd0 tendem para o infinito ou que o limite da sucessao ¢ infinito.

Denota-se

X = T2,

Na sucessiio (2) os termos crescem, mas néo ilimitadamente. Os nimeros aproximam-se cada vez mais do valor 1.
sem nunca atingirem esse valor. Dizemos que

x>,
De maneira andloga, dizemos que na sucessao (3)
X = —%,

Em (4) os termos da sucessdo oscilam sem tender para um limite.
Ampliaremos, agora, o conceito de LIMITE para os diversos casos de limite de uma fungdo.
Observemos as seguintes fungdes:
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Exemplo 1:
Seja y = 1—1/x (ver Figura 3.1 e Tabela 3.1).

Tabela 3.1
x 1 2 3 4 5 6 500 1000
y 0 112 2/3 3/4 4/5 5/6 .. 499/500 o 999/1.000
x -1 -2 -3 —4 -5 =100 -500
y 2 32 4/3 5/4 6/5 101/100 ... 501/500

Figura 3.1

Esta fun¢@o tende para | quando x tende para o infinito. Basta observar as tabelas e o gréfico para constatar que:
y — 1 quando x = *x,

Denota-se lim (1 — 1/x) = 1.

Exemplo 2:
A fungio y = x* + 3x — 2 tende para += quando x = *x.
Denota-se lim (x> + 3x — 2) = +=.

X—+If=

De fato, intuitivamente, basta analisar o gréfico (Figura 3.2) e as sucessdes da Tabela 3.2.

Tabela 3.2
X 3 4 5 6 7 100 1.000
v 2 8 16 26 38 52 68 10.298 1.002.998
X -1 -2 -3 -4 —5 —6 - 100 —500
¥ —4 -4 -2 2 8 16 9.698 248.498
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Figura 3.2
Exemplo 3:
2x+1
A fungdo y = % =1 tende para 2 quando x = * % e escrevemos
2x +
x o 1 % 0
=t X — 1
Tabela 3.3
| X 3 2 1,5 1,25 1,1 1,01 1,001  1,0001
| y 35 S 8 14 32 302 3.002 30.002
x| -1 0 09 099 099 0999 .. I
y | 05 -1 —28 -298 —2998 —29.998 .. I
AY:
2!
-'""&‘“1-1 ---------
1
>
Figura 3.3

Observando a Figura 3.3 e a Tabela 3.3 ainda podemos dizer que y — + = quando x — 1 através de valores maio-
resdoque I e y = — quando x — 1 através de valores menores do que 1. Nesse caso, estamos nos referindo aos limi-

tes laterais denotados por:
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lim gx 1=+00 e ]imzx lz—m
1t x—=1 - x— 1

respectivamente chamados limite a direita e limite a esquerda.

Exemplo 4:
A Figura 3.4 nos mostra o gréifico da fungado

1

aTENTY

Observando a Figura 3.4 e a Tabela 3.4 podemos afirmar que esta fungao tende para o infinito quando x tende para
—1 e escrevemos

lim ———= =+
(% + 1)
ou ainda,
1 . 1

i, s R
ARG aam DR

Tabela 3.4
X —3 -2 -15 -125 -1,1 -—-1,01 —1,001
y 0,25 1 4 16 100  10.000 1.000.000
X 1 0 -05 -0795 -09 —099 —0,999

y 0,25 1 4 16 100 10.000  1.000.000

\_,

X

Figura 3.4

Exemplo 5:

5 € a Tabela 3.5 apresenta o comportamento da funcio numa

A Figura 3.5 mostra o gréfico da fungio y = s

vizinhanca de 2.
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=1
Escrevemos ljﬂ (_x-_iZF = —© ou y—> —x quando x — 2.
Tabela 3.5
| x 4 3 25 21 2,001
y =025 =1 -4 =100  —10.000 —1.000.000
x 0 1 1,5 1.9 1,999
-025 -1 —4 —100  —10.000 —1.000.000
'
12
- >
Figura 3.5
Exemplo 6:

1
Na Figura 3.6 temos o grifico da fungio y = cos . Observando esta figura e a Tabela 3.6, podemos afirmar que

o grafico dessa fungdo oscila numa vizinhanca de zero, sem tender para um limite.

4
1,5

-1,54

Figura 3.6
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Tabela 3.6

LT 0,0795774
A

X | —=0,318309 i = 0,159154 i = (0,106103
2 3

y | —1 1 -] 1

Exemplo 7:
1
Na Figura 3.7 temos o gréfico da fungdo y = Ex + 3. De modo andlogo aos exemplos anteriores, observando esse

grifico e a Tabela 3.7, podemos escrever que

) 1 - 1 N
JLT*(Zx + 3) = xl_lﬂ'l_(zx + 3) =35

ou ainda,
. 1
lim (—x + 3) =35.
x—4 2
Tabela 3.7
X 5 4,5 4.1 4,01 4,001 4,0001
y 5.3 5,25 5,05 5,005 5,0005 5,00005
x 3 3.5 3,9 3,99 3,999 3,9999
y 4.5 4,75 4,95 4,995 49995 4,99995

v X

B i e S et

Figura 3.7
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Pode-se observar no Exemplo 7 que, & medida que tomamos valores de x cada vez mais préximos de 4 ou (x — 4), os
valores de y tornam-se cada vez mais proximos de 5 ou (y — 5), independentemente da sucessdo de valores de x usados.

Esse mesmo exemplo pode ser analisado de outra forma, mais conveniente para a introdugdo da defini¢do formal
de limite.

Pode-se observar que € possivel tornar o valor de y tdo préximo de 5 quanto desejamos, desde que tornemos x sufi-
ciente proximo de 4(x # 4).

A idéia “tornar o valor de y tdo proximo de 5 quanto desejarmos”, € traduzida matematicamente pela desigualdade

ly =5l <& (1)

sendo & um nimero positivo qualquer, tdo pequeno quanto se possa imaginar.

A idéia “desde que tornemos x suficientemente proximo de 4 (x # 4)” significa que deve existir um intervalo aber-
to de raio 6 > ( e centro a = 4, tal que se x (x # 4) variar nesse intervalo (isto €, se 0 < |x — 4| < 8), entdo deve valer
a desigualdade (1).

Na Figura 3.8 ilustramos essas idéias geometricamente.

IIY
6+
5+€ :
S0 A RieRiiasts |
5-¢ NI
4- A
27
i
| S 777 B >
-2 2 4574 45 6 X
Figura 3.8

Podemos agora formular a definicio de limite.

3.2 Definicdo

Intuitivamente, dizemos que uma fungdo f(x) tem limite L quando x tende para a, se € possivel tornar f(x) arbi-
trariamente proximo de L, desde que tomemos valores de x , x # a suficientemente proximos de a.

De uma maneira formal, temos:

Seja f(x) definida num intervalo aberto I, contendo a, exceto, possivelmente, no préprio a. Dizemos que o limite
de f(x) quando x aproxima-se de a é L e escrevemos

lim f(x) = L

se, para todo € > 0, existe um 8 > (0, tal que |f(x) — LI < esempre 0 < |x — al < 8.
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3.3 Exemplos

Usando a defini¢do 3.2 provar que:
(i) lim 3x—1)=2.
x—*]
De acordo com a definigao 3.2 devemos mostrar que, para todo & > 0, existe um 8 > 0, tal que

[(3x = 1) =2l <esempreque 0 < Ix — 1] <.

O exame da desigualdade envolvendo & proporciona uma chave para a escolha de 8.
As seguintes desigualdades sdo equivalentes:

Bx—1=2l<e@g

Bx -3 <e
B(x—1)I<e

iy~ 3l ==¢g

lx — 1] < g/3.

A qltima desigualdade nos sugere a escolha do 6.

Fazendo 8 = &/3, vem que

[(3x —1) =2l <esempreque 0 < |x — 11 <.
Portanto, lim (3x — 1) = 2.

x=*]

Observamos que o valor sugerido para 8 ndo € o tinico valor que garante a relacfio pretendida. Poderiamos tomar,
&

por exemplo, 8 = % ou qualquer outro valor é < 3

(i) lim x? = 16.

x4
Vamos mostrar que, dado & > (), existe 8 > 0, tal que
|x* = 16| < & sempre que 0 < |x — 4| < 8.
Da desigualdade que envolve &, temos
|x? - 16l <e
Ix—4llx+4l <e
Necessitamos agora substituir |x + 4| por um valor constante. Nesse caso, vamos supor
0<é=1,
e entdo, de 0 < |x — 4] < 8, seguem as seguintes desigualdades equivalentes:
lx — 4]l <1
~l<x—4<]
2 T L)
T<x+4<9
Portanto, |x + 4] < 9,

Escolhendo 6 = min(&/9,1), temos que, se |x — 4| < §,
entdo

Ix* - 16l = Ix —4llx +41 <86-9
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Logo lim x* = 16.
x—+4

3.4 Proposicdo (Unicidade do Limite)

Selimf(x) = L,elim f(x) = Ly, entdo L, = L,.
X=ta x=*a

Prova Seja & > 0 arbitrdrio. Como lim f(x) = L,, existe 8, > 0 tal que

If(x) = L)l <eg/2sempreque( < |x — al < 4.

Como lim f(x) = L,, existe 8, > 0 tal que
x—*a

If(x) = Lyl <g/2sempreque( < |x — al <38,

Seja 6 = min{4,, §,}. Entdo If(x) — L,| < e&/2elf(x) — L,| < &/2 sempre que 0 < |x — al < é.
Seja x tal que 0 < |x — al < é. Entdo, podemos escrever

|Ly = Lol = Ly = f{x) +F(x) = Lyl =1f(x) = Ll + If(x) — Lol <gf2 + gf2 =&

Como ¢ € arbitrério, temos |L; — L,| = O e portanto L, = L.

3.5 Propriedades dos Limites

Na Segdo 3.3, usamos a definicdo de limite para provar que um dado numero era limite de uma fungdo. Foi um pro-
cesso relativamente simples para fungoes lineares, que se tornou complicado para fungGes mais elaboradas. A seguir
introduziremos propriedades que podem ser usadas para achar muitos limites sem apelar para a pesquisa do nimero &
que aparece na defini¢do 3.2.

3.5.1 Proposicao Se a, m e n sdo niimeros reais, entdo

lim (mx + n) = ma + n.

Xx=*a
Prova Caso 1: m # 0 De acordo com a definigdo 3.2, dado & > 0, devemos mostrar que existe § > 0, tal que

[(mx +n) — (ma+ n)|l < esempreque 0 < Ix — al < 8.
Podemos obter a chave para a escolha de 6 examinando a desigualdade que envolve &. As seguintes desigualdades
530 equivalentes:

I(mx +n) — (ma+ n)l <e
Imx — mal <eg

lmllx —al <eg

f 5
lx—=al <——;
[ 2l

A tltima desigualdade sugere a escolha 8 = |—:=|
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£
De fato, se § = ——, temos
[m|

£

I(mx +n) — (ma+n)l =Imllx —al <lIml - e sempre que 0 < |x — al <,

e, portanto,

lim (mx + n) = ma + n.

ra
Caso2:m =0 Sem=0,entdo | (mx + n) — (ma + n)| = 0 para todos os valores de x.
Logo, tomando qualquer 8§ > 0, a defini¢do de limite € satisfeita.

Portanto, lim(mx + n) = ma + n, para quaisquer a, m € n reais.

Da proposigao 3.5.1, decorre que:
(a) Se ¢ é um nimero real qualquer, entdo

lime = c.

x*a
() limx = a.

3.5.2 Proposicao Selim f(x)e lim g(x) existem, e ¢ ¢ um nimero real qualquer, entéo:
(@ lim[f(x) = g(x)] = lim f(x) * lim g(x);
(b) limef(x) = c-lim f(x);
(c) lilj}ﬂf(x) » g(x) = lim f(x) - lim g(x);

. flz) Emfx) .
(d) le—njag(x) = !]'E: g(x).desde que ll‘!:g(x} #0;

() lm[f(x)]" = [lim f(x)]" para qualquer inteiro positivo n;
x—*ua —*a

(H lim Vf(x) = Vlim f(x),selim f(x) > 0 e n inteiro ou se lim f(x) =< 0 e n € um inteiro positivo fmpar;

(g) limIn[f(x)] = In[lim f(x)]se lim f(x) > 0;

XI=+d

(h) limcos[f(x)] = cos[lj£1 f(x)];

(f) limsen [f(x)] = sen[lim f(x)];

() lime/™ = e""ﬂ’“"er

I—*da

Provaremos o item (a) desta proposi¢do usando sinal positivo.

Prova do item (a)
Sejam lim f(x) = L, lim g(x) = M e & > 0 arbitrrio. Devemos provar que existe & > 0 tal que

[(f(x) +g(x)) — (L+ M)l <esempreque 0 < lx —al <é.

Como lim f(x) = Leg/2 > 0, existe §, > 0 tal que |f(x) — L| < &/2 sempre que 0 < Ix — al < §;,

Como lim g(x) = M, existe 5, > Otal que Ig(x) — M| < g/2 sempre que 0 < Ix — al < §,.

)
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Seja 6 o menor dos nimeros §, e §,.
Entio § = 8, e 6 < §, e assim, se 0 < |x — al < &, temos Ig(x) — M| <g/2e |f(x) — Ll < g/2.
Logo, I(f(x) + g(x)) = (L + M)I = I(f(x) — L) + (g(x) — M)

= If(x) — LI + lg(x) — M|

<egf2 +g/2

=g

sempre que 0 < |x — al < & e desta forma lim(f(x) + g(x)) =L + M.

3.5.3 Proposi¢ao Se f(x) = h(x) = g(x) para todo x em um intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente
emx = a,ese

lim f(x) = L = lim g(x)
entdo,

lim h(x) = L.

—*a

Prova Sejae > 0 arbitrdrio. Como lim f(x) = L, existe &, > Otal que |f(x) — LI < & sempre que 0 < |x —a| < ;.

Como lim g(x) = L, existe §, > Otal que |g(x) — L| < g sempre que 0 < |x — al < é,.

Seja 8 = min {§,, ,).

Entdo, se 0 < |x — al <dtemosque |f(x) — LI <eelg(x) — LI < g, ou de forma equivalente,
L-e<gx)<L+eceL-e<f(x)<L+e

Assim, usando a hipétese, concluimos que, se 0 < |x — al < §, entio,
L-e<f(x)=h(x)=g(x)<L+e,ist0é,

L—e<h(x)<L+eg
Logo,se 0 < |x — al < §, temos que |h(x) — L| < ¢ e, portanto, lim h(x) = L.

Na Figura 3.9 podemos observar graficamente um exemplo da situagdo descrita nessa proposigdo. Esse resultado €
conhecido como Teorema do Confronto ou Teorema do Sanduiche.

“(’d’

9

h(x)

f(x)

Figura 3.9
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3.5.4 Exemplos.

(i)  Encontrar hn; (x* + 3x + 3).
Temos,

lim (x* + 3x + 5) = limx* + lim 3x + lim 5

x—*2 x—32 x=1 x=2

Il

= limx* + 3limx + lim 5

x—=2 x—2 x—*2
=2+3+2+5
=13,
. ==
(ii) Encontrar lim x3 :
3 =
x—5 Im(x-3) 3-5

i — X3 = = ]
BT lim(F~7) " 27-7 10

(iii) Encontrar limz\/x4 —4x + 1.
e
lim Vax* — 4x + 1 =\/h’m2(x“—4x+ 1)

=1

=V(=-2)*-4(-2) +1
= 5.

; .oxt—-1
(iv) Encontrar lim .
—1 x—1

Nesse caso, ndo podemos aplicar a propriedade do quociente, pois lim (x — 1) = 0.
x—1
Porém, se fatoramos o numerador, obtemos

=1 _{x=1(=+1)
x—1 x—1

=x+ 1 parax # 1.

Como no processo de limite os valores de x considerados sdo préximos de 1, mas diferentes de 1, temos

S —1 —1)(x +
pigt =L A =M g e T
=1 x — 1 x—1 x—1 x—1

X 1
(v) Encontrar lim x’|sen =

x—)

Vamos usar a proposi¢ao 3.5.3. Como todos os valores da fungio seno estdo entre —1 e |, temos

0= =1,vVx #0.

1
sen —
b's

Multiplicando a desigualdade por x?, temos

1
0= x? sen— =¥ N XED

= 0.

Como lim 0 = 0 e lim x? = 0, pela proposicio 3.5.3 concluimos que lim x*

x—0 x=0 x=0

sen —
X
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A Figura 3.10 ilustra a resolugio desse exercicio.

+Y
X
Figura 3.10
3.6 Exercicios
1. Seja f(x) a fungdo definida pelo gréfico:
AY
K o
I i
3 X
1 -
Intuitivamente, encontre se existir:
(a) lim f(x). (b) lim f(x). (c) lim f(x).
(d) jﬂqlrf(x). (e) Il_i;g:f(x)- (N !i_rgf(x)-

2. Seja f(x) a fungdo definida pelo gréfico:

/
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Intuitivamente, encontre se existir:

@ lim f(x). b lim f(x).
(@ tim f(x). @ Hm f(x).

. Seja f(x) a fungdo definida pelo gréfico:

o

X
Intuitivamente, encontre se existir:
(@) lim f(x). (b) lim f(x). (c) lim f(x).
@ lim f(x), () lim f(x). () lim £(x).

. Seja f(x) a funcdo definida pelo gréifico:

X
Intuitivamente, encontre se existir:
@ lim f(x). () lim f(x). © lim f(x).

@ lim f(x). (e) lim £ (x).

5. Seja f(x) a funcdo definida pelo grafico:
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10.

Intuitivamente, encontre se existir;

@ lim f(x). (®) lim f(x). (€) lim £ (x).
@ lim f(x). (@ lim f(x).

. Descrever analitica e graficamente uma fungdo y = f(x) tal que lin}‘ f(x) ndo existe e lim f(x) existe.
x—3 x—*6

Definir uma fungdo y = g(x) tal que liﬂ% g(x) = 4, mas g(x) ndo é definida em x = 2.

Definir e fazer o gréfico de uma fungdo y = h(x) tal que lim A(x) = le lim h(x) = 2.
=0 x—0"

Mostrar que existe o limite de f(x) = 4x — Sem x = 3 e que é igual a 7.

Mostrar que lim x*> = 9.

3

Nos exercicios 11 a 15 é dado lim f(x) = L. Determinar um mimero 8 parao e dado talque If(x) — LI <&

sempre que 0 < |x — al < 8. Dar exemplos de dois outros mimeros positivos para §, que também satisfazem a impli-

cacdo dada.

1.

12.

lim (2x + 4) = 8, & = 0,01.

x—*2

lim (=3x + 7) = 10, & = 0,5.

x=+—1

-4
13. lim = - =0,1.
x—=-2 X+ 2 i
1 -1
14. lim =—, =025
x=5 2 —x 3 & =02
SNy |
15. lim ——— =2, ¢ = 0,75.
=1 ox—1
16. ’@Fazer o grifico das fungbes y = f(x) dadas, explorando diversas escalas para visualizar melhor o grifico

numa vizinhanga da origem. Observando o gréfico, qual a sua conjectura sobre o lim f(x)? Comprove analitica-
=0

mente se a sua conjectura é verdadeira.
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(a) f(x) = sen% ® f(x) = xsen%

@) f(x) = xzsen% @ f(x) = x"sen%

17. Mostrar que:

(i) Sefé uma fungdio polinomial, entdo lim f(x) = f(a) para todo real a.
(i) Se g ¢ uma funcdo racional e a pertence ao dominio de g, entio lim g(x) = g(a).

Calcular os limites nos exercicios 18 a 37 usando as propriedades de Limites.

18. lim (3 — 7x — 5x%). 19. hJI}(3x2—7x + 2).
x=+0 o
20. lim (—x° + 6x* + 2). 21. lirgz(Zx +7)
=] -+ "
22. ]iml[(x +4)% (x+2)7. 23. 1i5nm[(x —2)0. (x + 4)].
x+4 t+3
24, li - . lim ——
4 l.E“»sz—l = =2 1+ 2
2 _ 2
26_ Ijm X 1_ 27- lim M,
= x—1 t—2 t+2
25 + + 4
35, By TR, 29, lim .
t—2 t—i2 s—12 2§
30. um4v3 2x + 3. 31. lim (3x + 2)%2.
x— x—7
. 2x*—x Vx—-\V2
2. lim . 33 lim—————
3 =vz  3x A 1113 3x—4
34. lim [2senx — cosx + cotg x]. 35. lim (e* + 4x).
x=+7/2 x—+4
nh
36. lim (2x + 3)'. 37, fim——— 2.

x—>—1/3 -2 4
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3.7 Limites Laterais

3.7.1 Definicao Seja fuma fungdo definida em um intervalo aberto (a, ¢). Dizemos que um nimero L € o limite
a direita da fungdo f quando x tende para a e escrevemos

lim f(x) = L,

se para todo £ > O existeum 8 > 0, tal que |f(x) — LI < esemprequea < x < a + 6.

Se lim f(x) = L, dizemos que f(x) tende para L quando x tende para a pela direita. Usamos o simbolo x — a
a—rg”
para indicar que os valores sdo sempre maiores do que a.

De maneira andloga, definimos limite 4 esquerda.

3.7.2 Definicao Seja fuma fungiio definida em um intervalo aberto (d, a). Dizemos que um nimero L € o limite
a esquerda da fungdo f quando x tende para a e escrevemos

lim f(x) = L,

x—*a~
se para todo & > 0, existe um 8 > 0, tal que |f(x) — L| < e semprequea — 6 < x < a.

Nesse caso, o simbolo x — a "~ indica que os valores de x considerados sdo sempre menores do que a.
Observagdo. As propriedades de limites, vistas nas proposi¢des 3.5.1, 3.5.2 e 3.5.3 continuam validas se substituir-
mos x > aporx—>a oux—a .
3.7.3 Exemplos
(i) Dada a fungdo f(x) = (1 + Vx — 3), determinar, se possivel,

lim f(x) e lim f(x).

A fungio dada s6 € definida para x = 3. Assim, ndo existe lim f(x).
x—3

Para calcular lir!'l f(x), podemos aplicar as propriedades. Temos,
x—3*

lim f(x) = lim (1 +Vx=13)
= liml+ limVx -3

x=+3" x—+*3"
=1+ Vlim (x - 3)
=1+0
=1.

=i, sex #0

§) Sei =
o) Seapi 1, sex =10



Determinar Ii"";". f(x)e hr{rll f(x). Esbogar o grifico.

Sex>0,entdo |[x| =xe f(x) = TI = -1

Logo, lim f(x) = lim -1 = —1.
0"

x—+

Se x <0, entdo |x| = —xe f(x) = %

Portanto, lim f(x) = lim 1 = L.

x=0 x—{

Capituto 3 Limite e continuidade

O gréfico da fungio pode ser visto na Figura 3.11. Observamos que

11.1{1:1 f(x) # ILI};I Fix).

Figura 3.11

>V

(i) Seja f(x) = IxI. Determinar lirg_f(.r} e Iil!"l_f(x). Esbogar o grifico.

Se x = 0, entdio f(x) = x. Logo _Ij%l_f(x) = limx = 0.

x—0"

Se x <0, entdo f(x) = — x. Logo Iirtljl_f(x) = Ijxg( —x)=0.

A Figura 3.12 mostra o esbogo do grafico da fun¢@o. Neste exemplo, podemos observar que

lim £(x) = lim £ (x).

Figura 3.12

o3 /

O teorema a seguir nos d4 a relagdo existente ente limites laterais e limite de uma fungdo.

i
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3.7.4 Teorema Se f ¢ definida em um intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente no ponto a, entdo
lim f(x) = L se e somente se lim f(x) = Le lim f(x) = L.
=g

x—*a x=*a

Prova Provaremos apenas a condi¢do suficiente. A condi¢do necessdria € conseqiiéncia imediata das definiges dos
limites envolvidos.

Suponhamos que lim f(x) = Le lim f(x) = L. Entio, dadoe > 0 arbitrdrio, existe 5, > Otalque [f(x) — LI <&
x—*a Xx—*a”
sempreque a < x < a + 8, eexiste 5, > Otalque |f(x) — L| < esemprequea — &, < x < a.
Seja 8 = min {6, 6;}. Entioa — 6, =a—dea+ 6 =a+ 6, e, portanto, se x Faea—6<x<a+ 8,
temos que |f(x) — LI <e.

De forma equivalente, |f(x) — L| < & sempre que 0 < |x — al < & e, desta forma, lim f(x) = L.

3.7.5 Exemplos

(i)  Analisando os exemplos anteriores, podemos concluir que:

I x|
(@) Também néo existe im — %
x—i)
(b) limixl = 0.
x—=0

x*+1, parax<2
(i) Sejaf(x) = {2 , parax =2
9 - x°, parax>2.

Determinar, se existirem, lirg f(x), lirg’l f(x)e lin; f(x). Esbogar o gréfico da fungdo.
x—*27 X2 x—+

Se x > 2, entdo, f(x) =9 — x%
Assim,

lim f(x) = lillzl_(g—x2)= lim 9 — limx2=9—-4=35,
x—*27 X2t I"}?.‘

x—27

Se x < 2, entiio f(x) = x* + 1.

Portanto,

l].l:gif(x) = lim(x*+ 1) = limx*+ lim1 =4+ 1=35.
x— x—27

x—*2" x—*27

Como Im f(x) = lim f(x) = 5, concluimos que
b o o7 A

h_rgf(x) = 5.

A Figura 3.13 mostra o grifico de f(x).
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s e R e
AY
X
Figura 3.13
3.8 Exercicios
_ x—1Lx=3
L
Calcule:
@ lim f(x). (®) lim f(x). (@) lim f(x).
() lim f(x). (e) lim f(x). () lim £ (x).
Esbocar o grafico de f(x).
2. Seja k) I{x" —2x+1, x#3
7 , x=73
Calcule lin} h(x). Esboce o gréfico de h(x).
3. Seja F(x) = |x — 4l. Calcule os limites indicados se existirem:
(a) liT‘F(I)- (b) 1ir£1_F(x). (c) lim F(x).
Esboce o grifico de F(x).
4, Seja f(x) = 2 + |15x — 1I. Calcule se existir:
(a) lim f(x). (b) lLim f(x). (¢) hm f(x).
15 x—1/5 x=1/5

Esboce o grifico de f(x).
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s
=
L , x#£3
5. Sejag(x) =) ¥ — 3
0 . =3

(a) Esboce o grifico de g (x).
(b) Achar, se existirem E]I? g(x), ljlgl g(x)e Iirr; g(x).
x—*37 X=3" X

x/lxl, sex#0

Sejah(x}=[0 , sex=0.

Mostrar que 4(x) nao tem limite no ponto 0.

7
8. Verifique se lim existe.
X1 X —
1/x , x<0
9. Sejaf(x) = ;z ?j‘{“

10.

2—x, x>1.

Esboce o grifico e calcule os limites indicados se existirem:

@ lim f(x), ) lim £ (x).
@ lim f(x). (e) lim £ (x).
(g) _'lf'gl__f(x)- (h) Eig;f(x)-

Seja f(x) = (x* — 25)/(x — 5).

Calcule os limites indicados se existirem:

(@) lim f (x). (b) lim f(x).
(d) lim f(x). @ lim f(x).

. Determinar limites 4 direita e & esquerda da fungdo f(x) = arc tg 1/x quando x — 0.

(c) iiI}}lrf(x}.

(h lim f(x).

() lim f(x).

3.9 Calculo de Limites

Antes de apresentar os exemplos de cdlculo de limites, vamos falar um pouco sobre expressoes indeterminadas.
Costuma-se dizer que as expressdes:

G i

TR

— caf:.n—n'.seI[))-.frx::(]“']:.m“'l"'a

RO ) o o

sdo indeterminadas. O que significa isto?
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il -

Vejamos, por exemplo, o

Sejam fe g fungdes tais lim f(x) = lim g(x) = 0. Nada se pode afirmar, a priori, sobre o limite do quociente f/g.
x—a X—*a
Dependendo das funcdes f e g ele pode assumir qualquer valor real ou ndo existir. Exprimimos isso, dizendo que 0/0 €
um simbolo de indeterminagao.

Para comprovar o que dissemos acima, vejamos dois exemplos:
(i) Sejam f(x) = x’e g(x) = x*.

Temos, Iu:nf(x) hrn g(x) =20

(i) Sejam f(x) = x*e g(x) = 2x~.
Temos. linz]f(x) = Ijﬂ‘l]g(.r) = () e, neste caso,

o
lim f(x) =lim —— ]j L 1
=0 g(x) o0 2x2 x=02 2

Analisaremos, agora, alguns exemplos de célculo de limites onde os artificios algébricos sdo necessdrios. Sao os
casos de fungdes racionais em que o limite do denominador € zero num determinado ponto € o limite do numerador tam-
bém € zero neste mesmo ponto.

Simbolicamente estaremos diante da indeterminagao do tipo 0/0.

. X =342
Exemplo 1: lim —————
—-2 x —4

Neste caso, fatora-se o numerador e o denominador fazendo-se a seguir as simplificagdes possiveis. Aplicamos
entdo a proposigdo 3.5.2.

Temos,
= Bl lim (¥ =2x+1)(x+2)
—-2 x*—4 —-2 (x—2)(x+2)
~ i x—2x+ 1
—=-2 x—2
lim (xz —2x+ 1)
B hm (x =2)
= —9/4.
\/.r + 2= \/i
Exemplo 2:

x—*fi

Para este exemplo usaremos o artificio da racionalizagio do numerador da fungdo.
Segue entdo,
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. VIT_—wF i V3 +2- V) (Vx +2+V2)
=0 o x(Vx +2 +V2)

- g X+ 2)? - (V2)?
x=0 x(Vx+2+\/_)

x+2-2

»l!l—l’llllx(\fx 42 +\/_)

= lim
0N x + 2 + \/_

1
V2
Exemplo 3: lim \/;Fl
P ) \/_ — ]_
Neste caso faremos uma troca de varidveis para facilitar os cdlculos.

Por exemplo, x = B.r=0

Quando t® — 1, temos que ¢ — 1.

Portanto,
. Lk T ek
¥t x—1 ;—u-] ’\/-— =1
= lim 1
-1 P -1
B (-1 +1)
=1 (=D +1+1)
_ t+1
—1 P+ +1
= 2/3.
. (x+ h)? -
E v
xemplo 4 hl_l}(l} h
Neste exemplo, simplesmente desenvolve-se o numerador para poder realizar as simplificacdes.
Obtem-se:
- 2 2 _ .2
im (x + h) .rzljmx+2xh+h X
h—0 h h=0 h
B 2xh + W
= h
h(2x + h
iy H@x+h)
=0 h

2}1111,1?} (2x + h)

=:-2X.
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3.10 Exercicios

1. Para cada uma das seguintes fungdes ache

oo FEY=F@)

=2 x=np

(@) f(x) =3x% () f(x) =1/x,x # 0. (c) f(x) =2/322

(d) f(x) =3x* +5x— 1. (e) f(x) = x# -1 h f(x) =x°

b 2 ) |

2. ’@ Esbogar o grafico das seguintes fungoes e dar uma estimativa dos limites indicados.

x’ =9 :
@ f(x) =——3" lim f(x)
| =32 :
®) f(x) =", lim f(x)
Vx-1
(c S i
c) f(x) Vr_1. lim f(x)
_ =1, :
@ f(x) = 37 lim f(x)

3. Calcular os limites indicados no Exercicio 2 e comparar seus resultados com as estimativas obtidas.

Nos exercicios 4 a 27 calcule os limites.

¥+1 £+ 4r + 4
4. lim ——. .k ,
s g 1 S -9
6. lim 2 B =10 7. lim M
“ x3 30— 8y —72 " sz A-5
. XX+ (1-a)x—a . 3x2—17x+ 20
= l’i'l Xx—a ' E l'f.‘t 4x? — 25x + 36
XX+6x+5 x? -1
10, B =————=. i s
o R By =i Ay Bl A D
24 2 - 5x+
12. lim = §3 Ty o ok 0

- =0 =2 x2— 12x + 20
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2+ H)*—16
14. lim (—) 15. lim
0 h =0

(4+1)" — 16

Va5 +3t—35 Va =
16. um—s—!“”’——- 17. lim%bra.a>0.
=0 =0

h—1 V2(K — 8) +
18. lim L 19. lim ( 8) h-
B~ h—1 he =4 h+4

A3/
+ .
56, g o B2 21. lim

h—0 h - =0 —Xx

VT @ - Yz
I e 23 limM.aaﬁ{).

= T2 "% b0 ;
=0 \/x*+ p*— b r—a X —d

3 359 3

Vix —1 e — I

24. lim \:’_.ri. 25. lim Vi 2\/;1+ L
L N | x—=1 (x = 1)°

. 3—V5+=x - Vier—Vi—2
26. Ilm —————. 27. lim s
=41 -V5—x =0 X

3.11 Limites no Infinito

No Exemplo | da Segéo 3.1, analisamos o comportamento da fungdo f (x) = 1 — 1/x para valores de x muito grandes.

Intuitivamente, vimos que podemos tornar o valor de f(x) tdo préximo de 1 quanto desejarmos, tomando para x
valores suficientemente elevados. (Observar a Tabela 3.1.) Da mesma forma, fazendo x decrescer ilimitadamente vemos
que f(x) se aproxima desse mesmo valor 1.

Temos as seguintes definigoes:

3.11.1 Definicao Seja fuma funcio definida em um intervalo aberto (a, + ). Escrevemos,

lim f(x) = L.

xr—+4+=
quando o nimero L satisfaz & seguinte condigao:

Para qualquer € > 0), existe A > 0 tal que | f(x) — L| < & sempre que x > A.

3.11.2 Definicdo Seja fdefinida em (—2, b). Escrevemos,
lim f(x) =L,

se L satisfaz a seguinte condigdo:

Para qualquer e > 0, existe B < O tal que |f(x) — LI < & sempre que x < B.



CapituLo 3 Limite e continuidade ﬂw

Observagdo: as propriedades dos limites dadas na proposigo 3.5.2 da Se¢do 3.5 permanecem inalteradas quando subs-
tituimos x > @porx — + ®oux = — ®

Temos ainda o seguinte teorema, que nos ajudara muito no calculo dos limites no infinito.
3.11.3 Teorema Se né um nimero inteiro positivo, entéo:

(i)  lim L 0.

—o—= X"

Prova Vamos demonstrar o item (i). Devemos provar que, para qualquer £ > 0, existe A > 0, tal que

n

.

1
i (}l << g sempre que x > A.

O exame da desigualdade que envolve & nos sugere a escolha de A.
As seguintes desigualdades sdo equivalentes:

1
—n—U‘ <g
X
1
T
1 3
n <: s
b
1 i
— < Ve
x|

xl > 1/Ve.

A tltima desigualdade nos sugere fazer A = 1[%

1
Temos que x > A = ‘—“ — 0] < & e, desta forma,
X

1
lim — = 0.

= +ox"

A demonstragiio do item (ii) se faz de forma andloga. Sugerimos ao aluno que tente fazé-la.

3.11.4 Exemplos

(i} Dttt i =
1 glerminar x_l’l:';lx.x 8 8

0
Neste caso, temos uma indeterminagao do tipo —.
00

Vamos dividir 0 numerador e o denominador por x e depois aplicar as propriedades de limites juntamente com o
teorema 3.11.3.
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2%~ 3 e B0 Dk
= lim
x—+x= X + 8 ,1'—>+xl]. -+ 8,/1'

lim (2 — 5/x)
= X+

lim (1 + 8/x)

X+

lim 2 — lim 5/x
== x>+ =+ 4
lim 1 + lim 8/x

X+ 4= x—* -+

_2-5-0
1+8-0

= 2.

2’ —3x +35
(ii) Encontrar lim 4—
x—+-= 4x° — 2

Novamente temos uma indeterminagao do tipo =/,

Para usarmos o teorema 3.11.3, dividimos o numerador ¢ o denominador pela maior poténcia de x, que neste caso

&,
Temos,
2 8.5
I -34S P BT
i AD =2 e -2
lim (2/x* = 3/x* + 5/x°)
= x_b—-\'.‘ﬂ
lim (4 — 2/x°)
X—*—x

F—*— X—*—oo X% —oc0o

lim 4 — 2 lim 1/x)

Xr—r—m I—*—x=

2 lim 1/x* = 3 lim 1/x* + 5 lim 1/x°

20-3-0+5-0
4-2-0

=4,

9% .5
(iii) Determinar lim ——

x> +=\/2x? — 5‘

Neste caso, dividimos o numerador e o denominador por x. No denominador tomamos x = V12, ja que os valo-
res de x podem ser considerados positivos (x = + =),

Temos,

2x +5 2+ 5/x

lim ———— = lim
== V2xt =5 = V242 — 5/V/%2




lim (2 + 5/x)
— X tw
. 2x* -5
lim Z
X—*+= X

lim 2 + 5 lim 1/x

E*+om Xx—++4=

lim V2 — 5/x2

x—+ta

___2+5-0
V lim (2 - 5/x%)

x—rw

B 2

N2 —5.0
2
=75=\/§.

(iv) Determinar lim 2Bt
v 1 —
-2 \2x2 —5

CapiTuLo 3 Limite e continuidade E’ '

Como exemplo (iii), dividimos numerador e denominador por x. Como neste caso x — — 2, os valores de x podem

ser considerados negativos. Entdo, para o denominador, tomamos x = — V/ x”. Temos,
lim 2x + 5 tim 2 +5/x
T
=2 =5 -2 = 5/( - V)
2+
= lim _AE
whow  fQyd =5
pz.
lim (2 + 5/x)
" Viim (2 - 5/9)
2+ 50

V2—=3 0

-
-V2
- V2.

3.12 Limites Infinitos

No Exemplo 4 da Secdo 3.1, analisamos o comportamento da fungio f(x) = 1/(x + 1)? quando x estd préximo
de —1. Intuitivamente, olhando a Tabela 3.4, vemos que quando x se aproxima cada vez mais de —1, f (x) cresce ilimi-
tadamente. Em outras palavras, podemos tornar f (x) tdo grande quanto desejarmos, tomando para x valores bastante pro-

ximos de —1.
Temos as seguintes defini¢oes.

3.12.1 Definicdo Sejaf(x) uma fungdo definida em um intervalo aberto contendo a, exceto, possivelmente, em

x = a. Dizemos que



; EE : Calculo A — Funcdes, limite, derivagdo e integracdo

im f(x) = + =,

se para qualquer A > 0, existe um & > 0 tal que f(x) > A sempre que 0 < |x — al < d.
De modo semelhante, observando a Figura 3.5, do Exemplo 5 da Secdo 3.1, podemos ver o que ocorre com uma
fungido f(x) cujos valores decrescem ilimitadamente nas proximidades de um ponto a.

3.12.2 Definigﬁl} Seja f(x) definida em um intervalo aberto contendo a, exceto, possivelmente, em x = a.
Dizemos que
Iim f(x) = — =,
Xx—*a
se para qualquer B < (), existe um & > 0, tal que f(x) < B sempre que 0 < |x — al < é.
Além dos limites infinitos definidos em 3.12.1 e 3.12.2, podemos considerar ainda os limites laterais infinitos e os
limites infinitos no infinito. Existem defini¢bes formais para cada um dos seguintes limites:

lim £(x) = + o, lim f(x) = + =, lim f(x) = ~ =,
J;lf?f(x) = = m’xl—iﬂlwf(x) = + o, IEJ:E&f(x) = — o,
_|.i£1f(x)=+me E.l'ilf(x}=—oo_

Por exemplo, dizemos que lim f(x) = + = se para qualquer A > 0 existe um 8 > 0 tal que f(x) > A sempre que
x—*a”
< x<a+ b

A seguir apresentamos um teorema muito usado no cdlculo de limites infinitos.

3.12.3 Teorema Sen € um niimero inteiro positivo qualquer, entdo:

1 +®=, senépar
—oo,  sen é impar.

Prova Vamos provar o item (i). Devemos mostrar que para qualquer A > 0, existe um & > 0, tal que

l”>Asempreque0<x<5.
X

Trabalhando com a desigualdade que envolve A obtemos uma pista para a escolha de 6. Como x > 0, as desigual-
dades abaixo sdo equivalentes:

1
F>A
:c"<i

A

n

x<VI/A

Assim, escolhendo 8 = V/1/A, temos 1/x" > A sempre que 0 < x < &.
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3.12.4 Propriedades dos Limites Infinitos

De certo modo, a proposigio 3.5.2 permanece vélida para limites infinitos, embora devamos tomar muito cuidado
quando combinamos fungdes envolvendo esses limites. A Tabela 3.8 nos dd um resumo dos fatos principais vélidos para
os limites infinitos, onde podemos ter x = a, x > a ', x —>a , x — +% ou x — —=%. As demonstra¢des ndo sao difi-
ceis. Provaremos o item 01 como exemplo.

Na Tabela 3.8, 0* indica que o limite € zero e a fungfio se aproxima de zero por valores positivos e 0~ indica que
o limite € zero e a fungdio se aproxima de zero por valores negativos.

Tabela 3.8
mre) Wag b= Hiem Ay sitbolicanssts
01 +oo too flx) + glx) o0 +oo too = *+
02 +0 +o0 flx) — glx) ? (+9) — (+20) € indeterminacdo
03 +ce k flx) + glx) + +xo+ k= +x
4 = K f0)+ g — et k= o !
05 +w #e0 fx) - glx) o () (o= e
06 +00 e f(x) - glx) =R () f—m) ==
Q7 +x k>0 f(x) - glx) 40 4o k=4 k>0
08 +oo k<0 f(x) - glx) —% to- k= -0 k<0
09 oo 0 fix) - g(x) 2 + - () € indeterminagdo
10 k +oc fx)glx) 0 kitx =0
11 *oo e f(x)eg(x) ? +oc/+w € indeterminacio
12 k>0 0" fx)gx) +00 kOt = +%, k>0
13 +00 0" f(x)g(x) +oo +o0/0" = +oo
4 k=0 0" fx)gx) —x kO™ = —», k>0
15 +-oc 0 Fx)glx) —oo +xf)” = —x l
16 0 0 fx)g(x) ? 0/0 € indeterminagao

m

Prova do item 01 Sejam fe g tais que lim f(x) = +o, limg(x) = +=eh(x) = f(x) + g(x).
Vamos provar que lim h(x) = +o=.

Devemos mostrar que dado A > 0 existe um 8§ > 0 tal que h(x) > A sempre que 0 < |x — al < 4.

Seja A > 0 qualquer. Como lim f(x) = + %, 3 8; > 0 tal que f(x) > A/2 sempre que 0 < |x — al < §,. Como

lim g(x) = +, existe §, > 0 tal que g(x) > A/2 sempre que 0 < [x — al <&,.

Rt

Seja § = min {§;, 6,}. Temos, entdo

h(x) = f(x) + g(x) > A/2 + A/2 = A sempre que 0 < |x — al < & e desta forma lim A(x) = +.

X—+a
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3.12.5 Exemplos
()  Determinar lim (x* + Vx + 1/x%).
Temos,

lim ( +\/4+1hﬂ'-MHx-%thFA—MHUx

.r—'l] x—
=0+0+ o

= +m_

(ii) Determinar lim (3x° — 4x° + 1).

A+

Neste caso, temos uma indeterminagiio do tipo % — %, Para determinar o limite usamos um artificio de célculo.
Escrevemos,

X—*4+m X—*+x® X

4 1
l@(hf—uﬁ+n=IMx{3—?+—a

= +®(3-0+0)

| x| Ixl .. lxl
(iii) Determinar lim —-, lim —-e lim —-.
x—0" X 0" X x—>0 X

Para x > 0, temos | x| = x. Assim,

lxl ; - |
lim — = lim — lim — = 4.
=0 X x=0" X x-*(]" X
Para x < 0, temos |x| = —x. Portanto,
. Ixl . = o =]
lim =i = lim — = Ilm — = + =,
=0 X =0 X x—=0- X
. lxl [x| x|
Como lim — = lim —- = + %, concluimos que lim — = + =,
=07 X =0 X =0 X
. Sx 42
(iv) Determinar lim ————
—+*-1 !I -+ 1|

Quandox — — 1, lx + 11 = 0", Assim,

5.17+2 ll.m (5x+2) _3

e T

im
x—-1lx + 1| lll'l‘l lx+1 0%

x—~>—1
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( Sitmriinar i x>+ 3x+ 1 ,mx2+3x+1 l,me2+3x+1
v eterminar lim ———, lim ——— ¢ e
) =2 X2+ x—6"x2 X*+x—6 -2 ¥4+x—-6

Temos,

Coxt+3x+1 : X2+3x+1
2 T - Im
=2 X"+ x—6 .t—'z*(x—Z)(xi-B)

lim (x* + 3x + 1)

P .

~ lim [(x = 2)(x + 3)]

1
-
= + .

Ainda,

x2+3x+] ]1[51(.{2+3x+1)
:llgl xX*+x—-6 - lirgl_[(x —~2)(x+ 3}

_u
0
= — 0O,
Como
X +3x+1 x>+ 3x+1 , . Xt +3x+1
————— % lim—————nloexisteolm —5————
—2- xX*+x—6 —=2-x+x—6 =2 X+ x—6

Porém, muitas vezes, calculando os limites de uma maneira menos formal, escrevemos que

o2 43x+1
hmz—=m
=2 X +x—6

sem nos preocuparmos com o sinal.

. ) . x*+3
(vi) Determinar lim .
x=>+x X + 2

Dividindo o numerador e o denominador por x’, temos

(%)
x3+3_lim i

xo+m X + 2 _x"'+=ﬂ(1 2)
X X
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il Dicterminar fiy = — X
= - I—*+= Sx + 2

Dividindo o numerador e o denominador por x’, temos

|

e
5-x° 2 x
= 1um
—+x8x + 2 —+= 8 2
a2t 3
X x

lim (5/x* — 1)

i—*+x

" Tlim (8/x + 2/x%)
x—*+=

Ixt +3x2 4+ 2x + 1
(viii) Determinar lim - ML

= +x 4-x

Dividindo o numerador e o denominador por x*, temos

2+i+—-2—+l
o2+ 3+ 2x + 1 . 2 ¥ xt
lim i = lim
x= o 4 — x I +®
?—I
3 2 1
lim |2 ¥+ +—
_t—l'r{l:( .1'2 3 14)
4
“m(?‘l)
2
-1
=
x>+ 3x—1

(ix) Determinar lim 7
vem X0 — 2

Dividindo o numerador e o denominador por x*, temos
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1 3 1
2 +3x -1 2 r
lim = 1
x4= .r"—?. 2
l-=
x!
1 3 1
_+__._.._
*t]‘]']{l*(x x’ x*)
lim | 1 ——2—1)
X+ X

(x) Mostrar que se P(x) = apx” + a;x" "' + ... + a, e Q(x) = bpx™ + bx™ "' + ... + b, entdo

lim P(x) " a.[,x:_

rrrw Q(I) x-‘:rbﬂ.r

Temos,

s Plx) . apx"+ax"'+..+a,

= lim .
x—iI‘.ﬁQ(x) = +x bo_xm + blxm_l + lid + bm

X b s
a,_ a
(a(,+ + ..+ "—Il‘*‘_"')
n xﬂ n
= lim lim
pam - Im X—*+t= bl bm—l bm
(b[;+?+. +xm_|+x_m
= i Ao
= X" bl]
. agx”
= lim &xm.
J"l"Ibe

M
3.13 Exercicios

Jx-+ 1 x)
1. Se f(x) = = 5|Jr|.ca.lc:ulte:.
(@  lim f(x). (b  lim f (x).
1
2. Se f(x) = (x—+2?. calcule:

(a) Li.n_’zf(x)‘ (b)) lim f(x).

A+ w
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3 J ¢ ca grag

1.
13.

15.
17,

19.
21.
23.

25.

27.

29.

Nos exercicios 3 a 40 calcule os limites.

lim (3x* + 4x% — 1).

x—+m

tr+1
1w 1241

P —2t+3
=+ 2{2 + SI — 3

" X —x2+7
im
xr—m 2 - Iz

=1
lim .

(= +w [ —

TP
g Bl
L VE+1
o S

= x+1

lim x(Vx* -1 - x).

x>+

10x* — 3x + 4
lim .
x—++o 3x2 -1

S —xt+x—1

- Xt X —x+1

N2 T
lim ——

—-= X+ 3

3 3.9? = 45'5
m AT =
s 4w 25" + 1

10.

12.

14,

16.

18.

20.

22.

24,

26.

28.

30.

2x° -3+ 2
x—*+= ‘—Iz + ?

—5x'+2
X - 7I3 + 3

) x\/;+3x-10
lim 3 .

X+ += X

x(2x — 7cosx)
x—=+% 3x2 — Ssenx + 1

Vxr+1

=+ X+ 1

lim (Vx?+1 -V —1).

r—*4mx

lim (V3x% + 2x + 1 — V2x).

X~ + o

lim (V16x* + 156° — 2x + 1 — 2x).

I~ 4=



1. T
3 ILT'x == 3
Ly g
. y+6
35 -3
3 —
37. lim -

.|
- P T

=i x> —2x — 8

3.14 Assintotas

32.

34.

36.

38.

40.

CapituLo 3 Limite e continuidade

lim
-3 x—3

lim —
X 4

. y+6

lim
y—6” yz — 36

: 3=x

lim

i~ x*—2x— 8

: 1
oS e =3

f

Em aplicagdes praticas, encontramos com muita freqiiéncia gréficos que se aproximam de uma reta 3 medida que

x cresce ou decresce (ver figuras 3.14 e 3.15).

"""""" [ ——
>
X
AY
L
>
X

Estas retas sao chamadas de assintotas.

Figura 3.14

L T

- -

e

Figura 3.15

Particularmente, vamos analisar com um pouco mais de atengdo as assintotas horizontais e as verticais.
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3.14.1 Definicdo A reta x = a é uma assintota vertical do grifico de y = f(x), se pelo menos uma das seguintes
afirmacdes for verdadeira:

() limf(x) = +o

x—*ta’

(i) limf(x) = + =

x—rg~

(iii) Lim f(x) = — o

x—*ag”

(iv) xljgl_f(X) =,

3.14.2 Exemplo A retax = 2 é uma assintota vertical do gréfico de

B 1
Y= 2)2

1 1
De fato, x'i?»u_—z_F = 0* = + oo, ou também,

I 1

im———s == + x,
G —2e 0 =

A Figura 3.16 ilustra este exemplo.

2
Figura 3.16

—p
X

3.14.3 Definicdo A retay = b € uma assintota horizontal do grafico de y = f(x), se pelo menos uma das seguintes
afirmagdes for verdadeira:

(i) lim f(x)=05b

(i) lim f(x) = b.

3.14.4 Exemplo Asretasy = 1ey = —1 sdo assintotas horizontais do grifico de
. x
g Vi +2

X : X

ue llm = ———=-=1¢e lim = ———= — 1 (verFi 3.17).
O s T2 s V2 S
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R B

S e T

Figura 3.17

3.14.5 Definicdo A reta y = ax + b é uma assintota inclinada do gréfico de y = f(x), se pelo menos uma das
seguintes afirmagdes for verdadeira:

() fim [f(x) = (ax +b)] =0

(ii) !];]fili[f(x) — (ax + b)] = 0.

27

2+ 4

3.14.6 Exemplo A retay = 2x ¢ assintota do grificode y =

. x> P 8x - 8x | _
Restato; xﬁ'&[m N 2“} - x'-‘.’l‘x[zx 2 +4 2x] oA 4] i

A Figura 3.18 ilustra este exemplo.

Figura 3.18

3.14.7 Exemplos

Em muitos gréficos de funcbes é possivel observar mais que um tipo de assintota. Veja o caso das fungdes:

i flx) =

x2-9

As retas x = 3 e x = —3 sdo assintotas verticais do grafico da fung@o dada, pois
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- 0 ca graca

X X
lim — = +oo; lim = =g
—+3t X° — X33 X7 —

lim = +4ow; lim = —oo,
-3 xX>—9 -3 X2 — 9

A reta y = 0 (eixo dos x) € uma assintota horizontal, pois:

lim —~—7=0; lim " =0

xr 4o X7 — x*-= X =

A Figura 3.19 ilustra esse exemplo

; T T T
6 9 12 15 18 X

-18 -1

Figura 3.19

Vé6dx? + 1

Sl G T

Vamos observar o gréfico dessa fungao na Figura 3.20.

Figura 3.20
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i

Estamos diante de assintotas horizontais e verticais. Além disso podemos observar que o gréfico corta a assintota
horizontal y = — 4, rompendo de certa forma com a idéia intuitiva de que o grifico ndo pode cortar a assintota.

As assintotas mostradas na Figura 3.20 podem ser encontradas algebricamente. De fato, temos:

Vo4x® + 1 VedxP +1 V64x? + 1 V64x® +1

i s Lo 4 voaxt+1 _ e T R e e T TR o
,}ul.rpz 2x — 4 r—=—-x 2X — 4 = r]inzl 2x — 4 N xllrnz.' 2x — 4 N

3.15 Limites Fundamentais

Daremos a seguir trés proposi¢des que caracterizam os chamados limites fundamentais. Trataremos de casos par-
ticulares de indeterminagdes do tipo 0/0, 1* e ="

_— ; senx |,
3.15.1 Proposicao I1n{1 —, Cleualal
x=—*) .
Prova Consideremos a circunferéncia de raio 1 (Figura 3.21).
NT
»

X
0 M A X

Figura 3.21

_—

Seja x a medida em radianos do arco AOM. Limitamos a variag¢do de x ao intervalo (0, 7/2).
Observando a Figura 3.10. escrevemos as desigualdades equivalentes:

drea AMOA < drea setor MOA < drea AAOT

0OA -W'{Z}A-,ﬁ} <ﬁ-}i“’f
2 2 2

MM < AM < AT

sen x < X <tgx.

Dividindo a iiltima desigualdade por sen x. ja que sen x > 0 para x & (0, 7/2), temos

x 1
=

sen x COS X
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senx
1> T > COSX.

Por outro lado, sen x/x e cos x sdo fungdes pares. Entio,

sen( —x) senx

(—x)

Portanto, a desigualdade (1) vale para qualquer x, x # 0.

e cos (—x) = cos x.

Como limcosx = 1 e lim 1 = 1, pela proposigio 3.5.3, segue que

=i x—{
. senx
lim =1.
=) X

3.15.2 Exemplos

2
i 1imZ2=E

x=0
Por 3.14.1, podemos calcular limites do tipo

h_msenu

u—0 u

.

onde u € uma fungdo em x.

Neste exemplo, u = 2x e u — 0 quando x — 0. Portanto,

. sen2x . senu . senu
lim = lim = 2 lim =2.1=2.
=0 X u=0 Uf2 u=0 U
" . sen 3x
(i) lim .
=0 sen 4x

Neste caso, faremos inicialmente alguns artificios de cdlculo como segue:

sen 3x
sen 3x ~ lim 3x

x—0 sen 4x  x—0 sen 4x
4x

- 3x

+4x

sen 3x
=0 3x

PR

sen 4x

—0 4x



3.15.3 Proposicdo

e . tpx
(iii) lim . 1.8
=0 X

Temos neste ¢aso,

sen x
. tgx . Ccosx
lim L L lim
— X x—+) X
sen x 1
= lim .
x—0 X COsXx
. senx . 1
= lim « lim
x—=0 X =0 COS X
=1-1
=],

X=X

2,718281828459... .

3.15.4 Exemplos

(i) Provar que lim(1 + x)'* = e.
x=+0

Em primeiro lugar provaremos que lim (1 + x)"* = e.
x—+0"

De fato fazendo x = 1/t temos que t = + = quando x — 0" . Logo,

lim (1 + x)Y* = lim (1 + 1/t)' =e.
ey =+

Da mesma forma, prova-se que lim (1 + x)"/* = e.
x=+0"

Portanto, lim(1 + x)"* = e.

x—+0
(ii) Determinar Iin'zI In(1 + 1)
J'—‘h
Usando a proposi¢do 3.5.2 (g), temos

lim In(1 + £)" = In [lim(1 + 1)/
=0 =

=Ine

CapiTuLo 3 Limite e continuidade

Prova A prova desta proposigdo envolve nogoes de séries, por este motivo serd aqui omitida.

lim (1 + 1/x)* = e, onde e é 0 mimero irracional neperiano cujo valor aproximado é
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3.15.5 Proposicio ]jng‘frx_1

=Ilna(a=0,a #1).

Prova Fazendot = a* — 1, temos

a*=1t+1.

Aplicando os logaritmos neperianos na igualdade (1), vem
Ina*=In(t+ 1)

xlma=In(t+ 1)

S nif+1)
X = ng .

Quando x = 0,x # Otemosquet— 0,7 # 0 e entdo podemos escrever

g L L
x>0 X =0 In(t + 1)
Ina

Ing - lim .

b 4 a . A ———

=0 In(t + 1)
4
lin:{ljl

=Ina- = .

lim In(r+1)
=0 !

Considerando o Exemplo 3.14.4(ii), concluimos que

=0 X

3.15.6 Exemplos

X _ X
@ lim a b _
x—+0 X
Temos,
al
bx[_ . 1]
X b_l: x
lim 2 = Ty
x—0 1= X
G) -
= lm b * im ————

(1)
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Il
—
=3

o> R

= Ina/b.

x—1 =
¢ |

i) lim :
x—1 1?2 -1

Neste exemplo, utilizamos artificios de célculo para aplicarmos a proposigdo 3.15.5.

ex-]__ax—]. ) (e:—l_l) _(a.r—l_l)
lim ————— =1
- E-1 & x+DGE-1)

=£l—13]1x+1.hi£n| x—l —E—IR x—l]
_i[]jjnex"l_l_ljﬂlar—-l_l}
21—"] x—1 —1 x-=1

Fazemos t = x — 1 e consideramos que, quando x = 1,x # 1,temost —> 0,1 # 0.

Portanto,

=1 __ ~x—1 e [__1
lim & 2 a :l[h_me 1_]jma ]
1. =] 2li=0 =0 I
—l(]ne—lna)

2

1
25(1—lna}.

ﬂ

3.16 Exercicios

1. Determinar as assintotas horizontais e verticais do gréfico das seguintes fungdes:

@ fx) =—> ® f) =755
i =1
@ @ =5 @I = ==+ 9

2

(e)f(x)z_\/Tl—n (ﬂf{x):_m

2% X

(g)f(Jf):—ﬁ (h) f(x) = T prm——
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() f(x) =e” (M f(x) =e" =1
(k) f(x) =Inx () f(x) =1gx
2. f@ Constatar, desenvolvendo exemplos graficamente, que as fungdes racionais do tipo f(x) = f; ;j:; com p(x)

e g(x) polindmios, tais que a diferenga entre o grau do numerador e o grau do denominador € igual 1, possuem assin-

totas inclinadas.

3. f@ Analisar graficamente a existéncia de assintotas para as seguintes fungdes:

2

@ f(x) ==
[ o
2
(b) f(x) = %
tgx — x
(©) f(x) = =

T
@ f(x) = Sen(}')

4, /@ Fazer o grifico das funcGes seguintes e determinar os respectivos limites, Para melhor visualizacdo, tragar, tam-
bém, o gréfico das retas indicadas. A seguir, determinar analiticamente os limites dados e comparar os resultados.

S€n x

@ f(x) = e y=1li  lmf(x)
@ f) =222 oy, lim ()
3x Y ’ x—0 .
sen 3x W=
© f(x) = e y=3; lim £ (x)
sen 4x :
@ f(x) =— e y="¥; lim £ (x)
sen 1/3 g
@ f@ =B o s limp)
sen’(x/2 )
O rw = e y-us lmf)
Nos exercicios 5 a 27, calcule os limites aplicando os limites fundamentais.
5. lim sen 9.:. 6 i sen 4x_

im
=0 X 03X



. sen 10x
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s€n ax

g

7. 8. b #F0:
x—0 sen 7x x]i% sen bx
war tg3x 4]
. i : 10 1M —
9 PE»% x x—l'n—l] (x + 1)
i1, gy L S 12 fn o SRR,
x—+0 X =0 5 4
13. lim(x — 3) - cos ec mx T ]
g eemr. " x>0 2x + 3sendx
= ~ 2 s2
15. h_mcost 2c033xl 16. lim 1 cosx2+cos X
x=+) X x—0 X
2n + 3\
7. i : 18. Lim (1 + 1/tg x)*®~,
L ,}E}l (Zn + i) x-"m’Z{ /g x)
4 1/cos x % 10 ¥
19. lim (1 + cosx)/“®* 20. lim{1+—]-
r—+3m2 X = o
=
x—2 7=
21. lim ol 1 22, lim———
=2 x—2 x=-3 x+3
S | 1
§F—25 5=
23. lim : 24.. it —————=
=2 X — 2 x=1 sen[5(x — 1)]
g™ — ¢ . tghax
25. lim 26. hm .
x—0 X x>0 X
ax . . DX
27. lim ———~——.
x—0 sen ax — sen bx
28. /'@Calcular lim f(x) das funcdes dadas. Em seguida conferir graficamente os resultados encontrados.

x—++4x

. 1 x+5
@ s =(1+1)

B flx) = (1 + %)

(© f(x)= (1 f_x)
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3.17 Continuidade

Quando definimos lim f(x) analisamos o comportamento da fungdo f (x) para valores de x préximos de a, mas

x=*a

diferentes de a. Em muitos exemplos vimos que lim f(x) pode existir, mesmo que f ndo seja definida no ponto a. Se f
x=—*a

estd definida em a e limf (x) existe, pode ocorrer que este limite seja diferente de f (a).
r—*a

Quando lim f(x) = f(a) diremos, de acordo com a definigdo a seguir, que f ¢ continua em a.

3.17.1 Definicdo Dizemos que uma fungdo f é continua no ponto a se as seguintes condigdes forem satisfeitas:

(a) fé definida no ponto a;

(b) Iim f(x) existe;

() Hf(x) = f(a).

A Figura 3.22 mostra esbogos de grificos de fungbes que nao sdo continuas em a.

AY AY
a X a X
AY AY ;
*." E
: > i
" X a X
Figura 3.22

3.17.2 Exemplos

. . -1
(i) Sejam f(x) = e i
2
. 1, sex # 1
g =¢(x—1

1 , sex=1.
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As fungdes f e g ndo sdo continuas em a = 1. A fungdo f ndo estd definida em a = 1. Portanto, ndo satisfaz a
condigdo (a) da defini¢do 3.17.1. J4 para a fungdo g, temos g(1) = 1, mas

i g5 i E DG D)

= li +1) =2.
x—1 x—1 !:]—IH (I 1)

Logo, a condigdo (c) ndo se verifica no pontoa = 1.

A Figura 3.23, mostra um esbogo do gréfico dessas fungdes.

AY

7 'i_ ; 7 1 'x
Figura 3.23
i : - 1
(i) Sejam f(x) = 4~(1 = Z)IE
ﬁ y Sex # 2
gl = 3 , sex =2,

As fungdes fe g ndo sdo continuas no ponto a = 2. A fungdo f ndo estd definida neste ponto e a fungdo g, embora
esteja definida em a = 2, ndo cumpre a condigdo (c¢) da defini¢do 3.17.1 pois liﬂ; g(x) # g(2).
A Figura 3.24 mostra os grificos dessas fungoes.

AY . AY '
| 0 v o
- i > —! : >
2 X £ %
Figura 3.24
l%, sex #0
(iii) Sejaf(x) = 0 sex = 0.

# niio é continua no ponto a = 0, De fato, se x > 0, £ (x) =§= L Assim, lim f(x) = 1.Sex<0,f(x) = —= -1
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Logo lim f(x) = — 1. Portanto, ndo existe lim f(x) e dessa forma f ndo € continua em a = 0.
0" x—0

Na Figura 3.25 podemos ver um esbogo do grifico dessa funcéo.

AY
X
Figura 3.25

! . B x+3 sex= -1
Waiseghaln _{ — x+l, sex< —I1.
h € continua em todos os pontos.
De fato, sejaa € IR. Se a > — 1, temos

limA(x) = lim (x + 3) = a + 3 = h(a).
xra X—*a
Sejaa < —1, temos
limh(x) =1lm(—x+1) = —a+ 1= h(a).
Sea = —1, temos

lin11_h(x) = ]in1]+(x+ 3)= —1+3=h(—-1)e
lim A(x) = lim (—-x+1)= —(-1)+1=2
x—-—1" x—+=1-

Logo lim h(x) =2= h(—-1).
F=¥=1-
Podemos ver um esbogo do gréfico de A (x), na Figura 3.26.

AY

AXJ

— - - -

xv

Figura 3.26

s sex ¥ =2
x+ 2

Sei =
W Relatd 3 ; sex= =L,

Entdo, a funcio g ndo € continua em x = —2, pois
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1 1
lim g(x) = lim = —we lim g(x) = lim = + oo,
=2 g(x) —=-2"Xx + 2 ,L'—"—Z'g( ) x=-2x + 2
Neste caso, embora a fungéo g seja definida em a = —2, ljng(x) ndo existe.
x> —

Podemos ver um esbogo do grifico de g (x) na Figura 3.27.

Figura 3.27

Propriedades das Funcoes Continuas

3.17.3 Proposicao Se as fung¢des f e g sdo continuas em um ponto a, entio

(1) f+ g écontinua em a:
(ii) f— g € continua em a;
(i1i) f - g € continua em a;
(iv) f/g € continua em a, desde que g(a) # 0.

Prova Vamos provar o item (iv). Os demais ficam como exercicio.

Suponhamos que g(a) # 0. Entdo f/g € definida no ponto a.
Como fe g sdo continuas no ponto a, temos

lim f(x) = f(a) ¢ lim g(x) = g(a).

Assim, pela proposigio 3.5.2, temos

. f(x) _ _]r’.fflf(x) _fla) _
xl—*a gl(x) liﬂ:,l,g(x) g(a) (f/g)(a).

Logo, f/g € continua no ponto a.

3.17.4 Proposicao

(i)  Uma fun¢do polinomial € continua para todo nimero real.
(ii) Uma fungdo racional € continua em todos os pontos de seu dominio.

(ii1) As fungdes f(x) = sen x e f(x) = cos x sdo continuas para todo niimero real x.
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(iv) A fungdo exponencial f(x) = ¢* é continua para todo nimero real x.

A prova dessas proposigdes segue diretamente das propriedades de limites.

3.17.5 Proposicdo Sejam fe g funcdes tais que lim f(x) = b e g ¢ continua em b.

Entdo lim (g, f)(x) = g(b), ou seja,

lim g [f(x)] = g lim f(x)]

Prova Queremos mostrar que lim (g, f)(x) = g(b), isto €, dado & > 0, 3 6 > 0, tal que

(g f)(x) — g(b)| < &sempre que 0 < lx — al <34.
Comngécontinuaemb.pnrdcﬁnigén.lin},g(y} = g(b).Portanto,dadoe > 0, 3 8, > O,talque Ig(y) — g(b)| <&

sempre que 0 < |y — bl < §,.
Como para y = b, temos Ig(y) — g(b)| = 0 < &, podemos escrever

lg(y) — g(b)| < &, sempre que |y — bl < &,. (1)

Como lim f(x) = be 8, > 0, pela definigdo de limite, 35 > 0, tal que |f(x) — b| < &, sempre que 0 < |x — a| < 8.
x=a

Portanto, se 0 < |lx — al < 8, v = f(x) satisfaz (1) e dessa forma
lg[f(x)] — g(b)| <e.

3.17.6 Proposicio Sefé continuaem a e g € continua em f (a), entao a fungdo composta g, f € continua no ponto
a.

Prova Como f € continua no ponto a, temos lim f(x) = f(a).
Como g € continua em f(a), podemos apiicar a proposigdo 3.16.5. Temos, entdo
lim (g0f) (x) = g [lim £(x)] = g [f(a)]
= (& f)(a),

Logo, g, f € continua em a.

3.17.7 Proposicdo Seja y = f(x) uma fungdo definida e continua num intervalo /. Seja J = Im(f). Se f admite
uma fungio inversa g = f ': J — [, entdo g ¢ continua em todos os pontos de J.

Observamos que, com o auxilio desta proposi¢ao, podemos analisar a continuidade das diversas fungdes inversas
definidas no Capitulo 2. Por exemplo, a fungio

gR. - R

x = Inx
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¢ continua, jd que ela € a inversa da fungiio exponencial f(x) = e".

3.17.8 Definicdo Seja f definida num intervalo fechado (a, b).
(i) Se lim f(x) = f(a), dizemos que f € continua a direita no ponto a.
(i) lim f(x) = f(b), dizemos que f € continua a esquerda no ponto b.
x—h"

(iii) Se f¢é continua em todo ponto do intervalo aberto (a, b), f € continua a direita em a e continua a esquerda em
b, dizemos que f é continua no intervalo fechado [a, b].

3.17.9 Teorema do Valor Intermediario Se f ¢ continua no intervalo fechado [a, b] e L é um nidmero tal que
f(a) = L = f(b) ou f(b) = L = f(a), entdo existe pelo menos um x € [a, b] tal que f(x) = L (ver
Figura 3.28).

fta)t

fix) = L
f(b)

5% 4

Figura 3.28

Esse teorema nos mostra por que as fungdes continuas em um infervalo muitas vezes sdo consideradas como
fungdes cujo grifico pode ser tragado sem levantar o ldpis do papel, isto €, ndo h4 interrupgSes no grafico. Nao apre-
sentamos sua demonstracio aqui.

Consegiiéncia. Se f € continua em [a ,b] e se f (a) e f (b) tém sinais opostos, entdo existe pelo menos um nimero ¢
entre a e b tal que f(c) = 0 (ver Figura 3.29).

f(b)

c-_--_-_---
%<V

-

Figura 3.29



12T csleulo A — Fungaes, Timite, derivagio e integragao

3.18 Exercicios

1. Investigue a continuidade nos pontos indicados:

s€n x

X

(@) flx)= 0. B

#0

=0

(k) f(x)=x—lxlemx=0.

:!—
x2 8, x#+2
x—4
() flx)= 3 _
’ =
@ f(x)=—
) flx usenl/x
B xzsenl/’x, x#0
(e) f(x}—{ﬂq s
L=%%, #<l
N f={1-lx|, x>1
1, x=
2 ==
’i_;, x#2
@ fO) =, .
¥ s x= -1
(h) ﬂxJ_[l—lxl. ol
W X —=3x+7
: f(x) = 2+1
W =g =7

emx = 0.
emx = 2.
emx = 2,
emx = 0.
emx = 1.
emx = 2.
emxy = —|]
emx = 2.
emx = —3,
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1 + cosx
®) f(x)_3+senx
(% _x = lxl
() f(x)= .
VR +5x 46 x<—~3ex>=2
@ fx)= o’ R ——
( s l—cosx, x<0
) fm= x*+1 , x=0
2
0 f)="_=
xt=3x+4
—_— x #1
(g) flx)= =1
1, x=1
x

(h) f(x)= cos

A ’@ Construa o gréfico e analise a continuidade das seguintes fungoes:

2
—=i}
0 0 I+2, X# —2
, X = 2
X
- X #0
x| _JIn(x+1), x=0
() flx)= —1. % 2 d fx)= i J
X +3xr-x-3
(e) f(-t) == 2+ dr +3 :
. Calcule p de modo que as fun¢des abaixo sejam continuas.
XX+ px+2, x#3 _Jx+2p, xs -1
(a) f(x}-{3 ) (b) f(x)—{pz x> =1
y = e |, x#0
© = pP-17. x=0.

. Determine, se existirem, os pontos onde as seguintes fungdes niio sdo continuas.

X — == -
@ fO) = GTHeen B f(x) =V(3-x)(6 - x)
1 _ 3k —-1
@ f0) =137 @ 7 =7 g r10

Popay -
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6.

F £

10.

Prove que se f(x) e g (x) sdo continuas em x; = 3, também o sdo f + ge f - g.

Defina funcoes f, g € h que satisfagam:

(a) fndo € continua em 2 pontos de seu dominio:
(b) g € continua em todos os pontos de seu dominio mas ndo € continua em R;:

(¢) hyfé continua em todos os pontos do dominio de f;

Faga o grafico das fungdes f, g, h e hyf.

Dé exemplo de duas fungdes f e g que ndo sdo continuas no ponto @ = (e taisque h = f + g é continua neste ponto.
Faga o grifico das fungdes f, g e h.

Sejam f, g e h fungdes tais que, para todos x, f(x) = g(x) = h(x). Se fe h sdo continuas no ponto x = a e

f(a) = g(a) = h(a), prove que g é continua no ponto a.

Sejam a € IR e f: IR — IR uma fun¢do definida no ponto a. Se lim

x—*a

= m, prove que f ¢ continua

f(x) — f(a)
X —a

no ponto a.



Neste capitulo, estudaremos a Derivada e suas aplicacdes. Veremos,
inicialmente, uma aplicacdo no contexto geométrico e outra apli-
cacdo no contexto da Fisica. As técnicas de derivagdo sao apre-
sentadas neste capitulo, além da formalizacdo de conceitos e pro-
priedades que auxiliardio o desenvolvimento das aplicagdes do
capitulo seguinte.

4.1 A Reta Tangente

Vamos definir a inclinagdo de uma curva y = f(x) para, em seguida, encontrar a equagdo da reta tangente a curva
num ponto dado.

As idéias que usaremos foram introduzidas no século XVIII por Newton e Leibnitz.

Seja y = f(x) uma curva definida no intervalo (a, b), como na Figura 4.1.

Sejam P(x,, ¥;) € O(x,, ¥,) dois pontos distintos da curva y = f(x).

Seja s a reta secante que passa pelos pontos P e Q. Considerando o tridngulo retdngulo PMQ, na Figura 4.1, temos
que a inclinagdo da reta s (ou coeficiente angular de s) €

Yo—n _ Ay
t _ts e = .
Ea X, —Xx Ax

m ke e -

Figura 4.1

Suponhamos agora que, mantendo P fixo, O se mova sobre a curva em direcdo a P. Diante disto, a inclinacfo da
reta secante s variard. A medida que Q vai se aproximando cada vez mais de P, a inclinagio da secante varia cada vez
menos, tendendo para um valor limite constante (ver Figura 4.2).

Esse valor limite é chamado inclinacfio da reta tangente i curva no ponto P, ou também inclinagéo da curva em P.
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m - -
a-__-__-__-
>y

Figura 4.2

4.1.1 Definicdo Dadauma curvay = f(x), seja P(x,, y;) um ponto sobre ela. A inclinagio da reta tangente 2 curva

no ponto P & dada por:
= (1)
m(x;) = lim H = lim fx2) f(..r]}'
o—pP Ax By 2= X

quando o limite existe.

Fazendo x, = x; + Ax podemos reescrever o limite (1) na forma

- 2
i) = }ir_’.’{,f{xl + Aﬂ flx) 2

Conhecendo a inclinagio da reta tangente a curva no ponto P, podemos encontrar a equagio da reta tangente i curva
em P.

4.1.2 Equacdo da Reta Tangente Se a fungiio f(x) é continua em x,, entiio a reta tangente a curva y = f(x) em
P(x,, f(x,)) &

(i) A reta que passa por P tendo inclinacéo

flxi + Ax) — f(x)

m(x;) = iirnﬂ Ax . se este limite existe. Neste caso, temos a equagdo y — f(x,) = m(x — x,).
y—¥ .
2 : x; +AX%) —F(x T
(i) Aretax = x; se lim fx ) =Fi%) for infinito.
Ax—D Ax

4.1.3 Exemplos

(i)  Encontre a inclinagdo da reta tangente & curva y = x* — 2x + 1 no ponto (x,, y,).

Se f(x) = x* — 2x + 1, entdo
f(x) =x3—2x;+1e
Flxy+ Ax) = (%, + Ax)2 = 2(x; + Ax) + 1

= x} + 2x;Ax + (Ax)? — 2%, — 2Ax + 1.

Usando (2). vem:

() = lim L1+ AX) = F(x)

Ax—0 Ax
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. xP420Ax + (AX?) = 2x, = 2Ax + 1 — (x} = 2x; + 1)
lim
Ax—D Ax

. 2xAx + (Ax)® - 2Ax
= lim
Ax—0 Ax

lim Ax(2x; + Ax = 2)
Ax—0 Ax

= ZII = 2.
Portanto, a inclinagdo da reta tangente 4 curva y = x> — 2x + 1 no ponto (x,, y,) é

m(x,) =2x, — 2.

A Figura 4.3 ilustra este exemplo para x; = 3. Temos,

tga=m3)=2-3-2=4

Figura 4.3

(i) Encontre a equagdo da reta tangente a curva y = 2x” + 3 no ponto cuja abscissa € 2.

O ponto da curva y = 2x* + 3, cuja abscissa é 2, € o ponto P(2, f(2)) = (2, 11).
Vamos encontrar a inclinagdo da curva y = 2x* + 3 no ponto P (2, 11). Para isso, encontraremos primeiro a incli-
nacdo da curva num ponto (x;, y,). Temos,

= Tl f(x, + Ax) = f(x;)

Ax—0 Ax

m(x,)

g 2001+ Ax)* +3 - (2x3 + 3)
Ax—0 Ax

i 2xi + dxAx + 2(Ax)2+3-2x1 -3
Ax—0 Ax

. Ax(4x; + 2Ax)
lim
Ax—0 Ax

= 4x1.
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Como m(x;) = 4x, entdom(2) =42 = 8.

Usando (3), escrevemos a equagao da reta tangente & curva y = 2x° + 3 em P(2, 11).
Temos,

y = f(x) =m(x — x))
y— 11 = 8 (x — 2), ou ainda,

Bx—y—5=0.

A Figura 4.4 mostra a visualizacio da reta 8x — y — 5 = 0, que € tangente & curva y = 2x*> + 3 no ponto P(2, 11).

/91

Figura 4.4

4.2 Velocidade e Aceleracio

Velocidade e aceleragdo séo conceitos que todos nés conhecemos. Quando dirigimos um carro, podemos medir a
distdncia percorrida num certo intervalo de tempo. O velocimetro marca, a cada instante, a velocidade. Se pisamos no
acelerador ou no freio, percebemos que a velocidade muda. Sentimos a aceleragio.

Vamos mostrar que podemos calcular a velocidade e a aceleracéo através de limites.

4.2.1 Velocidade Suponhamos que um corpo se move em linha reta e que s = s(f) represente o espago percorri-
do pelo movel até o instante ¢. Entdo, no intervalo de tempo entre 7 e t + A, o corpo sofre um deslocamento

As = s(t + At) — s(2).

Definimos velocidade média nesse intervalo de tempo como o quociente

_s(t+ Ar) — s(1)
"= At )

isto €, a velocidade média € o quociente do espago percorrido pelo tempo gasto em percorré-lo.

De forma geral, a velocidade média nada nos diz sobre a velocidade do corpo no instante 7. Para obtermos a velo-
cidade instantdnea do corpo no instante ¢, calculamos sua velocidade média em instantes de tempo Ar cada vez meno-
res. A velocidade instanténea, ou velocidade no instante 7, € o limite das velocidades médias quando At se aproxima de
Zero, isto &€,

o B8 Lo S0EAL) — (1)
W) = .-:LITU At fLLEIU At
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4.2.2 Aceleracdo O conceito de aceleragdo € introduzido de maneira andloga ao de velocidade.
A aceleragdo média no intervalo de tempo de ¢ até + + At € dada por:

_v(r + Ar) —v(1)
m = At '

Observamos que ela mede a varia¢do da velocidade do corpo por unidade de tempo no intervalo de tempo Ar. Para
obtermos a aceleragio do corpo no instante f, tomamos sua aceleragdo média em intervalos de tempo Ar cada vez meno-
res. A aceleragdo instantanea € o limite

v(it+ At) —v(t) _ . ..
At =vi)

a(t) = lim
Ar—()

4.2.3 Exemplos

(i) No instante = 0 um corpo inicia um movimento em linha reta. Sua posi¢do no instante r ¢ dada por
s(r) =16t — -

Determinar:

(a) a velocidade média do corpo no intervalo de tempo [2, 4];
(b) a velocidade do corpo no instante 1 = 2;
(c) a aceleragdo média no intervalo [0, 4];

(d) aaceleragdo no instante 1 = 4.

Solugio:
(a) A velocidade média do corpo no intervalo de tempo entre 2 e 4 € dada por:
o s@) - s(2)
" 4-2
B (16:4—4%) — (16-2 - 2?)
B 4-2
48— 28
)

= 10 unid. veloc.
(b) A velocidade do corpo num instante / qualquer € dada por:

s(t+ At) — s(r)

RO Al
_ 2 _ -
_ 1jm[l{S(r+ﬂn) (t+ At)*] - [16+1 — ¢t
Ar—0 At
16t + 16At — * — 2tAr — (At)* — 161 + 1
= lim
Ar—0 At
. 16Ar — 2tAr — (At)?
= lim
Ar—0 At
= lim (16 — 2r — Ar)
Ar—=0

= |6 — 2r unid. veloc.
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Quando r = 2 temos:
v2)=16—-2-2
= 12 unid. veloc.

(¢) A aceleragdao média no intervalo [0, 4] € dada por:
_v(4) —v(0)

™ 4-0
Como v(f) = 16 — 2t, temos:

(16— 2+ 4)— (16 = 2+0)
m = 4

8—16
4

= —2 unid. aceler.

(d) A aceleragdo num instante f qualquer é dada por:
v(t + Ar) — v(r)

t) = lm
aLr) Ar—0) At
== + o
~ lim 16 —2(t + Ar) — 16 + 2
Ar—0 Ar
y Hmlﬁ—Zt—ZAr—16+2r
Ar—D At
—2At
= lim
ar—+0  Ar

= —2 unid. aceler.
Observamos que a acelerag@o negativa significa que o corpo estd com a sua velocidade diminuindo.

A aceleragdo no instante 1 = 4 € dada por a(4) = —2 unid. aceler.

» < ' . 1 .
(i) A equagdo do movimento de um corpo em queda livre é s = 5 gr®, sendo g um valor constante. Determinar
a velocidade e a aceleragdo do corpo em um instante qualquer /.

Num instante qualquer 7, a velocidade ¢ dada por:

. s(t+ Ar) - s(1)
e -

%g- (t + Ar)? - %g;r2

= |im
4:—.0 At

1
Sg (P + 2bc+ (A1) - 5 g

= lim
A=) Ar
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1
g-.r-m+5g-(m)2
= lim

A=) At
= lu:n( t+ lﬁlr)
Ar—0 5 2
=g 1rm/s.
A aceleracdo num instante 1 €
. ov(t + At) — v(t)
t) =1
a(t) ras, At
(t+ At) —g-t
— lim &% =
At—0 At

Y « At — .
lim g-t+g gt
Ar—0 At

B g At
ar—0 At

= g unid. aceler.

Observamos que g € a aceleragao da gravidade e tem aproximadamente o valor de 9,8 m/s”.

4.3 A Derivada de uma Fun¢do num Ponto

A derivada de uma fungdo f(x) no ponto x,, denotada por f'(x,), (1&-se flinha de x, no ponto x,), € definida pelo
limite

f(x; + Ax) — f(x1)

f'(x;) = lim , quando este limite existe.
Ax—0 Ax
Também podemos escrever
. . f(x) — f(x)
x;) = lim .
f'(x1) e

Como vimos na sego anterior, este limite nos d4 a inclinagao da reta tangente a curva y = f(x) no ponto (x;, f(x;)).
Portanto, geometricamente, a derivada da fungdo y = f(x) no ponto x, representa a inclina¢@o da curva neste ponto.

4.4 A Derivada de uma Funcéo

A derivada de uma funcio y = f(x) € a fungo denotada por f'(x), (1&-se f linha de x), tal que seu valor em qual-
quer x € D(f) é dado por:

Ax—0 Ax

, se este limite existir.

Dizemos que uma fungdo € derivédvel quando existe a derivada em todos os pontos de seu dominio.

Outras notacdes podem ser usadas no lugar de y' = f'(x):
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(i) D.f(x) (lé-se derivada f(x) em relacio a x).
(ii) D,y (1&-se derivada de y em relagdo a x).

oy

& dx

(1é-se derivada de y em relagdo a x).

4.5 Exemplos

(i) Dada f(x) = 5x° + 6x — 1, encontre f'(2).

Usando a defini¢ao 4.3, temos:

_ i L@+ 80 — 1)
Ax—0 Ax
. 5(2+&x)2—6(2+&x)—1*(5—2"'+6-2—l)

= lim
Ax=0 Ax

.20+ 20Ax + 5(Ax)* + 12 + 6Ax — 20 — 12
= lim
Ax—0 Ax

- lim 26Ax + 5(Ax)?
Ax—0 Ax

f'(2)

. Ax(26 + 5Ax)
Ax—+0 Ax

= lim (26 + 5Ax)
Axr—+)

= 26.

+3
Usando a definicdo 4.4, temos:
L PG+ Ax) - f(x)
Ax—0 Ax
x+ Ax -2 _x—2
. x+Ax+3 x+3
= lim
Ax—0 Ax
= T (x+Ax—2)(x+3) - (x—2)(x+ Ax + 3)
Ax—0 (x+ Ax +3)(x + 3) - Ax

(i) Dada f(x) :;f . encontre f'(x).

fi(x) =

i X2+ x+xAx+3Ax—6—x2—xAx—x+2Ax+ 6
Ax—0 (X -4+-A% 3+ 3) « Ax

: 5Ax
aliglﬂ (x+Ax +3)(x+ 3)~Ax
= lim 3
T n (A% +3)(x + 3)

- 8
T (x + 3)2

Il
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(iii) Encontre a equacio da reta tangente a curva y = Vi, que seja paralela 4 reta 8x — 4y + 1 = 0.

Antes de desenvolvermos este exemplo, convém lembrar que duas retas sdo paralelas quando os seus coeficientes
angulares sdo iguais.
Vamos primeiro encontrar a inclinagio da reta tangente & curva y = \V/x num ponto (xy, y;). Temos:

m(x;) = f'(x;)
s l]m \ xl + Ax = \/x_[
Ax—0 Ax

g (V1 + Ax - Vx)(Vx; + Ax + V)
P Ax(Vx, + Ax + V)

x1+ﬁx—x|

lim
ax—0 Ax(Vx, + Ax + Vx,)

Ax
= lim
a0 Ax(Vx, + Ax + Vx))

1

2Vx,

1
Portanto, m(x;) = F_
%

Como a reta que queremos deve ser paralela a 8x — 4y + 1 = 0, podemos escrever

1
m(x,) = W;_ = 2, j4 que o coeficiente angularde 8x — 4y + 1 = 0 € 2.
1

1
De = 2. concluimos que x, = 1/16.
2Vx, ’

Portanto, a reta que queremos € a reta tangente a curva y = Vxno ponto (1/16, f(1/16)), ou seja (1/16, 1/4). Temos:
y = flx) =m(x — x,)

y—1/4=2(x— 1/16)
16y — 4 =32x — 2
32x — 16y + 2 = 0, ou ainda,

16x =8y +1=0.

Graficamente, este exemplo € ilustrado na Figura 4.5.
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-my/ |1f'16

Figura 4.5

(iv) Encontre a equagdo para a reta normal & curva y = x* no ponto P(2, 4).

Para resolvermos este exemplo, devemos lembrar que a refa normal a uma curva num ponto dado € a reta perpen-
dicular a reta tangente neste ponto.

Duas retas ¢ e n sao perpendiculares se

mo-m,= —1, ()

onde m, e m, sdo as inclinagdes das retas 7 e n, respectivamente, num dado ponto P.
Vamos entdo calcular a inclinagdo da reta tangente & curva no ponto P(2, 4).

Temos:

mi(xy) = tim T AD) —F(x)

Ax—0 Ax

m,(x;) = 2x;.

Quando x; = 2 temos m,(2) = 2 - 2 = 4.

Usando (1), podemos encontrar a inclinagdo da reta normal a curva y = x* no ponto (2, 4). Temos,

m,om,= —1
4dm, = — 1
m,= —1/4

Aplicando os dados a equacio da reta, vem:
y— f(x) = m(x — xy)

y—4= —1/4(x — 2)

ou,

4y + x — 18 = 0,

Portanto, x + 4y — 18 = 0 € a reta normal & curva y = x> em (2, 4).

Graficamente, este exemplo € ilustrado na Figura 4.6.
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X
+\4%=-.-O.AY
E ot
: i
: »
| ol
i *. I
: ¥
2 72 X

Figura 4.6
(v) Dadaf(x) = \/;, encontre ' (4).
i f(x) — f(x)

X3 X 3%

Flxi) =

m(\/}—Z)(\/}+2)

i (x —4)(Vx +2)

lim s=

=4 (x — H(Vx+2)
1

=£1£11;x+2

2]

(vi) Dada f(x) = x'7°, encontre f’'(x).

Usando a definicéo 4.3, temos:

f(x + Ax) — f(x)

£/(x) = lim

Ax—0 Ax
L (x+ Ax)P— X',
= lim
Ax—+D Ax

Resolveremos este limite como no Exemplo 3, da Se¢do 3.9, fazendo uma troca de varidveis.

Sejam (x + Ax) = t'e x = a’. Entio,

t—a
'(x) = lim
f ( ) t—ra 13 i ﬂ3
i 1
=lim —
—a 1°+ at + a*
!
34°
Como a = x'7°, vem:



Célculo A — Fungoes, limite, derivagdo e integragio

1
£ = 535

1
Observamos, neste exemplo, que f(x) = x'/ é continua em 0, mas f'(x) = 327 néo € definida em 0.

4.6 Continuidade de Funcoes Derivaveis

De acordo com a observacio feita no exemplo (iv) da Segdo 4.4, concluimos que f(x) continua em x, ndo implica a
existéncia de f'(x;). A reciproca porém €é verdadeira, como mostra o seguinte teorema.

4.6.1 Teorema Toda fungdo derivdvel num ponto x, é continua nesse ponto.

Prova: Seja f(x) uma fungéo derivdvel em x,. Vamos provar que f(x) é continua em x,. Em outras palavras, vamos pro-
var que as condi¢oes da defini¢do 3.17.1 sdo validas. Isto é:

(i)  f(x,) existe;

(ii) P_{Ef(x) existe;

Gii) Hmf(x) = f(x)).

Por hipétese, f(x) € derivdvel em x,. Logo, f'(x,) existe e, pela férmula

pn FO) = F(x).

=, X — X

fi(x) =

concluimos que f(x;) deve existir para que o limite tenha significado.

Além disso, temos:

lim(f(x) = f(x)] = lim| (x = x,) - L =L

X X = X

- B~} » Hip L )

=y X—tx; X —X
=0-f'(x).

Portanto, lim[f (x) — f(x;)] = 0.
Temos, entdo,

Lim f(x) = lim [f(x) = f(x) + f(x)].

= lim [£(x) ~ f(x)] + lim f(x,)

x—x

=0 %)
= f(x1)

Valem entdo as condigdes (i), (ii) e (iii) e conclui-se que f(x) é continua em x;.
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4.7 Exercicios

1. Determinar a equagio da reta tangente as seguintes curvas, nos pontos indicados. Esbogar o grafico em cada caso.
(@ f(x)=x*-1l:x=1Lx=0,x=aac€R.
B flx)=x*-3x+6;x= —1,x=2
(c) f(x)=.r(3x—5);x=%,x=a.aER.

2. Em cada um dos itens do exercicio (1), determine a equag@o da reta normal a curva, nos pontos indicados. Esbogar
o grifico, em cada caso.

3. f@ Determinar a equacio da reta tangente A curva y = 1 — x’, que seja paralela a reta y = 1 — x. Esbogar os
grificos da fungdo, da reta dada e da reta tangente encontrada.

4. Encontrar as equagoes das retas tangente € normal & curva y = x> — 2x + 1 no ponto (—2, 9).

5. Um corpo se move em linha reta, de modo que sua posigdo no instante 7 € dada por f(r) = 161 + 2,0 =1 =< 8,
onde o tempo € dado em segundos ¢ a distincia em metros.

(a) Achar a velocidade média durante o intervalo de tempo [b, b + h],0 = b < 8.
(b) Achar a velocidade média durante os intervalos [3; 3,1], [3; 3,01] e [3; 3,001].
(¢) Determinar a velocidade do corpo num instante qualquer r.
(d) Achar a velocidade do corpo no instante 1 = 3.
(e) Determinar a aceleracdo no instante 1.
6. Influéncias externas produzem uma aceleragdo numa particula de tal forma que a equagido de seu movimento reti-
lineoé y = ? + ct, onde y € o deslocamento de t, o tempo.
(a) Qual a velocidade da particula no instante r = 27
(b) Qual é a equagio da aceleragdo?

7. Q) Dadas as fungdes f(x) = 5 — 2xe g(x) = 3x* — 1, determinar:

(@ f'(1) +g'(1). ® 2f'(0) —g'(—2).
1
(@ f(2) = f(2). @ [g"(OF + 58(0) + £(0).
5\ _f(5/2)
i f(z) g'(5/2)
8. Usando a definigdo, determinar a derivada das seguintes fungoes:
(@ f(x)=1-4x% (b) f(x)=2x2—x-1.
i=x
@ )=y @ f(x)="——"=
O flx) = —o—— » fx)=Vxr3

2x — 1
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9. ’@Dadas as fungdes f(x) = -1 e g(x) = 2x* — 3, determinar os itens que seguem e, usando uma ferra-

menta gréfica, fazer um esbogo do gréfico das fungdes obtidas, identificando o seu dominio.
@  fof’ (b fof
(© &f' d) g’

=1, 2=0

x, x<0 verificar se existe f'(0). Esbogar o grifico.

10. Dada a fungio f(x) = {

1
11. Dada a funcdo f(x) = =& verificar se existe f'(3). Esbogar o gréfico.

12. Dada a fungo f(x) = 2x* — 3x — 2, determinar os intervalos em que:

(@ f'(x)>0. by f'(x) <.
13. /@ Simular graficamente diferentes retas tangentes a curva y = x°. Supondo que existem duas retas tangentes
que passam pelo ponto P(0, —4), encontrar o ponto de tangéncia e as equagdes das retas.
2x
x + 1

14. Quantas retas tangentes a curva y = passam pelo ponto P(—4, 0)? Em quais pontos essas retas tan-

gentes tocam a curva?

4.8 Derivadas Laterais

4.8.1 Definicao Se a fungdo y = f(x) est definida em x,, entdo a derivada 2 direita de Jem x,, denotada por
f! (x) € definida por:
' + Ax) — f(x
lim LT 4%) — fx)

Jelki) = Ax—0° Ax
= lim M,
x—rx} X — X

caso este limite exista.

4.8.2 Definicdo Se a fungdo y = f(x) estd definida em x,, entdo a derivada A esquerda de f em x,, denotada por
f' (x)), € definida por:
J(x + Ax) — f(xy)

o) = .111—!}31 Ax
= T flx) = fx)
x—+x, X=X

caso este limite exista.

Uma fung@o € derivavel em um ponto, quando as derivadas a direita e & esquerda nesse ponto existem e sio iguais.

Quando as derivadas laterais (direita e esquerda) existem e so diferentes em um ponto x,, dizemos que este € um
ponto anguloso do grifico da fungao.



4.9 Exemplos
(i) Sejafa fungdo definida por:

3x—1, sex<2

flx) =4, _

X, sex =2.

(a) Mostre que f¢é continua em 2.

(b) Encontre f' (2) e f' (2).
Na Figura 4.7 esbogamos o grafico desta fungéo.

TY

Figura 4.7

(a) Esta fun¢io € continua em 2. De fato, existe f(2) = 5; existe o limite

lim f(x) = lim (7 —x) = lim 3x — 1) = 5:
e, finalmente,

lim f(x) = f(2) = 5.

(b) Obtemos f' (2) usando a definigdo 4.8.1. Temos:
f(2 + Ax) — f(2)

f(2) = lim

* Ax—0" Ax
7-((2+ A -
_ g =2+ 8x)] S
Ax—0" Ax
lim S5—Ax—5
F— 1 _—
Ax—0" Ax
= lim (=1)
Ac—0"

Usando a definig¢do 4.8.2, obtemos f' (2). Temos:
+ Ax) — f(2
F @)= im (@285 = @)

Ax—0 Ax
lim [3(2:+ Ax) —1]—8
Ax—D) Ax

Capituro 4 Derivada !zg
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., 6+3Ax-1-5
lim

Ax—0" Ax
= lim 3
Ax—0"
= 3.
Como
im [ A0 —F@) , L fQ+ Ax) - £(2)
Ax—+0" Ax Ax—h) Ax

concluimos que néo existe o

o f@+Ax) - £(2)

Ar—0 Ax

Portanto, a fungdo f(x) ndo € deriviavel em x; = 2.

Dizemos que x; = 2 € um ponto anguloso do grdfico de f(x).

(i) Seja a fungdo f(x) = (x — 2)|x|. Encontre f (0) e f" (0).
Podemos reescrever a f(x) como:

(x—2)+x2=x*-2x ,sex=0
(x—=2)-(-x)= —x*+2x ,sex<0.

f(x) =[

A Figura 4.8 mostra o grifico de f(x).

Figura 4.8

Usando 4.8.1 e 4.8.2, respectivamente, obtemos f (0) e f' (0).

Temos:
; _ o FOOH Ax) = £(0)
o = i HEEED
b [0+ Ax) —2(0 + Ax)] - 0
Ar—0* Ax

i
lim (Ax) 2Ax
Ax—0- Ax
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lim Ax(Ax —2)

Ax—0" Ax

= lim (Ax — 2)
Ax—0"

=-2.

; _ . f(O+ Ax) - f(0)
f- (0) = am- Ax

~ km [-(0+ Ax)* +2(0 + Ax)] - O
Ax—) AI

s i (Ax)? + 2Ax
Ax—+D- Ax

~ i Ax(—Ax + 2)
Ax—+0" Ax

= lim (—Ax + 2)
Ax—+0"

=1

Concluimos, entdo, que néo existe f'(0) porque f/ (0) # f' (0).

Ainda podemos concluir que o grifico da funcfo f ndo admite uma reta tangente no ponto (0, 0). Usando as deriva-
das laterais obtemos:

y—0=(—2)(x —0),ouseja,y = —2x

y — 0=2(x — 0), ou seja, y = 2x.
A Figura 4.8 mostra essas retas.

(iii) Observar os graficos das figuras 4.9 e 4.10 e discutir a existéncia da derivada nos pontos x = 1 e x = 4, res-
pectivamente.

Figura 4.9
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:

YJL

15+

2 7// 2 ] e\ Y R
5

Figura 4.10

Para fazer uma andlise grafica da existéncia da derivada em um ponto, podemos tracar retas secantes que passam
pelo ponto dado e por outro ponto na sua vizinhanga e observar a sua posigio limite (posigdo de tangéncia). Quando as
secantes ndo tém uma linica posi¢do limite ou se tornam verticais, a derivada ndo existe.

Observando as figuras dadas podemos afirmar que em ambos os casos a derivada ndo existe.

No caso da Figura 4.9 € possivel observar que as retas secantes convergem para a posi¢do vertical. Dizemos que
estamos diante de um ponto cuspidal.

No caso da Figura 4.10 € possivel observar que as secantes assumem duas posigoes diferentes no seu limite. Assim,
estamos diante da situagiio em que as derivadas laterais existem, mas sdo diferentes, portanto a derivada no ponto dado
(x = 4) ndo existe. Neste caso costumamos dizer que estamos diante de um ponto anguloso.

4.10 Exercicios

Nos exercicios 1 a 5 calcular as derivadas laterais nos pontos onde a fun¢ido nio € derivdvel. Esbocar o grifico.

. Hx)y=2lx= 31 ) _)x , sex<l1
et 4 X {21—]. sex =1
1 —x% Ixl>1
x)=12x+ 41 + 3 _ :
PR A ) {0 . =1
2-x% x< -2
5 f(x)={-2 lxl =<2
Zx—6 x=2.

x2—-1, selxi=1
1 —x% selxl>1.

6. Seja f(x) = {
a)  Esbogar o grifico de f.
b)  Verificar se f ¢ continua nos pontos — 1 e |.
& Caleulir f'(=17 ) ' (=17). £ {(17) e F1L17).
d)  Calcular f'(x), obter o seu dominio e esbogar o grifico.
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7. Encontrar as derivadas laterais das seguintes funcdes, nos pontos indicados. Encontrar os intervalos onde
f'(x) >0e f'(x) <0

1 M——— f(x)

—h e -

X
(a)x= 1
AY AY
3 ______
Py e !
> ' s
1 2 3 X 1 2 X
(b) x=2 (c)x=1
Figura 4.11

m

4.11 Regras de Derivacdo

Nesta sec@o, deduziremos vdrias regras, chamadas regras de derivacio, que permitem determinar as derivadas das
fungdes sem o uso da definicdo.

4.11.1 Proposicdo (Derivada de uma constante) Se ¢ é uma constante e f(x) = ¢ para todo x, entdo
f(x) =0

Prova: Seja f(x) = c. Entao,

jig (X + ) — f(x)

Ax—0) Ax

f(x)=

c—C

axr—0 Ax

lim 0
Ax—)

= 0.

4.11.2 Proposicio (Regra da poténcia) Se n ¢ um ndmero inteiro positivo e f(x) = x", entao

i) = no @™
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Prova: Seja f(x) = x". Entdo,

flx + Ax) = f(x)

f'(x) = lim

Ax—0 Ax
) ¥+ Ax)* — "
= hm( ) .
Ax—0 Ax

Expandindo (x + Ax)" pelo Bindmio de Newton, temos:

nin—1)

£1(x) = jim &

Ax—0 Ax

x" + nx" 1Ax + x"2Axt + .+ nx(Ax)" + (&x)"} =

A.r{nx""' + n(n__l)x”_zrlx + .. + nx(Ax)"2 + {Ax)”_‘}

2!
= lim
Ax—0 Ax
i . =
= ahm {nx” b+ n(nzit)x"'gﬁx + .. + nx(Ax)" 2 + (ﬁx)"_l]
x—+{ 1
=pex" 1

4.11.3 Exemplos
(i) Se f(x) = x’,entdo f'(x) = 5x°.
(ii)) Se g(x) = x,entdo g'(x) = 1.

(iii) Se h(x) = x'°, entdo A'(x) =10x"

4.11.4 Proposicdo (Derivada do produto de uma constante por uma fungio) Sejam fuma fungio,
¢ uma constante e g a fun¢@o definida por g(x) = cf(x). Se f'(x) existe, entdo g'(x) = ¢f'(x).

Prova: Por hipotese, existe

_ e Pt AD) — f(x)

f(x)

Ax—0 Ax
Temos
. Ax) =
£4) = Eug{x + ;i g(x)

s cf(x + Ax) —cf (x)
Ax—0 Ax

- i o[£+ 80~ f)]
Ax—0 Ax

- o 0 A=)
Ax—0 Ax

= of (x).
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4.11.5 Exemplos
(i) Se f(x) = 8x% entdo f'(x) = 8(2x) = 16x.
(i) Seg(z) = —27,entdo g'(z) = —2(72°) = —147°.

4.11.6 Proposicdo (Derivada de uma soma) Sejam f e g duas fungdes e h a fungdo definida por
h(x) = f(x) + g(x). Se f'(x) e g'(x) existem, entdo
h(x) =f(x) + g'(x),

Prova: Por hipétese, existem

i o aeee JEREATY = Flx) oo o g{x 4+ Ax) = g(X)
fi(x) = .slil—l-jn Ax cgix)= }:Elu Ax

Temos:

X+ = h(:
ol s

lim [f(x + Ax) + g(x + Ax)] — [f(x) + g(x)]

A0 Ax
= i LG AY) = fx)] + [g(x + Ax) — g(x)]
b Ax

Axr—0

o FE AN — £ L glx + AX) — g(x)
Ar—0 Ax Ax—0 Ax

= f'(x) + g'(x).
A proposicdo 4.11.6 se aplica a um nimero finito de fungdes, isto €, a derivada da soma de um nimero finito de
fungdes € igual a soma de suas derivadas, se estas existirem.

4.11.7 Exemplos
(i) Seja f(x) = 3x* + 8x + 5, Entdo,
fi(x) =3-(4x°) +8-1+0
=12x" + 8.
(ii) Sejag(y) =9y’ — 4y* + 2y + 7. Entdo,
g(y)=9-(5")—-4-(2y) +2:1+0
= 45y* — 8y + 2.
4.11.8 Proposicao (Derivada de um produto) Sejam fe g fungdes e & a fungdo definida por h(x) = f(x) -
g(x). Se f'(x) e g'(x) existem, entdo

h(x) = f(x)-g'(x) + f'(x) - g(x).
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Prova: Por hipétese, existem

i o Lo A T A= F(2)

Ax—0 Ax

; x+ Ax) — glx

Também podemos concluir, pelo teorema 4.6.1, que f € continua e assim lim f(x + Ax) = f(x). Temos:
Ax—*()

h(x + Ax) — h(x)

hifE = Mo Ax
_ o G AR) - g(x + Ax) — f(x) - g(x)
Ax—0 Ax

Adicionando e subtraindo ao numerador a expressdo f(x + Ax) + g(x), vem:

) = i L2 T SN ) = et Bedae) e+ ()~ Hlg)
Ax—0Q X

_ i L AN)[g(x + Ax) — g(0)] + g(N)[f(x + Ax) — f(x)]

Ax—0 Ax

g(x + Ax) — g(x) : f(x + Ax) = f(x)
Ax } K ;l{nvu {g(x) ' Ax

g(x + Ax) — g(x) , .. o Fx+ Ax) - f(x)
Ax +aii]£ug(x) 51;510 Ax

lim | f(x + Ax) -
Ax—0

= i + Ax) - i
Jim 7 + e iy

=f(x) - g'(x) + g(x) - f'(x).
4.11.9 Exemplos
(i) Seja f(x) = (2x* — 1)(x* + x?). Entio,

Fi(x) = (2x° = 1)(4x® + 2x) + (x* + x?) (6x7).

(i) Seja (1) = %(rz + 5) (¢® + 4t). Entdo,

f'(t) = %[(rz + 5)(66° + 4) + (1° + 4e)(20)].
4.11.10 Proposicio (Derivada de um quociente) Sejam f e g fungdes e h a funcio definida por

h(x) = f(x)/g(x),onde g(x) # 0. Se f'(x) e g'(x) existem, entdo

o B0 PR ~ o )
) E)F

Prova: Por hipétese, existem

Ax) — -
r = i SEESL =L o g = o B A =80

Temos também, pelo teorema 4.6.1, que g € continua e assim lim g(x + Ax) = g(x). Temos:
Ax—0
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K (x) = ;j{'}o h(x + A:i — h(x)

fx+Ax)  f(x)
_ o 8G+Ax) g

Ax—0 Ax

1 {f(x - ax)g(x) = flxlg(s + 4x))
ax—0 Ax g(x + Ax)g(x) ;

Subtraindo e adicionando f(x) - g(x) ao numerador, obtemos

von v L [F(x+ Ax)g(x) — f(x)g(x) + f(x)g(x) — f(x)g(x + Ax)]
Wiz) = .slij—}*lu Ax[ g(x + Ax)g(x)
f(x + -’-\:} — f(x) cghn = i)+ glx + fl;) - g(x)
-~ lim X x
Ax=>0) g(x + Ax) - g(x)

lim glx + Ax) — g(x)
Ax— ﬁx

. < —
Jlim g(x Ax) ﬂglﬂg(x)

i L H8%) — (&),

_ Ax—0 Ax

A< Sl

_ f[(x) - g(x) — f(x) - g'(x)
g(x) - g(x)
Fi(x) - glx) — f(x)-g'(x)
[g(x)T

4.11.11  Exemplos

(i) Encontrar f'(x) sendo f(x) = g
Temos:
; _(x2—5x+3)(2-4x3—0)ﬁ(2x‘—3)(2x-—5)
filx)y = (x% — 5x + 3)*
. *—5x +3)(82) — (2" —3) (s = 5)
; (x* = 5x + 3)?

1
(ii) Seg(x) = 7 encontrar g'(x).
Temos:

i x0—-1-1
) s

x2

-n=1

4.11.12 Proposigdo Se f(x) = x " onde n é um niimero inteiro positivoe x # 0, entdo f'(x) = —n-x
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1
Prova: Podemos escrever f(x) = =
Aplicando a proposicdo 4.11.10, vem:

x"+0—1+nx""1!

(x")*

fx) =

4.12 Exercicios

/@ Nos exercicios 1 a 22 encontrar a derivada das fungbes dadas. A seguir, comparar os resultados encontrados com
os resultados obtidos a partir do uso de um software algébrico.

1. f(r) = w2 2. f(x) =3 +6x—-10

3. f(w) =aw?+b 4. f(x) =14 - %x"3

5. F(x) = (2x + 1) (3%% + 6) 6. f(x) = (Tx - 1)(x +4)

7. f(x) =3 -1(2-xY 8. f(x)= %(Sx —3)"}(5x + 3)
9, f(x) = (x - 1)(x + 1) 10. f(s) = (2 — 1)(3s — 1)(55° + 25)
1. f(x) = T(ax® + bx + ¢) 12. f(u) = (42 — a)(a — 2u)
13. f(x)=§’“_”l1 14, f(:)=‘;}

15, £ = 2331 16, f() =22

17. f(x)_:_—: 18. f(x) = +g

19. f(x) = i:;(sz + 6x) 20. f(1) = (‘ = ")2
21. f(x) = % % 22. f(x) = %x“ +%

23. Seja p(x) = (x —a)(x — b), sendo a e b constantes. Mostrar que se a # b, entio p(a) = p(b) = 0, mas
p'(a) #0ep'(b) # 0.

24. Dadas as fungdes f(x) = x* + Axe g(x) = Bx, determinar A e B de tal forma que
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5 L —_——
{f’{x) +gl(x) =1+2x
fla) —g(x) =
25. Dada a fungdo f(r) = 3t — 4t + 1, encontrar f(0) — ¢f'(0).
- 2411
26. Encontrar a equacéio da reta tangente a curva y = 3; — a0 ponto de abscissa x = — 1. Usando uma ferra-

menta gréfica, esbogar o grifico da fungdo e da reta tangente.

27. Encontrar a equagio da reta normal a curva y = (3x? — 4x)? no ponto de abscissa x = 2.

X
ferramenta gréfica, esbogar o grafico da curva, da reta dada e das tangentes encontradas.

28. ’@ Encontrar as equacoes das retas tangentes a curva y = que sejam paralelas areta y = x. Usando uma

1 3
29. Em que pontos o grifico da fungio y = —x* — =x? + 2x tem tangente horizontal? Esbogar o grafico e ana-
= & 3 Bt

lisar o resultado obtido.

30. Seja y = ax’ + bx. Encontrar os valores de a e b, sabendo que a tangente i curva no ponto (1, 5) tem inclinagio
m = 8.

4.13 Derivada de Funcdao Composta

Consideremos duas funcdes derivédveis fe gonde y = g(u) e u = f(x).
Para todo x tal que f(x) estd no dominio de g, podemos escrever y = g(u) = g[f(x)], isto €, podemos considerar a

fungdo composta (g f) (x).
Por exemplo, uma fungo tal como y = (x” + 5x + 2)’ pode ser vista como a composta das fungdes y = u' = glu)

eu=2x>+5x+2=f(x).
A seguir apresentamos a regra da cadeia, que nos d4 a derivada da fun¢do composta g, f em termos das derivadas
de fe g.

4.13.1 Proposicao (Regra da cadeia) Sey = g(u) e u = f(x) e as derivadas dy/du e duldx existem, entio a
fungdo composta y = g[f(x)] tem derivada que € dada por:

d_y—-ﬁ d_u f e L f r

Prova Parcial: Vamos fazer a demonstragio supondo que existe um intervalo aberto I contendo x, tal que

Au = [f(x + Ax) — f(x)] # 0 sempre que (x + Ax) € I e Ax # 0. (D

Isso se verifica para um grande niimero de fungdes, porém nio para todas. Por exemplo, se f for uma fungfo cons-
tante a condig@o apresentada ndo € satisfeita. Porém, neste caso, podemos provar a férmula facilmente. De fato, se
f(x) = centdo f'(x) =0ey = g[f(x)] = g(c) é constante. Assim, y'(x) =0 = g'(u) - f'(x).

Entdio provemos que y'(x) = g'(u) * f'(x) quando f(x) satisfaz a condigao (1).

Como y = g[f(x)], temos:

y(£) = iim glf (x + Ax)] — g[f(x)]

se este limite existir.
Ax—0) Ax
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Vamos considerar primeiro o quociente

glf(x + Ax)] — glf(x)]
Ax

Seja Au = f(x + Ax) — f(x). Entdo Au depende de Ax e Au — 0 quando Ax — 0. Temos:
glf (x + Ax)] — g[f(x] _ glf(x) + Au] — g[f(x)]
Ax Ax

g(u+ Au) — g(u)
Ax

Para a condigdo (1), Au # 0 em um intervalo aberto contendo x. Assim, podemos dividir e multiplicar o quocien-
te mostrado por Au. Temos, entio:

glf (x + Ax)] — g[f(x)] _ glu + Au) — g(u) Au
Ax Ax Au

_ 8(u+ Au) —g(u) Au
Au Ax

_8(ut Au) —g(u) f(x+ Ax) — f(x)
Au Ax

Aplicando o limite, temos:

glf (x + Ax)] — g[f(x)]

e = I B0
o BT AW —g(w) L f(x + AX) — f(x)
Au—+0 Au Ax—0 Ax
= g'(u) - f'(x),

4.13.2 Exemplos
(i) Dadaafungio y = (x* + 5x + 2)’, determinar dy/dx.

Vimos anteriormente que podemos escrever y = g(u) = u’, onde u = x* + 5x + 2. Assim, pela regra da cadeia:

dy _dy du
dx  du dx
=Tu"+ (2x +5)

=7(x* +5x+2)" (2x + 5).

Ix + 2
2x + 1

(ii) Dada a fungao y = ( ) , encontrar y'.

3x + 2
2x + 1

Podemos escrever y = 1°, onde u = . Aplicando a regra da cadeia, temos:
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T

dy _dy du
dx du dx
=5u4_(2x+1)-3—(3x+2)-2

(2x + 1)?

(?:‘.x:+2)4 6x +3—6x—4
2x + 1 (2x +1)2

_s (3x+2)4. -1
=2 \ax+1) T@x+1)2

(iii) Dada a fungdo y = (3x* + 1)+ (x — x?)% determinar dy/dx.

Neste caso temos o produto de duas fungdes

f(x) = 32+ 1) eg(x) = (x — x%)°,

Assim, pela proposicdo 4.11.8,

y'(x) = f(x) : g'(x) + f'(x) - g(x).

Encontrando f'(x) e g'(x) pela regra da cadeia, temos:

f'(x) =303x*+1)?-6xeg'(x) = 2(x — x?) - (1 — 2x).

Logo,

y(x) = 32 +1)°2(x— £2)(1 — 2x) +3(3x* + 1)%- 6x+ (x — Xy

=2(3x2 + 1)%(x — ¥} (1 — 2x) + 18x(3x” + 1)*(x — x%)%,
4.13.3 Proposicdo Seu = g(x) é uma fungdo derivivel e n € um nimero inteiro ndo nulo, entéo:
d it n—1 ¢
2o BT =n-[g(O)F - g'(x).
Prova: Fazendo y = u", onde u = g(x) e aplicando a regra da cadeia, temos:
' n—=1 ’ d n n—1 '
Y@ =n-u""" ' ou ——[g()]) =n- [N g(x).

A regra da poténcia pode ser generalizada como segue:

Se u = g(x) é uma fungdo derivdvel e r € um namero racional ndo nulo qualquer, entio

L g(0)) = r- g7 g,
ou ainda,

@Y =r«utou,



v 15! ~ Célculo A — Fungoes, limite, derivagdo e integracdo

4.13.4 Exemplos
(i) Dada a fungdo f(x) = 5V x?* + 3, determinar f'(x).
Podemos escrever
f(x) =5(x* +3)"2
Assim,

Fx) =5+ 30 +3) 72 - 2x
S5x
Vxi+3
P
(ii) Dada afungdo g(1) = s=—

i |
Escrevendo a fungio dada como um produto, temos:

, determinar g’ (7).

glt) =2+
Assim,
g'(t) = :2(—3—)(13 +1)"18-1.32 4+ (B + 1)V
s _f4(f3 + 1)—4;’3 Ut 2!(1.3 4 1)—1;’3‘
Podemos resumir as proposi¢oes da Secdo 4.11 e 4.13 na seguinte tabela de derivadas.

4.13.5 Tabela Sejamu = u(x)e v = v(x) fungdes derivaveis e c uma constante qualquer.

1y y=e=y =0 @2 y=x=y =1
3) y=cru=sy=c-u 4 y=utv=y =u+v

u vu' — uy'
) y=urvsy =u-v+v-u B F=omgs A=ttt

7 y=u',0¥a€Q =y =au""' u.

A Tabela 4.13.5 nos ajuda a determinar as derivadas de algumas fungdes.
4.13.6 Exemplos Determinar a derivada das fungbes:

) y=x2+ 2x+4)°+Vx

!

1
y =8x" +3(2x +4)2-2 + Ex-if?-

1
= 827 + 6(2x + 4)? + —=.
( ) 2V/x

Gy 5= x+1
x> -3
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(Vx*=3)-1— (x+ 1)-%-(.1?—3)"”-2.:
. (Va? - 3)?2
Vx*-3-x(x+1)/Vx¥*-3

-3

(x*=-3)—(x+1)
Vx:—3

xt -3

-3 -x

(2-3)VZ-3

(iii) y = 3x(8x — 2).
y' = 3x(24x%) + (8x* —2) -3
=72x*+24x* - 6

= 96x° — 6.

(iv) y= Vox + 7x + 2.
Podemos escrever y = (6x° + 7x + 2)'3,
Temos:
1 <
y = 5(6,6 +Tx+2)"P- (12x +7)

_ 12x + 7 ‘
3V(6x2 + Tx + 2)?

4.14 Teorema (Derivada da Funcdo Inversa)

Seja y = f(x) uma fungdo definida em um intervalo aberto (a, b). Suponhamos que f(x) admita uma funcdo inversa

x = g(y) continua, Se f'(x) existe e ¢ diferente de zero para qualquer x € (a, b), entdo g = f ' é derivével e vale:

11
f(x)  flg(y)]

g(y)=

Prova: A Figura 4.12 nos auxiliard a visualizar a demonstragao que segue.
Sejam y = f(x)e Ay = f(x + Ax) = f(x). Observamos que, como f possui uma inversa, se Ax # 0 temos que
f(x + Ax) # f(x) e, portanto, Ay # 0. Como f é continua, quando Ax — 0 temos que Ay também tende a zero.
Da mesma forma, quando Ay — 0, Ax = g(y + Ay) — g(y) também tende a zero.

Temos, entdo:

Ax—=0 = ﬂ._v—*(]. (1)
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AY
B s
)'-l- Ay: ﬂx+ M __________

y=f0}---
fa)|-

-
- ———

L |
a{ x-r;Ax
g (v) gly+Ax)

Figura 4.12

u._...._-..___-_--_-__

Por outro lado, para qualquer y = f(x) vale a identidade:
gly +Ay) —gly) _ _(x+Ax) —x

Ay ~ f(x + Ax) = f(x)
_ Ax
f(x + Ax) — f(x)
— 1 .
f(x + Ax) — f(x)
Ax

Como f'(x) existe e f'(x) # 0 para todo x € (a, b), usando (1), vem:

. gly+Ay) —gly) _ 1
a];%e Ay T f(x+ Ax) — f(x)
lim
Ay Ax
—_ l .
f'(x)

L
f(x)

Concluimos que g'(y) existe e vale g’'(y) =

4.14.1 Exemplos
(i) Sejay = f(x) = 4x — 3. A sua inversa é dada por:
1
x=g(y) =5 +3)
Podemos ver que as derivadas, f'(x) = 4 e g’'(y) = 1/4 sdo inversas uma da outra.

1
(ii) Sejay = Bx". Sua inversa é x = > Vy.

Como y' = 24x* ¢ maior que zero para todo x # 0, temos:

dx 1 1 1
- = T 6 2/3"
o 24(%\-’/}) y
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Para x = 0, temos y = 0 e ¥' = 0. Portanto, ndo podemos aplicar o Teorema 4.14.

(iii) Na Figura 4.13 apresentamos os grdficos das fungdes f(x) = x* + 1 definida em [0,+x) e
g(x) = Vx — 1 definida para x € [1, + ). Pela simetria com a reta y = x, podemos afirmar que f(x) e
g(x) sdo fungdes inversas uma da outra.

A equagio da reta tangente 2 curva f(x) = x” + 1 no ponto (2, 5) é y = 4x — 3 e a equagdo da reta tangente 2

1 3
curva g(x) = Vx — lnoponto(5,2)éy = Ex vy

Podemos observar que as declividades sdo inversas uma da outra, conferindo com o Teorema 4.14.

Figura 4.13

4.15 Derivadas das Funcoes Elementares

Nesta se¢do apresentaremos as derivadas das fungdes elementares: exponencial, logaritmica, trigonométricas, trigo-
nométricas inversas, hiperbélicas e hiperbélicas inversas.

Apresentaremos uma tabela de Regras de Derivagdo que serd usada no decorrer de todo o estudo de Cilculo
Diferencial e Integral.

4.15.1 Proposicao (Derivada da funcdo exponencial) Se y = a* (a>0ea # 1) entdo

yv=a'lnaa=>0ea+# 1)

Prova: Sejay = a*, (a>0ea # 1). Aplicando a Defini¢do 4.4, temos:
x+Ax _ a*

y' = lim

) Ar—0 Ax

a*(a* — 1)

= lim
Ax—=0 Ax
Ax

TR
= lima* + lim

Ax—D ar—0  Ax
Ax _

Como lim ¢ o limite fundamental provado na Segdo 3.15.5, vem:

A0  Ax

y=a"-Ina.
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Caso Particular:
Se y = e*entdo y' = €* * Ine = e, onde e ¢ o nimero neperiano.
4.15.2 Proposicao (Derivada da funcdo logaritmica) Se y = log, x (a > 0, a # 1), entdio:

y' =%logue(a>[)ea#= 1).

Prova: Sejay =log, x(a>0ea # 1).
Aplicando a definigdo 4.4, temos:

log, (x + Ax) — log,x

y = lim
< Ar—0 Ax
x4+ Ax
log,
= lim
Ax—0 Ax

I

y 1 Ax
aETu[AJ logﬂ(l * X )}

1/ax
lim loga(l + %)

Ax—0D

Il

Usando a Proposigéo 3.5.2 (g), podemos escrever

[ 1/4x
y' = log,| lim (1 + E) ]

Ax—0 X
[ Ax/Ax ”“]
= log, | lim (1 +
084 _a].]rlllo( x/Ax )

[ 1 1/Ax-x/x
=1 im (1 +
O8a _a]igll} ( x/Ax) ]

r 1 xfAx />
=] i +
O8a Lr.]il}»]u (1 x/ﬁx) ]

]
x OBa L]E-lu x/Ax

Usando o limite fundamental da Secfio 3.15.3, vem

= 1 log e
¥y 5 2.6
Caso Particular:

1
Se y = In x entdo y' =;-lne

L
X
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4.15.3 Proposicdo (Derivada da fungio exponencial composta) Sey = u*, onde u = u(x) e v = v(x) sdo

fungdes de x, derivaveis num intervaloIe u(x) >0, V x € [entdoy’ = v - AR TUE A | R TR

Prova: Usando as propriedades de logaritmos, podemos escrever
y= u = ev-ln u

Portanto, y = (g, f)(x), onde g(w) = e"ew = f(x) =v-Inu.

Como existem as derivadas

g'(w) = e”e

Fi(x) = (v-lnu) = v’-lnu+v-u;r

pela regra da Cadeia, temos:
y =g'(w) fx)

r
U
= e“’(u'ln utv- —)
"
ui
e e"'““‘(v’ Imu+v- ;)

=ulnu-v +w ' -u.

Se u(x) é uma fungdo derivével, aplicando a regra da Cadeia podemos generalizar as proposigdes da Segdo 4.15.
Acrescentamos as seguintes férmulas em nossa tabela de derivadas.

@8 y=ad(a>0,a#¥1) = y=a"Ina-u

@) y =€ = y =é'-u
uJ
(10) y=1log, u = y' =;log,,e
1) y=1In -
(1) ¥ u =N y—u
(12) y=u' - y=veuwlew + - Inu-v,u>0.

4.15.4 Exemplos Determinar a derivada das fungdes:
i y= 32f+3:—].

Fazendo u = 2x*> + 3x — 1, temos y = 3“ Portanto,
y =3+In3-u

= 3% +3x-1.1n 3. (4x + 3).

1\V*
(i) y=(5) :

Temos y = (:12-) ,onde u = '\/; Assim,
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(iii) y=e*

+1
Fazendo y = €“ com u = —i mEL temos:
yl — e_lfl u!
:Ex+lfx—1.(x_lJ.l_(X+1)ll
(x 1)
=e-’:+1.f'lx_| .7_2 .
(x = 1)#
(IVJ y e e]'}l:lx'

Neste caso fazemos y = €", onde u = x - In x.

Entio,
y’ = eu . ui

="' . (xInx)’
- ex-lnx[x " l + lnx " 1]
x

= e*'"5(1 4+ In x).
(v) y=1log,(3x*+ 7x — 1).

Temos y = log, u, onde u = 3x* + 7x — 1. Portanto,

¢
*

_v
y —u 0gse.

_ 6x + 7
3+ Tx—-1

o e
(vi) y= ln(x T 1).

Temos y = In i, onde u =
XT

log, e.

. Logo,
T Logo
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(x =+ 1) —e* 1
(x+1)?

x+1
X
x+1

(vii) y = (22 + 1)=&,
Temos y = u',onde u = x> + 1 > 0ev = 2x — 1. Assim,
y=2Zx-DE+ D=+ '+ 2+ 1) e (2 + 1) (2x— 1)
=2x-DEP+D¥ 22+ (2 + 1) eln(xF+1) - 2.
Derivadas das funcoes trigonométricas

4.15.5 Proposicdo (Derivada da funcdo seno) Sey = sen x, entdo y' = cosx.

Prova: Seja y = sen x. Aplicando a definigdo 4.4, temos:

, . sen(x+ Ax) —senx
¥ = lim :
Ax—0 Ax

Para desenvolvermos o limite aplicaremos a formula trigonométrica:

- +
sen p — senq=258np g. COs Sl 4
2 2
Entao,
X+ Ax — x x+ Ax + x
2 sen * COS
"= lim s 2
¥ Ax—+0 Ax
Ax 2x + Ax

2.8en — *. QS ——————
g 2 2
. .m:r—rvlu Ax

Ax
ey 2% + Ax
=lm | —— |- limcos | ———
Ax—0 93 g Ax—0 2
2
=1+ cosx
= COSX.
4.15.6 Proposicao (Derivada da funcdo cosseno) Sey = cosx, entioy’ = — senx.

Prova: Seja y = cos x. Aplicando a defini¢do 4.4, temos:
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: . cos(x + Ax) — cosx
y' = lim .
Ax—0 Ax

Aplicaremos a férmula trigonométrica:

Ptq. P-4

cos p— cos g = — 2sen sen B
Entao,
x+ Ax +x ¥+ Ax—%x
— 2 sen * sen
P 2 2
= lim
y Ax—) Ax

= i (—Zsen 2x J; Ax) . Ax/2

Ax—+0 Ax—0 Ax
2:73
1
= =g SENE = 1
2
= —senux.

4.15.7 Derivadas das Demais Fungées Trigonométricas

Como as demais fungdes trigonométricas sdo definidas a partir do seno e do cosseno, podemos usar as regras de
derivagdo para encontrar suas derivadas.

Por exemplo,

sen x
cosx’

o r

entdo y' = sec’x.

sey=1tgx =
De fato, usando a regra do quociente, obtemos:

cosx * cosx — sen x( — sen x)
COSZI

=

cos’x + sen’x
cosx

1
cos?x

= sec’x.

Similarmente, encontramos:

Se y = cotg x entéo y' = —cosec’ x;
sey = sec x entio y =secx-tgxe
se y = cosec x entdo ¥y = —cosec x * cotg x.

Usando a regra da cadeia, obtemos as férmulas gerais. Acrescentamos os seguintes itens na tabela de derivadas.

’

I

(13) y=senu i Yy =cosu-u

L}

(14) y = cos u = y —senu * u'
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(15) y=tgu =~ y=seclu-u

(16) y=cotgu = y' = —cosec’u * u'

(17) y=secu = y =secu-tgu-u

(18) y=cosecu = y' = —cosecu * cotgu - u'.

4.15.8 Exemplos Determinar a derivada das seguintes fungdes:

(i) y =sen (x?).
y =senu,u = x°.
y' = (cos u)u'

= [cos (x?)] - 2x

2xcos (x?).

(ii) y = cos(1/x).
y = cos u,u = (1/x).
y' = (—senu) *u'

= [—sen (1/x)] - — 1/x*

= %scn (1/x).

(i) y =3tgVx + cotg3x.

-

y' = (3tgVx)' + (cotg 3x)’

=3.sec?Vx- ('\/;)’ + (—cosec? 3x) * (3x)’

1
= 3sec? Vx - P (cosec® 3x)3.

T cosx
w2 1+ cotgx
of = (1 + cotg x) (cos x)’ — cos x(1 + cotg x)'

(1 + cotg x)*

_ (1 + cotg x)(—sen x) — cos x(—cosec’ x)
(1 + cotg x)*

— sen x — sen x cotg x + cos xcosec’ X
(1 + cotg x)?
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(v) y=sec(x?+3x+7).
y=secu,u=x>+3x+17

secu-tgu-u

=
1

[sec (x* +3x+7) - tg (¥ +3x+7)]- (2x + 3)

(2x + 3)sec (¥* +3x+ 7) + tg (x* + 3x + 7)].

F=
(vi) y = cosec (x 1).

% =
+1
= cosecu,u = ;
! r=1
y' = —cosecu- cotgu - u'

_[_ Sec(x+1). t(x+1)] -2
B e T e T | T
=2 (x+1). t(x-f—l)
L ey R | el

Derivadas das funcoes trigonométricas inversas

4.15.9 Proposicao (Derivadas da funcdo arco seno) Sejaf:[—1,1] = [~a/2, 7/2] definida por

f(x) = arc sen x. Entdo, y = f(x) € derivdvel em (-1, 1) e y' =

1
V11— x?
Prova: Sabemos que

y=arcsenx<>x=seny, y € [—w/2, w/2].

Como (sen y)’ existe e € diferente de zero para qualquer y € (— /2, 7/2), aplicando o Teorema 4.13, vem:

g 1 " 1 .
¥ = (seny)’ cosy (D

1
Como para y € (— /2, w/2) temos cosy = V1 — sen’ y, substituindo em (1), vem y/ = —— Como
paray € (—m/ /2) 2 y ¥ m

1
— Vo —_ _1 1).
sen y = x temos y oy parax € (—1,1)

4.15.10 Proposicao (Derivada da funcdo arco cosseno) Sejaf:[—1,1]— [0, ] definida por
== ]

J(x) = arc cos x. Entdo, y = f(x) € derivavel em (—1, 1) e y’ = =

1—x
Prova: Usando a relagio

T ¢
arc cos x = C arc sen x e a proposi¢do 4.15.9, obtemos:
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= (E — arc sen x)'
N

=1
=ﬁ.parﬂxe (—1,1).

4.15.11 Proposicao (Derivada da fungéo arco tangente) Seja f: IR — (—m/2, m/2) definida por f(x) =

arc tg x. Entdo y = f(x) é derivavel e y' = 1+ 2

Prova: Sabemos que:
y=arctgxsx=1tgy,y € (—m/2,m/2).

Como (tg y)’ existe e €é diferente de zero para qualquer y € (— /2, m/2), aplicando o Teorema 4.14 vem:

v g 1
y (tgy)’

secy
Como sec’y = 1 + tg?y, obtemos:

, 1
Y T 1+ gy
Substituindo tg y por x, temos:

1
1+ x?

y —
4.15.12 Derivadas das Demais Funcoes Trigonomeétricas Inversas As demais fungdes trigonométricas
inversas possuem derivadas dadas por:

-1
1+ x2

(i) Sey = arc cotg x, entdo y' =

1
i) Sey= ,lxl =1, entdo ¥y = ——————, =) 1
(i) Sey=arcsecyx, Ix y Ixim x|l >1

(iii) Se y = arc cosec x, lx| = 1, entdo y' = B -

IxIVax2—1

A implicagdo (i) pode facilmente ser verificada se usarmos a relagdo arc cotg x = -g— — arc tg x e a proposi¢do 4.15.11.
Provaremos a implicagao (ii).

Seja y = arc sec x = arc cos (1/x) para |x| = 1. Entdo, y' = [arc cos (1/ x)]'.
Usando a proposi¢do 4.15.10 e a regra da Cadeia, temos:

-1 (1}
Y =V - (/) (x)
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pp— S—
*Vxt -1
\/‘xz

B x|
x/xt -1

1
S E— . P
IxIVE — 1 I+l

Acrescentamos 0s seguintes itens na tabela de derivadas:

(19) y = arc sen u = y = -
1 —

; —u

(20) y = arc cos u = y =

1 -l

u-‘

(21) y=arctgu = y = T
(22) y = arc cot 4 =l
2 TRE SR y_1+u2

ul
(23) y = arcsec u = S ——— |yl > 1
= lul =1 Y Vi -1

lulz 1

—u‘
(24) y = arccosecu = = ——— |ul > 1.
¥ =T "

4.15.13 Exemplos Encontre a derivada das seguintes fungdes:

(i) vy = arcsen (x + 1).

y=arcsenu,u=x+ 1.

Y=
1 -4
y = 1
V1 - (x +1)?
4 1 -2
(n) y = arctg 1+ 2/
1=x°
y=arclgu.u=1+x2=
V e u'
Y T1+ad



(1+x*)+(-2x) — (1 —x%)2x

(1+ x%)?

(

1—x

N\ 2
x")

4.15.14 Derivadas das Funcdes Hiperbdlicas.

Como as fungdes hiperbélicas sio definidas em termos da fungéo exponencial, podemos facilmente determinar suas
derivadas, usando as regras de derivacdo ) estabelecidas.

Por exemplo, se y = senh x, entdo:

-]
Y 2

1
= (=)
1
= 5 (EI + e")
= cosh x.

Capituro 4 Derivada !EE

Similarmente, obtemos as derivadas das demais fungdes hiperbélicas. Podemos acrescentar na tabela de derivagdo

as seguintes formulas.
(25) y =senhu
(26) y = cosh u
(27) y=tghu
(28) y = cotgh u

(29) y = sech u

(30) y = cosech u

4,15.15 Exemplos Determinar a derivada das seguintes fungdes:

—

(i) y=sech (x*+ 3).

=

y =sechu,u = x* + 3.

y' =coshu-u

= cosh (x* + 3) - 3x%

(i) y = sech (2x).

y = sechu, u = 2x.

coshu - u'

senh u * u'

sech’ u + u'
—cosech® u - u'
—sechu - tghu - v’

—cosech u - cotgh u - '
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'

¥y = —sechu-tghu-u
= —sech (2x) - tgh (2x) - 2.

(iii) y = In[tgh (3x)].
y = lnu,u = tgh (3x).

]

B
y u

sech’(3x) - 3
tgh (3x)
3
_ cosh? (3x)
"~ senh (3x)
cosh (3x)

3sech (3x) * cosech (3x).

(iv) y = cotgh (1 — x%).
y=cotghu-u=1- x>

!

y' = —cosech®u « v’

= —cosech? (1 — x%) - (—3x?)
= 3x%cosech? (1 — x%).

4.15.16 Derivadas das Funcoes Hiperbolicas Inversas

Na Seg@io 2.15.6 vimos que y = arg senh x pode ser expresso na forma:
y=In(x+Vx+1).

Assim, fazendo u = x + Vx* + 1 e aplicando a regra da cadeia, obtemos:

V= (x + VX2 + 1)

x+\/x2+1

1+ %(x2 +1)712. 2%

x+Vxi+1

—

- Vxr+1

x+Vx+1

_ x2+1+.r' 1

Vet 1 x+Vr+1
1

- Vxi+1

1+




1

Portanto, se y = arg senh x, entdo y' = 4\/——
. 2

xeta]
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e i

De maneira similar podem ser obtidas as derivadas das demais fungdes hiperbélicas.

Apresentamos as férmulas que completam nossa tabela de derivadas.

il

u

(31) y=argsenhu - yjl =\/_4?T?
u
uf
(32) y=argcoshu = y'=-271,u>1
=
} u’
(33) y=argtghu = ¥ :T—_L.!E’Iul{]
’ u’
(34) y = argcotghu = yzl_ug,lu[‘;»l
(35) pu s e Goued
= 5 = . u
v aEEe T

!

—u
(36 = arg cosech u = =——= u+0.
)y g ¥y Izl ;71*‘!.!2

4.15.17 Exemplos Determinar a derivada de cada uma das fungdes dadas.

(i) y = x*arg cosh x°.

Temos:
2x
y' = x? « ———= + 2x arg cosh x?
4 _
pe¥e—
xz

= 2x| ———— + argcosh x?|.
Vi—1 &
(i) y = argtgh (sen 3x).

, _ (sen3x)’
1 — (sen 3x)?

cos(3x) -3

cos3x

3
cos 3x

= 3sec3x.
(iii) y = xargsenhx — Vx* + 1.

1 1 ,
y =x+————+ argsenhx — Z(x* + 1) 2x
x+1 2
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X X
= ——=—" +argsenhx — —F——
Vxi+1 & Vxi+1

= arg senh x.

4.15.18 Tabela Geral de Derivadas

Reunindo todas as férmulas obtidas, formamos a tabela de derivadas que apresentamos a seguir. Nesta tabelau e v
sdo fungoes derivaveis de x e ¢, a € a sao constantes.

(1) y=ec=y =0 2) y=x=y =1
B) y=c-u=y =c-u @4 y=u+v=>y =u+v
i veou' —uv
B) y=u-v=>y =u-v+veu 6 y=— =y = —————
v v
D y=uw(a#0) =y =a-u""u 8) y=a(@>0,a#1)=y =a"-Ina-u

(10) y=log,u=y = u; log,e.

r

(9) y:euﬁyw:eu_u

r

7] =uw=y=veuw 'l u+u-lnu-v

() y=lnu=y == a2 ey
(13) y=senu =y = cos u - u' (14) y=cosu =y ' = —senu-u'
(15) y=tgu =y' = sec’u-u’ (16) y=cotgu =>y' = —cosec’u - u’
(17) y=secu =y = secu-tgu-u (18) vy = cosecu =y’ = —cosec u - cotgu * u'

u' —u'
(19) y=arcsenu =y = (20) y=arccosu =y =

- 1 -

[ — uF i ' —u'
(21)J’=3r‘3tg“=”}’—l+uz (22)y—a:cc0tgu=:-y—1+u2
23) y=a ul = 1=y i lal 31
= arcsecu, lul = =
4 2 vt -1 “
—Iﬁ{J

24 =arccosecu, lul =zl=sy =——— lul > 1.
(24) y y WV = 1 u
(25) y=senhu =y' = coshu - u' (26) y=coshu =y =senhu-u'
(27) y=tghu =y = sech®u - u' (28) y = cotghu =y’ = —cosech®u « u'
(29) y=sechu =y = —sechu - tghu - u' (30) y = cosechu = y' = —cosech u - cotgh u - u’

' u'

(31}y=a:gsenhu=:~y’=ﬁ (32)y=argcoshu=}y'=271,u>1
u 7 1
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k-

f f

l
1_Hz.lul‘tl (34}y=argcotghu=>y'=ﬁ,1ul>l

(33) y=argtghu=y' =

[

—u —f
(35 y= sechu=y =———= 0<u<1 (36) y = cosechu =y' = ———— u # 0.
e uv1 — u A y lulv/1 + uw

4.16 Exercicios

1. Determinar a equagdo da reta tangente as seguintes curvas, nos pontos indicados. Esbogar o grafico em cada caso.

1 1
(@ f(x) =;:I=3.I=3.

(b) f(x) = aeR—-{-2,4};x=-2,x=4.

xX—a
(c) f(x) =2\/;;x=0.x=3,x=a.a>0.

2. Encontrar a equagio da reta tangente A curva y = x° — 1, que seja perpendicular aretay = — x.

3. A posicio de uma particula que se move no eixo dos x depende do tempo de acordo com a equagdo x = 3¢ — r°,
em que X vem expresso em metros e f, em segundos.
(a) Qual é o seu deslocamento depois dos primeiros 4 segundos?

(b) Qual € a velocidade da particula ao terminar cada um dos 4 primeiros segundos?
(c) Qual é a aceleragdo da particula em cada um dos 4 primeiros segundos?

4. Um corpo cai livremente partindo do repouso. Calcule sua posicdo e sua velocidade depois de decorridos 1 e 2
1
segundos. (Da Fisica, use a equagdo y = vyl — 3 gt* para determinar a posigio y do corpo, onde v, € a velocida-

de inicial e g = 9,8 m/s?).

Nos exercicios de 5 a 42 calcular a derivada.

5. f(x) = 10(3x% + 7x — 3) 6. f(x)= %(Im2 + ax)?

7. £() = (77 + 6 (31 - 1) 8. 10 =(25%)

9. f(x) = V(32 + 6x — 2)° 10. f(x) = _\/3?=—1
. s = 22 12, f(x) = 3¢
13 J(x) =2+ 14, f(s)=(7s°+6s— 1) +2e™™
15. f(1) = (¢ + 5t) 16. f(x) = log; (2x + 4)
17. f(s) = logsVs + 1 18. f(x) = m(% * }!5)

a3.‘(

19. f(x) = e 20. f(r) = (2t + 1) !
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2

—

23.

25,

2.

29.

31.

33,

35.

37.

39.

41.

£(s) = 3(a+ bsynte*®
£(8) = 2cos6® - sen 26
Fx) =3tg 2x + 1) + Vx
F(x) = e*cos3x

f(x) = aV cos bx

£(8) = a=¢?, a>0

f(t) = tarc cos 3t

f(x) = arc sec Vx

In (sen hx)
x

f(x) =

B Gx+1)7J
f(x) = [coscch e ]

f(x) = x arg cotgh x?

22. f(u) = cos(m/2 — u)

24. f(x) = sen*(3x? + 6x)

3sec’x
X

26. f(x) =
28. f(0) = — cosec? &
30. f(u) = (utgu)?

32. f(x) = (arcsen x)>

34. f(t) = arc cos (sent)

36. f(r) = tlarc cosec (2t + 3)
38. f(t) = [cotgh (r + 1)}
x—1

40. f(x) = xargcoshx —

42. f(x) = = [argcotgh x*]

B | =

/'@ Nos exercicios 43 a 79, calcular a derivada. A seguir, usando um software algébrico, comparar os resultados.

43.

45.

47

49

5

53.

55

f(x) = %(21:5 + 6x73)3
f(x) = (5x = 2)%(3x — 1)?

f(t) = (4 = 5t + 2)712

f(.‘l’) . 263f+6_t+?

- (™

F(x) = 310 (7% - 4)

44, f(x) = (3x* + 6x)10 —%

- Vix

45 f(x) = (w—5)'+ ——

7x2
48. f(x) = 77—+ V3x+1
! 2¥3x + 1 -
50. f(x) =eV*
e " +1
52. f(t) =

54. f(x) = %(b;r:2 &g} =g

56. f(x) = m(} i i)



57.

59.

61.

63.

65.

67.

69.

1.

73.

75.

77.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.
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Vi

(1) = (-g-) 58. f(x) = (¥ + 4V
f(x) = sen (2x + 4) 60. f(8) =2 cos (26> — 36 + 1)
fla) = H4C;SZ—H 62. f(#) =sen’6 + cos’@
f(s) = cotg* (25 — 3)* 64. f(x) = (serll I)E
£(x) = E'ﬂj:il) 66. f(x) = sen’(x/2)cos*(x/2)
f(t) = In cos’t 68. f(x) = log,(3x — cos 2x)
(1) =t 70. f(x) = arc cos 2?:‘
fs) = %ﬁf’]—”—z 72. f(x) = arctgT——
f(x) =senh (2x — 1) 74. f(t) = In [cosh (¥ — 1)]
£(t) = tgh (422 — 3)? 76. f(x) = sech[n x]
f(x) = (argsenh x)? 78. f(x) = arg tgh%xz
f(x) = (x + 1) arg sech 2x
Encontrar f'(x).

I =Xx=0
@ JE)= {e"‘x >0

®) f(x)=InI3 - 4x|
(C) f(x) - e|2x~1|

Calcular f'(0), se f(x) = e "cos 3x.
Calcular f'(1),se f(x) = In (1 + x) + arcsen x/2.
Dada f(x) = e *, calcular f(0) + x f'(0).

’-@ Dada f(x) = 1 + cos x, mostra que f(x) é pare f'(x) € impar. Usando uma ferramenta gréfica, esbogar

o grifico de f(x) e f'(x) observando as simetrias.
Dada f(x) = sen 2x cos 3x, mostrar que f(x) € impar e f'(x)é par.

Dada f(x) = % sen 2x, calcular f'(x) e verificar que fe f’ sdo periddicas de mesmo periodo. Usando uma

ferramenta grafica, esbogar os graficos de f(x) e f'(x) comprovando os resultados.
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87. Seja f(x) derivivel e periddica de periodo 7. Mostrar que f' também € periddica de periodo T.
88. Mostrar que a fungiio y = x e * satisfaz a equagdo xy' = (1 — x)y.

89. Mostrar que a fungdo y = x e ~¥72 atisfaz a equagdo xy' = (1 — x2)y.

90. Mostrar que a fungdo y = satisfaz a equagdo xy' = y(ylnx — 1).

l1+x+Inx

91. Sejam f e g fungdes tais que (f, g)(x) = x para todo x,e f'(x)e g'(x) existem para todo x. Mostrar que

f(glx)) = sempre que g'(x) # 0.

1
g'(x)
92. Obtenha a regra do produto para («v)' derivando a férmula In (uv) = In u + In v.
93. Provar que:

(@) Sey = cotg x,entdo y' = —cosec’ x.
(b) Sey = sec x,entdo y’' = secx - 1g x.

-1
1+x

(c) Sey = arc cotg x.entdo y' =

2.

(d) Sey=arccosecyx, x| =1, entio y = ——— |x| > 1.
lxIVxt -1’

() Sey = cosh x,entdo y' = senh x.

(f) Sey = tgh x, entdio y' = sech’ x.

(g) Sey = sech x,entdo y' = —sech x - tgh x.

(h) Sey = arcsech x, entdo y' = _x\/: 0 %< 1.
1 —x%

-1
i) Sey = arccosechx,entio y' = ———, L
( Y . IxIV1 + x2 D

94. f@ Encontrar todos os pontos onde o grafico de f(x) tem tangente horizontal. Usando uma ferramenta grafica,
esbogar o grafico de f(x) e f'(x) e comparar os resultados.

(a) f(x) = sen2ux;
(b) f(x) =2 cos x.

95. ’@ Tragar num mesmo sistema de coordenadas as fungdes y = — 1 — x’e y = 1 + x°. Usando a visualiza-
¢do grifica, responder:
(a) Quantas retas sdo tangentes a ambas as pardbolas?
(h) Quais sdo os pontos de tangéncia?

(c) E possivel encontrar essas retas algebricamente?
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96. "@ Dada a fungiio y = f(x) = x’ — 6x + 5 definida para x € [3, + =), desenvolver os seguintes itens:
(a) Determinar a funcio inversa y = g(x) = f'(x) e identificar o dominio.
(b) Encontrar a equagdio da reta tangente a curva y = f(x) no ponto de abscissa 5.
(¢) Encontrar a equagdo da reta tangente a curva y = g(x) no ponto de abscissa 0.

(d) Fazer uma representagdo gréfica dos resultados obtidos e identificar a relagao estabelecida no Teorema 4.14.

4.17 Derivadas Sucessivas

Seja f uma fungdo derivavel definida num certo intervalo. A sua derivada f' € também uma fungdo, definida no
mesmo intervalo. Podemos, portanto, pensar na derivada da fungao f'.

4.17.1 Definicdo Sejafuma fungdo derivdvel. Se f’ também for derivdvel, entdo a sua derivada € chamada deri-
2

a'x{’ (1é-se derivada segunda de fem

vada segunda de f e é representada por f"(x) (1é-se f-duas linhas de x) ou

relagdo a x).

4.17.2 Exemplos
(i) Se f(x) = 3x* + 8x + 1, entdo:
f'(x) =6x + 8e
fx) =6.
(i) Se f(x) = tg x, entdo:
f'(x) = sec’xe
f"(x) = 2secx - secx-tgx

= 2sec’x - tg x.
(iii) Se f(x) = Vx* + 1, entio:
- 1, 2 -12
f{x) =E{x*+ 1) "¢ 2x

x(2+1) e

.r'_Tl(x’- +1)32.2x+ (¥ + 1) V2.1

1 x2

“Ve+1 V@t

f(x)

Se f" é uma fungéo derivavel, sua derivada, representada por f"(x), € chamada derivada terceira de f (x).

A derivada de ordem n ou n-ésima derivada de f, representada por f"’(x), € obtida derivando-se a derivada de ordem
n—1def.
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4.17.3 Exemplos
(i) Se f(x) = 3x" + 8x% entdo:
f'(x) = 15x* + 16x
f"(x) = 60x> + 16

f"(x) = 180x°

f¥(x) = 360x
f™(x) = 360
frix) =8

f"(x) =0, paran = 6.

(i) Se f(x) = e entio:

Fx) = 3o
fr(x) = 37
fm(x) = %exm

(ili) Se f(x) = sen x, entdo:

f'(x) = cosx
f"(x) = —senx

f"(x) = —cos x

cosx, paran=1,5,9, ...
—senx, paran = 2, 6,10, ...
—cosx, paran = 3,7,11, ..

senx, paran =4,8 12, ...



CapituLo 4 Derivada 1§§

L
4.18 Derivacido Implicita
4.18.1 Funcdo na Forma Implicita
Consideremos a equacio
F(x, ) =0. (H

Dizemos que a fun¢iio y = f(x) € definida implicitamente pela equagdo (1) se, ao substituirmos vy por f(x) em (1),
esta equagdo se transforma numa identidade.

4.18.2 Exemplos
B - ,
(i) A equagdo x~ + 2y - 1 = 0 define implicitamente a fungdo y = 2(1 — x°).
1
De fato, substituindo y = 2(1 — x*) na equagdo x* + 5 ¥~ 1= 0, obtemos a identidade 2+ % 2l —x)—1=0.

(ii) A equagio x* + y* = 4 define, implicitamente, uma infinidade de fungdes.
De fato, resolvendo a equacio para y como fungéo de x, temos:

y==V4 - =

Duas fungdes na forma implicita sdo obtidas naturalmente:

y=+Vad—-x* e y= - V4-x*

Os griéficos dessas funcdes sdo, respectivamente, a semicircunferéncia superior e inferior da circunferéncia de cen-
tro na origem e raio 2 (ver Figura 4.14).

AY AY
y=NaT-%
-2 2
2 2 % X
y=~Na-¥
-2
Figura 4.14

Podemos obter outras fungdes implicitas da equacgao x? + y? = 4. Se tomamos um niimero real ¢ qualquer entre
—2 e 2, podemos definir a fungao

V4 - x:  parax=c
-V4 — x! parax<ec.

h(x) =

A fung@o h(x) € definida implicitamente pela equagdo x* + y* = 4, pois x> + [h(x)} = 4 para todo x no domi-
nio de A.

Podemos ver o grifico da funcdo & na Figura 4.15. Observamos que esta fungdo ndo € continua no ponto c e, por-
tanto, ndo € derivdvel.
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Figura 4.15

Atribuindo diferentes valores a ¢, podemos obter tantas fungdes quantas queiramos. Assim, a equagiio x° + y* = 4,
define implicitamente uma infinidade de fungdes.

Nem sempre € possivel encontrar a forma explicita de uma fung¢do definida implicitamente, Por exemplo, como
explicitar uma funcio y = f(x) definida pela equacao

Y+ 3xy+2Iny =07

O método da derivagio implicita permite encontrar a derivada de uma funcio assim definida, sem a necessidade de
explicita-la.

4.18.3 A Derivada de uma Funcao na Forma Implicita

Suponhamos que F(x, y) = 0 define implicitamente uma funcdo derivavel y = f(x). Os exemplos que seguem mos-
tram que usando a regra da cadeia, podemos determinar y’ sem explicitar y.

Exemplos.
(i)  Sabendo que y = f(x) é uma funcio derivdvel definida implicitamente pela equagio x* + y* = 4, determinar y’'.

Como a equagiio x* + y> = 4 define y = f(x) implicitamente, podemos considerd-la uma identidade valida para
todo x no dominio de f.

Derivando ambos os membros desta identidade em relacao a x, temos:

(x2+ %) = (4)

ou,

(x*)"+ () = 0.

Como y = f(x), usando a regra da cadeia, vem
2x + 2yy' = 0.

Isolando y’, temos:

y = .
¥
Observamos que, neste exemplo, foi usado o fato de que y = f(x) € uma fung@o derivdvel definida implicitamente.
Esse resultado ndo € vilido para a fungao A(x), representada graficamente na Figura 4.15. De fato, embora esta fun¢ao
também seja definida implicitamente pela equagdo x* + y* = 4, ela ndo € continua no ponto x = ¢ e, portanto, nio €
derivdvel neste ponto.

(i) Sabendo que y = f(x) € definida pela equagio xy* + 2y’ = x — 2y, determinar y’'.

Sabemos que a equagiio xy” + 2y° = x — 2y € uma identidade quando substituimos y por f(x). Portanto, em todos
os pontos onde y = f(x) € derivavel, temos as seguintes igualdades:

(xy? +2y%)" = (x —2y)’
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(ey)" + (@) =iy - (2y)
x2yy + ¥y + 6yy =1-—2y.
[solando y’ na iltima igualdade, temos:

__1-¥
T 2xy + 6y +2

y

(ili) Se y = f(x) é definida por x’y*> + x sen y = 0, determinar y'.

Lembrando que y = f(x) e derivando em relagdo a x com o auxilio da regra da cadeia, temos:

x2+2y+y + 2xy’ + xcosyy +seny = 0.

Isolando y', vem:

2xy* + seny

y= " 2x%y + xcosy

(iv) Determinar a equacdo da reta tangente & curva ¥+ %y — 1 = 0 no ponto (—1, 0).
Derivando implicitamente em relagio a x, temos:

2x + %y' =0

Portanto, y' = — 4x. Nopontox = — 1,y = 4.

A equagdo da reta tangente a curva no ponto (—1, 0) é dada por:

y — 0 =4(x + 1), ou seja,

y=4x + 4

4.19 Derivada de uma Funcdo na Forma Paramétrica
4.19.1 Funcado na Forma Paramétrica Sejam:
{x = x(t)
y=7yt)

duas fungdes da mesma varidvel real 1, 1 € [a, b]. Entdo, a cada valor de 7 correspondem dois valores x e y. Considerando
estes valores como as coordenadas de um ponto P, podemos dizer que a cada valor de ¢ corresponde um ponto bem deter-
minado do plano xy. Se as fungdes x = x(1) e y = y(1) sdo continuas, quando ¢ varia de a até b, o ponto P(x(1), (1)) des-
creve uma curva no plano (ver Figura 4.16). As equacdes (1) sdo chamadas equagdes paramétricas da curva e ¢ € chama-

do pardmetro.
P
/—.—\ y(r} j— ---.\.

(1)

i
——
oW

Figura 4.16
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Vamos supor, agora, que a fun¢do x = x(¢) admite uma fun¢ao inversa ¢ = #(x). Nesse caso, podemos escrever
y = y[1x)]

e dizemos que as equacgées (1) definem y como fun¢ao x na forma paramétrica.

Eliminando o pardmetro ¢ nas equagdes (1), podemos obter a fungdo y = y(x) na forma analitica usual.

Muitas curvas importantes costumam ser representadas na forma paramétrica. Em geral, as equacoes paramétricas
sdo liteis porque, em diversas situagdes, elas simplificam os célculos. Elas também s@o muito usadas na Fisica para des-
crever 0 movimento de uma particula. A seguir, apresentamos as equacgoes paramétricas de algumas curvas e damos
exemplos de algumas fun¢des definidas na forma paramétrica.

4.19.2 Exemplos

x=2r+1
y=4r+3

definem uma fung¢ao y(x) na forma paramétrica.

(i) A equagdes [

: . 1 -~
De fato, a fung@o x = 2t + | € inversivel, e sua inversa é dada por = E(Jr — 1). Substituindo este valor na equa-
¢do y = 4r + 3, obtemos a equacdo cartesiana da fungdo y(x), que € dada por:

y=4E(“ 1)} o
— Zx—l— 1-
X = acost
e A 3
(i) As eq"aga(){y =asent, t € [0,2m), ;

onde a € uma constante positiva, representam uma circunferéncia de centro na origem e raio a.

Na Figura 4.17, visualizamos o pardmetro ¢, 0 = { = 27, que representa o dngulo formado pelo eixo positivo dos
X e o segmento de reta que une o ponto P & origem.

k ———————-
[
> ¥

Figura 4.17

Para obter a equagdo cartesiana, devemos eliminar o pardmetro .
Elevando ao quadrado cada uma das equacio em (2) e adicionando-as, obtemos:

= s
y> = a’*sen’t
x* + y?* = a*cos’t + a*sen’t

ou seja, x> + y* = a°.
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Observamos que, neste exemplo, ndo temos uma fungdo y(x) na forma paramétrica, porque a fungdo x = a cos  ndo
¢ inversivel no intervalo [0, 27]. No entanto, podemos obter uma ou mais fungdes vy = y(x) na forma paramétrica, res-
tringindo convenientemente o dominio.

1LY AY
P . N
| IR g ’ \\
' / \
] ' ‘
o 1 x TN L,
1 "3 X E ax
\\ p :
“ ’ ;
S 7 PN y
y = "J E ; y - -\J E - ;
Figura 4.18

Por exemplo, as equagoes

X =a cost
y=a sent, t € [0, 7]

I

definem, na forma paramétrica, a fungiio y = Va* — x° e as equagdes

X =a cost
y=a sent, t € [m, 27]

definem a fungdo y = —Va’ — x’ (ver Figura 4.18).

(iii) As equagoes

X =a cost 3)
y=bsent, 1t € [0,27],

|

onde a e b sdo constantes positivas, representam uma elipse de centro na origem e semi-eixos a € b, como mostra a Figura
4.19(a).

Nesse caso, o pardmetro f também representa um angulo e pode ser visualizado na Figura 4.19(b).

i
Z

(a) (b)

Figura 4.19
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Para obter a equagdo cartesiana da elipse dada, devemos eliminar o parametro r.
Multiplicando a primeira equacdo de (3) por b e a segunda equagio por a, obtemos:
bx = ab cos 1

ay = ab sen .
Elevando cada uma dessas equagdes ao quadrado e adicionando-as, vem:

b*x* = a’b? cos’t
a*y’ = a*b* sen’t
b2x + a'y? = a®b?* (cos’ t + sen’ 1)
= a2b2

ou, de forma equivalente,

xl 2
—2+y—=].

a b

Como no exemplo anterior, restringindo convenientemente o dominio, podemos definir uma ou mais fungdes y (x)
na forma paramétrica,

AY

Figura 4.20
Por exemplo, as equagdes

X =acost

y=bhbsent, 1t € [O,E],

2

definem, na forma paramétrica, a fungdo y(x) que estd representada na Figura 4.20.
(iv) As equagdes

3
xX=acos t
|

y=asen't, 0<t=<2m

onde a € uma constante positiva, representam a curva vista na Figura 4.21(a).

Esta curva € chamada astréide ou hipocicléide de 4 cispides e pode ser definida como a trajetéria descrita por um
ponto fixo P de uma circunferéncia de raio a/4, quando esta gira, sem escorregar, dentro de uma circunferéncia fixa de
raio a.

Na Figura 4.21(b), ilustramos o significado geométrico do pardmetro r.
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R i

(a) (b)
Figura 4.21

Para obter a equagdo cartesiana da curva, procedemos de forma andloga aos exemplos anteriores. Elevando cada
equagdo de (4) a poténcia 2/3 e adicionando-as, obtemos:

P = g5 cost
vy = g?3 sen’t
1% + yH3 = g?(cos’t + sen’ 1)

ou, de forma equivalente,
X4 2B = g2

.

Observamos que as equagdes (4) ndo definem uma fungéo y(x) na forma paramétrica porque x = a cos’t nio é
inversivel no intervalo [0, 277]. Portanto, se queremos definir uma fungdo y(x) na forma paramétrica, devemos tomar o
cuidado de restringir convenientemente o dominio.

4.19.3 Derivada de uma Funcdo na Forma Paramétrica
Seja y uma fungdo de x definida pelas equagdes paramétricas
x = x(t)

y = y(1), t € [a, b). (5)

Suponhamos que as fungdes y = y(1), x = x(¢) € sua inversa 1 = #(x) sdo derivaveis.
Podemos ver a funcdo y = v(x), definida pelas equag¢Bes (5), como uma fung¢do composta
y = y[t(x)]

e aplicar a regra da cadeia. Temos, entao:

dy
— r s 6

Como x = x(t) e sua inversa { = f(x) sdo derivdveis, pelo Teorema 4.14, vem:

, 1
t'{x) = 0 (7)

Substituindo (7) em (6), obtemos:
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: : d
Observamos que esta formula nos permite calcular a derivada £: sem conhecer explicitamente y como fungdo de x.

dx
4.19.4 Exemplos

d
(i) Calcular a derivada d_i da fungao y(x) definida na forma paramétrica pelas equagdes:

@ x=2t+1 b x=3t—-1

Yo ly=a+3 o B P

Solugdo.

(a) Temos:

dy _y(@ _4_,

dx x'(t) 2 '

(b) Temos:

ﬂ_y’(r) _18t—-6

PP Sl T (8)

. : d
Se quisermos o valor da derivada e A em fungio de x, devemos determinar 1 = (x) e substituir em (8). Temos:

dx
1
xr=3%-1 = r=§(x+l).

Substituindo em (8), vem:

dy _¢.1 _
—om B glet D=2

=2x

., , : dy ;
(ii) Determinar a derivada E da fungéo y(x) definida na forma paramétrica pelas equagdes

x = 4cos’t

y=4sen’t, Uﬂrﬂg-

Temos:

x'(t) = —12 cos’t sent

y'(t) = 12 sen’cos .

Portanto,

dy _y'(t) _ 12sen’tcost _  sent _ -

dx x'(t) —12 cos’tsent cos 1

Observamos que este resultado s6 € vilido para os pontos onde x'(r) # 0, ou seja, parat # Oer # g

(iii) Determinar a equagdo da reta tangente i circunferéncia x> + y* = 4, no ponto P(\/i, \/2).
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Solugdo. Vamos usar a fung@o y(x) definida na forma paramétrica pelas equacdes

x =2cost
y = 2sent, t € [0, w],

como vimos no Exemplo 4.19.2(ii). 5
Vamos, agora, calcular a inclinagdo da reta tangente no ponto P, ou seja, vamos calcular o valor da derivada d_}’ no

ponto P. Temos: &
dy y'(r)  2cost
dx x'(t) —2sent

= —cotg 1.

Precisamos determinar o valor do pardmetro f que corresponde ao ponto P.
Temos:

\/E=2¢osr
\/_=258nr,

™
e portanto = 7y

A equacdo da reta tangente & curva no ponto P(\/i, \/’i), ¢ dada por
y—V2= —1(x - V2),

ou seja,

y= - x+2V2.

4.20 Diferencial

4.20.1 Acréscimos Sejay = f(x) uma fungio. Podemos sempre considerar uma variagao da varidvel independen-
te x. Se x varia de x, a x,, definimos o0 acréscimo de x, denotado por Ax, como:

Ax = x, — x;.
A variag@o de x origina uma correspondente variacdo de y, denotada por Ay, dada por:

Ay = f(x2) — f(x1) ou,

Ay = f(x; + Ax) — f(x;) (ver Figura 4.22).

AY
f(x,)

Ay
f(x.)

Figura 4.22
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-
4.20.2 Diferencial Sejam y = f(x) uma funcdo derivédvel e Ax um acréscimo de x, Definimos:

(a) adiferencial da varidvel independente x, denotada por dx, como dx = Ax;

(b) adiferencial da varidvel dependente y, denotada por dy, como dy = f'(x) - Ax.

d ;
De acordo com a definigio anterior, podemos escrever dy = f'(x) - dx ou d_i) = f'(x).

Assim, a notagio d_y ja usada para f'(x), pode agora ser considerada um quociente entre duas diferenciais.
X

4.20.3 Interpretacdo Geomeétrica Consideremos a Figura 4.23, que representa o grafico de uma fungio y =
f(x) derivavel.
O acréscimo Ax que define a diferencial dx estd geometricamente representado pela medida do segmento
PM [P(xy, f(x,)) e M(x,, f(x,))] (ver Figura 4.23).

AY
fixy)

Ay

Figura 4.23

O acréscimo Ay estd representado pela medida do segmento MQ [Q(x,, f(x,)].

A reta 1 € tangente & curva no ponto P. Esta reta corta a reta x = x, no ponto R, formando o tridngulo retangulo
PMR. A inclinagio desta reta r é dada por f'(x,) ou tg a. Observando o tridngulo PMR, escrevemos:
MR
PM’

fiin) =tga =

onde MR e PM sio respectivamente as medidas dos segmentos MR e PM. Usando o fato de que f'(x;) = ﬂ conclui-
St Es el dx
mos que dy = MR, jd que PM = dx.
Observamos que, quando Ax torna-se muito pequeno, o mesmo ocorre com a diferenca Ay — dy. Usamos esse fato
em exemplos priticos, considerando Ay = dy (Ay aproximadamente igual a dy), desde que o Ax considerado seja um
valor pequeno.

4.20.4 Exemplos

(i) Sey=2x?— 6x + 5, calcule 0 acréscimo Ay para x = 3 e Ax = 0,01.

Usando a definicdo de Ay, escrevemos:

Ay = f(x + Ax) — f(x)
=f(3+001) — £(3)
= (301) - f(3)
=[2-(3,01)’-6:301+5]-[2-32—6-3 + 5]
= 35,0602 — 5
= 0,0602.
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(ii) Se y = 6x% — 4 calcule Ay e dy para x =2 e Ax = 0,001.
Usando a defini¢do de Ay, temos:
Ay = f(x; + Ax) — f(xy)

= £(2 +0001) — £(2)

=[6-(2,001)* — 4] — [6- 2> — 4]

= 20,024006 — 20

= 0,024006.
Usando a definicéo de dy, temos:
dy = f'(x) + Ax

= 12x - Ax

=12-2 0,001

= 0,024.

Observamos que a diferenga Ay — dy = 0,000006 seria menor caso usdssemos um valor menor que 0,001 para Ax.
(iii) Calcule um valor aproximado para v 65,5 usando diferenciais.

Seja y = f(x) a funcdo definida por f(x) = \3/;

Escrevemos:

1
y+ Ay=Vx+ Ax e dy = —=dx.

3x%3

Fazemos x = 64 e Ax = 1.5, isto porque 64 € o cubo perfeito mais proximo de 65,5.
Portanto,
x+Ax=655,dx=Ax=15¢

1 15
3607 P =316

dy = = 0,03125.

Entdo,

V655 =V64 +15=Vx+ Ax =y + Ay.
Fazendo Ay = dy, obtemos finalmente que:

V655=y+ Ay =4 + 0,03125
= 4,03125.

(iv) Obtenha um valor aproximado para o volume de uma fina coroa cilindrica de altura 12 m, raio interior 7 m e
espessura 0,05m. Qual o erro decorrente se resolvermos usando diferenciais?

A Figura 4.24 representa o sélido de altura A, raio interior r e espessura Ar.
O volume V do cilindro interior € dado por:

V=mr-h
=q-7t-12
= 5887 m".
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Ar=0,05m

h=12m

Figura 4.24

Dando um acréscimo Ar o volume da coroa serd igual a variacdo AV em V.

Usando diferenciais, temos:

AV =dV = 2arh Ar
=27 -7-12 0,05
= 8,47 m’.
O volume exato serd
AV =a(r + Ar)* - h — wr*h
= m(705)2 12 — 7+ 7?12
= 596,437 — 588w
= 8437 m’.

Portanto, o erro cometido na aproximag¢ao usada foi
AV = dV = 0,037 m’.

e e St
4.21 Exercicios

Nos exercicios 1 a 12 calcular as derivadas sucessivas até a ordem 7 indicada.

1. y=3x"-2x;n=>5 2. y=axr*+bx*+ex+d,n=3
3. y=3-2x*+4xn=10 4. y=V3-xn=2
5. y= . n=4 6. y=e¥"% g=3
x—=1 ) '
1
7.y=e—x;n=4 8. y=In2x; n=2
9. y=senax; n=7 10.y=—2cos%;n=5
M. y=tgx;n=3 12. y=arctgx; n=2

13. Achar a derivada de ordem 100 das fungdes:

a) y=senu; b) y= cosx.



14.

15.

16.

17.

18.

19,

20.

21.

22.

23.
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(n) — (—1)"n!_

Mostrar que a derivada de ordem n da fungdo y = 1/x € dada por y i

X

Mostrar que a derivada de ordem n da fungdo y = ™ é dada por y") = a"e™.

Sejam f(x) e g(x) fungdes derivdveis ate 3* ordem. Mostrar que:

a) (fe)" =gf" +2f'g" +fg"

B (fg)" =gf" +3f"g +3f'g" + fg".

Mostrar que x = A cos (wf + @), onde A, w e a sdo constantes, satisfaz a equagdo

. . dx
x+w2x=0 (I=F)'

d
Calcular y' = d—’v das seguintes funcoes definidas implicitamente.
x
a x+y'=a4d

o0 Vx+Vy=Va

e) acos’(x+y)=b>b

gy e =x+y

by ©+xy+y*=0

- R
x+y

d)

i tgy=xy

Determinar as retas tangente e normal a circunferéncia de centro (2, 0) e raio 2, nos pontos de abscissa 1.

2 2
X
Demonstrar que a reta tangente a elipse g + i—z = 1 no ponto (xg, yo) tem a equagio
XXo | YW
—L 4= =1,
a’ b’

’@Em que pontos a reta tangente & curva y* = 2x° ¢ perpendicular a reta 4x — 3y + 1 = 0?

) Mostrar que as curvas cujas equagdes sdo 2x% + 3y? = 5 e y? = x° interceptam-se no ponto (1, 1) e que

suas tangentes nesse ponto sdo perpendiculares.

d
Calcular a derivada y’ = d_Jt"' das seguintes fungdes definidas na forma paramétrica. Para quais valores de ¢, y’ estd
definida? '
5 xX=cos2t
@ {*”! ®) -
y=1, t € (0, +x) y = sen 2t, IE[:O,E—}
S
© x =3cost @ e
e
y =4sent, 1 € [m,2m] y=sen3r,tE(—%,0)
x =21 x =8cos’t
(e) | - : (f) _ 3
y=r+35 —o<t<+x y=8sen’t, t €0, 7]

24, Determinar a equagiio da reta tangente a elipse

x =12cost
y =3sent, t € [0, 2]
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25,

26.

27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.

34.
35.

36.

no ponto P (\/E, 3—\2/_3)

’-@Determjnar as equagOes da reta tangente e da reta normal a astréide

X =cos’t
y =sen’t, t €0, 2]

onto P (—1 M)
mop 8 8

Encontrar Ay — dy das fungdes dadas.

+1
a) y=3x>—-x+1; b)y=2'\/;; c}y:22~1‘

Encontrar Ay e dy para os valores dados

a) y=§; Ax=0001; x=1;
b) y=5x*—6x; Ax=0,02; x =0;
2+ 1

c) y= s Ax=0,1; x = —1.
x =1
Calcular um valor aproximado para as seguintes raizes, usando diferencial.

a) V50, b) V635 ) V13

Calcular a diferencial das seguintes fungdes:

+1
a) y = In (3x* — 4x); b) y= xer y c) y =sen (5x* + 6).

A area S de um quadrado de lado x € dada por S = x”. Achar o acréscimo e a diferencial desta fungdo e determinar
0 valor geométrico desta dltima.

Dar a interpretagdo geométrica do acréscimo e da diferencial da fungéio § = mx” (drea do circulo).

Uma caixa em forma de um cubo deve ter um revestimento externo com espessura de 1/4 cm. Se o lado da caixa é
de 2 m, usando diferencial, encontrar a quantidade de revestimento necesséria.

Um material estd sendo escoado de um recipiente, formando uma pilha conica cuja altura é sempre igual ao raio da
base. Se em dado instante o raio € 12 cm, use diferenciais para obter a variagdo do raio que origina um aumento de
2 cm’ no volume da pilha.

Use diferenciais para obter o aumento aproximado do volume da esfera quando o raio varia de 3 cm a 3,1 cm.

Um terreno, em desapropriacdo para reforma agréria, tem a forma de um quadrado. Estima-se que cada um de seus
lados mede 1.200 m, com um erro maximo de 10 m. Usando diferencial, determinar o possivel erro no cilculo da
drea do terreno.

Um pintor € contratado para pintar ambos os lados de 50 placas quadradas de 40 em de lado. Depois que recebeu
as placas verificou que os lados das placas tinham 1/2 cm a mais. Usando diferencial, encontrar o aumento aproxi-
mado da porcentagem de tinta a ser usada.



Neste capitulo, apresentaremos as aplicagbes da Derivada.

Em diversas areas encontramos problemas que serdo resolvidos uti-
lizando a derivada como uma taxa de variagao.

A andlise do comportamento das funcdes sera feita detalhada-
mente, usando definicdes e teoremas que envolvem derivadas.

Finalmente, introduziremos as regras de L'Hospital, que serdo
usadas no calculo de alguns limites.

5.1 Taxa de Variacdo

Na Se¢do 4.2 vimos que, quando um corpo se move em linha reta de acordo com a equagdo do movimento s = (1),
a sua velocidade € dada por v = s5'(1).

Sabemos que a velocidade representa a razdo de variagdo do deslocamento por unidade de variagdo do tempo.
Assim, a derivada s'(f) € a taxa de variagdo da fungdo s(t) por unidade de variagao ¢.

O mesmo ocorre com a aceleragdo que € dada por a(f) = v'(r). Ela representa a razao de variacdo da velocidade
v (#) por unidade de variacio do tempo 1.

Toda derivada pode ser interpretada como uma taxa de variagdo. Dada uma funcdo y = f(x), quando a varidvel inde-
pendente varia de x a x + Ax, a correspondente variagdo de y serd Ay = f(x + Ax) — f(x). O quociente

Ay _ f(x + Ax) — f(x)

Ax Ax
representa a taxa média de variagdo de y em relacdo a x.
A derivada
; x + Ax) —F(x
3y = fim LEF A0 — @),

Ax—0 Ax

€ a taxa instantdnea de variagdo ou simplesmente faxa de variacdo de y em relagdo a x.
A interpretagdo da derivada como uma razdo de variacdo tem aplicagdes prdticas nas mais diversas ciéncias.
Vejamos alguns exemplos.

5.1.1 Exemplos
(1) Sabemos que a drea de um quadrado € fung¢do de seu lado. Determinar:

(a) a taxa de variacdo média da drea de um quadrado em relag@o ao lado quando este varia de 2,5 a3 m.;
(b) ataxa de variacao da drea em relacdo ao lado quando este mede 4 m.
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Solugdo: Sejam A a 4rea do quadrado e [ seu lado. Sabemos que A = [*.
(a) A taxa média de variagdo de A em relagdo a I quando / varia de 2,5 m a 3 m € dada por:

AA _ A(3) — A(2)5)
Al 3-25

9-625
0.5

75

]

= 5,5.
(b) A taxa de variagido da drea em relagdo ao lado é dada por:
dA d

byl Y ol )
dl dl(“
=21

Quando / = 4, temos:

dA

e 2:4=8

ou,

dA

— =8.

dl |

Portanto, quando / = 4 m, a taxa de variagio da drea do quadrado serd de 8 m” por variagio de 1 metro no com-
primento do lado.

(2) Uma cidade X € atingida por uma moléstia epidémica. Os setores de satide calculam que o nimero de pes-
soas atingidas pela moléstia depois de um tempo f (medido em dias a partir do primeiro dia da epidemia) €,
aproximadamente, dado por:

3

(1) = 64¢ - ‘5

(a) Qual a razdo da expansdo da epidemia no tempo 1 = 47
(b) Qual a raziio da expansdo da epidemia no tempo 7 = 8?
(¢) Quantas pessoas serdo atingidas pela epidemia no 5° dia?

Solugao: A taxa com que a epidemia se propaga é dada pela razdo de variagio da fungio f(1) em relagio a r.
Portanto, para um tempo t qualquer, essa taxa ¢ dada por:

f'(t) =64 - .
(a) Notempo 1 = 4, temos:
f'(4) =64 — 16 = 48.
Logo, no tempo ¢t = 4, a moléstia estd se alastrando & razao de 48 pessoas por dia.
(b) Notempo t = 8, temos:
f'(8) =64 — 64
=0,

Portanto, no tempo 1 = 8 a epidemia estd totalmente controlada.
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(¢) Como o tempo foi contado em dias a partir do 1° dia de epidemia, o 5° dia corresponde & variagio de r de 4
para 5.

O niimero de pessoas atingidas pela moléstia durante o 5° dia serd dado por:
g.’- 43
f(5) — f(4) =(64-5vh§)—(64-4—§)

125 64
= 320 — —— — 256 + —
20— :

I

43.

No item (a), vimos que no tempo ¢ = 4 (inicio do 5° dia), a epidemia se alastra a uma taxa de 48 pessoas por dia.
No item (c), calculamos que durante o 5% dia 43 pessoas serdo atingidas. Essa diferenga ocorreu porque a taxa de propa-
gacao da moléstia se modificou no decorrer do dia.

(3) Analistas de producao verificaram que, em uma montadora x, o niimero de pegas produzidas nas primeiras ¢
horas didrias de trabalho € dado por:

_|50(¢ +¢t), paraO0=r=<4

I s
£ 200(t + 1), para 4=1t=38.

(a) Qual a razdo de produgio (em unidades por hora) apés 3 horas de trabalho? E apds 7 horas?
() Quantas pecas sdo produzidas na 8 hora de trabalho?
Solucdo:
(a) A razdo de producio ap6s 3 horas de trabalho € dada por f'(3). Para t < 4, temos:

f(t) =50(2t +1).
Portanto,

f'(3) =50(2-3+1)

= 350.

Logo, apds 3 horas de trabalho a razdo de produgao € de 350 pecas por hora de trabalho.
A razdo de produgiio ap6s 7 horas de trabalho € dada por f'(7). Para 1 > 4,
f'(®) = 200.
Logo, ap6s 7 horas de trabalho a razio de producao é de 200 pegas por hora de trabalho.
(b) O nimero de pegas produzidas na 8* hora de trabalho ¢ dado por:
f(8) — f(7) =200(8 +1) — 200(7 + 1)
= 200.

Neste exemplo, o niimero de pecas produzidas na 8* hora de trabalho coincidiu com a razo de produgéo apés 7
horas de trabalho. Isso ocorreu porque a razdo de producio permaneceu constante durante o tempo considerado.

(4) Um reservatério de dgua estd sendo esvaziado para a limpeza. A quantidade de dgua no reservatorio, em litros,
t horas apds o escoamento ter comegado € dada por:

V =50(80 — 1)?

Determinar:
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(a) A taxa de variacdo média do volume de dgua no reservatério durante as 10 primeiras horas de escoamento.
(b) A taxa de varia¢do do volume de dgua no reservatério apés 8 horas de escoamento.

(¢) A quantidade de dgua que sai do reservatério nas 5 primeiras horas de escoamento.

Solugdo:
(a) A taxa de variacdo média do volume nas 10 primeiras horas ¢ dada por:

Av _ 50(80 — 10)® — 50(80 — 0)?
At 10
_50[70° — 807
a 10
50 - (—150)
= —7.500 1/hora.

O sinal negativo aparece porque o volume de dgua estd diminuindo com o tempo.

(b) A taxa de variagdo do volume de 4gua num tempo qualquer € dada por:
dv
E—SO-Z(SO—I)( - 1)
= —100(80 — 1).

No tempo, t = 8, temos:

av
dt |(s)

]

—100(80 — 8)

—100 - 72
= =720 1/h.
(¢) A quantidade de dgua que sai do reservatorio nas 5 primeiras horas € dada por:
V(0) — V(5) = 50(80)" — 50(75)*
= 38.750 1.

Em muitas situagdes préticas a quantidade em estudo ¢ dada por uma fungdo composta. Nestes casos, para deter-
minar a taxa de variagdo, devemos usar a regra da cadeia. Vejamos os exemplos que seguem.

(5)  Um quadradro de lado / estd se expandindo segundo a equagdio / = 2 + %, onde a varidvel  representa o
tempo. Determinar a taxa de variagdo da area desse quadrado no tempo 1 = 2.

Solugdo: Seja A a drea do quadrado. Sabemos que A = Peque! = 2 + %

5 dA
A taxa de variagdo da area em relacao ao tempo, num tempo ¢ qualquer € dada por ——.

Usando a regra da cadeia, vem: “
dA _da di
dt dl dt
=2-2
=4l

=42+ 1) 1.
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ki

No tempo ¢ = 2, temos:

dA
—| =4(2+2) -2
dr 2) ( )

= 48 unid. drea/unid. tempo.

(6) O raio de uma circunferéncia cresce a razdo de 21 cm/s. Qual a taxa de crescimento do comprimento da cir-
cunferéncia em relagdo ao tempo?

Solugdo: Sejam r = raio da circunferéncia,

t = tempo,

| = comprimento da circunferéncia.
Da geometria, sabemos que / = 27r.

dr
Por hipdtese, a taxa de crescimento de r em relagéo a f é e 21 cm/s.

dl
A taxa de crescimento de / em relagdo a r € dada por T Usando a regra da cadeia, vem:

dl _ dl dr
dt  dr di
dr
dr
=2mr-21
= 42 7 cm/s.

= 2qr »

(7) Um ponto P(x, y) se move ao longo do gréfico da fun¢do y = 1/x. Se a abscissa varia & razdo de 4 unidades
por segundo, qual € a taxa de variacdo da ordenada quando a abscissa € x = 1/10?7

Solucdo: Temos:
£y 4y dx
dt dx dt
. A dx dy 1
Como x varia a razdo de 4 unid./seg, =N =4.Como y = 1/x, ) TR
Entio,

dy 1
== _— .4
dt **

—4

= 5 -
.

Quando x = 1/10, temos:

L

dt  (1/10)?
= —4-100
= —400.

Portanto, quando a abscissa do ponto P € x = 1/10 e estd crescendo a uma taxa de 4 unid./seg a ordenada decresce
a uma razdo de 400 unid./s. Intuitivamente, podemos perceber isso analisando o gréifico de f (ver Figura 5.1).
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Y
1OI]

110 X

Figura 5.1

(8) Acumula-se areia em um monte com forma de um cone onde a altura € igual ao raio da base. Se o volume de
areia cresce a uma taxa de 10m*/h, a que razio aumenta a drea da base quando a altura do monte é de 4 m?

Solugdo: Sejam V = volume de areia,
h = alwura do monte,
r = raio da base,
A = drea da base. (Ver Figura 5.2.)

Figura 5.2
Da geometria, sabemos que:
A=mr (1)
V= 1 2h 2
=3 mrh (2)

dv
Por hipétese, — - = 10 m'/h e h = r. Substituindo A = r em (2), temos:

V= -1—1rr3.

3 3)

dA
Queremos encontrar a taxa de variagio —E quando r = 4 m.

Derivando (1) em relagdo a ¢, temos:

dA _dA dr
dr dr dt
dr

= 2-'n'rc dt-

ar.

Precisamos determinar it

Derivando a equagao (3) em relagdo a 1, vem:
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i

v _dv. dr
dt dr dt
d
=1‘rr2-d—;.

1%
Como % = 10 m’/h, temos:

dr 1
—=—-10
dt wr’

_ 10,

wr

Portanto,
da _, 10
dt mr

_20

o

dA 20

Quandor =h =4 m, ik e 5.

Logo, quando a altura do monte € de 4 m, a 4rea da base cresce a uma taxa de 5 m*/h.

5.2 Analise Marginal

A interpretagdo da derivada como uma taxa de variagdo é amplamente utilizada em Economia, englobando os con-
ceitos de custo marginal, receita marginal, elasticidade etc.

A denominagdo “marginal” utilizada pelos economistas indica uma variagao “na margem”, significando que € con-
siderada como um limite.

Apresentamos, a seguir, os principais conceitos utilizados.

5.2.1 Custo Marginal
Vamos supor que o custo total para produzir e comercializar g unidades de um produto € dado por:

C =C(q)
Se aumentarmos a produgio de ¢ para ¢ + Agq, o acréscimo correspondente no custo total € dado por:

AC = C(q + Aq) — C(q)

A taxa média de acréscimo no custo, por unidade acrescida na produgdo, no intervalo (g, ¢ + Ag] € dada por:

AC _C(qg+ Aq) —C(q)
Ag Agq

O custo marginal € definido como o limite.

e representa a taxa de variagio instanténea do custo total, por unidade de variagdo da quantidade produzida, quando esta
se encontra num nivel g.
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Se denotamos por CM (q), o custo marginal, temos:

TR AT g

L CM(g) =Clg)

sempre que a fungdo custo C = C(g) for derivdvel em g.

5.2.2 Receita Marginal
De modo andlogo, se denotamos por R(q) a receita total obtida com a comercializagdo de ¢ unidades de um produ-

to, temos que:
AR = R(q + Aq) — R(q)

€ 0 acréscimo ocorrido na receita total quando a demanda aumenta de g para ¢ + Ag unidades.
A receita marginal € a taxa de variagio instantdnea da receita total por unidade de variaciio da demanda, quando

esta se encontra num nivel g e € dada por:
AR

T sl
A;Elo Ag

Se a fungao R = R(gq) € derivdvel em g, denotando a receita marginal por RM (g), vem:

“RM(q) = R(q)

5.2.3 Elasticidade
Dada uma fungdo y = f(x), a elasticidade de y em relagdo a x € definida por:

Ay
E(x) = lim 2.

a0 Ax (1)
X

€ representa a taxa de variagao percentual da varidvel dependente y em relagéio & variagio percentual na varidvel inde-

pendente x.
Podemos reescrever a equagdo 1, como:

(2)

A elasticidade E(x) mede a tendéncia de resposta de y a pequenas variacdes de x.
Se E(x) € positiva. um aumento percentual em x acarretard uma variagdo percentual positiva em y. Se E(x) € nega-

tiva, um aumento percentual em x acarretard uma variagio percentual negativa em y.
Em situages préticas, geralmente, usa-se uma aproximacio da equagdo (1), como segue: sejam T 0 acréscimo per-

centual da varidvel independente x e A a variagdo percentual correspondente em y. Temos, entdo:

A=E(x)r7. (3)

5.2.4 Exemplos
(i)  Supor que o gerente de uma empresa de transporte coletivo deva decidir se oferece uma viagem didria a mais

numa determinada linha.
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e

Essa decisdo deve ser tomada numa base financeira, isto €, a viagem extra s6 serd implementada se ela gerar lucro
para a empresa.

Se a empresa realiza 12 viagens didrias nessa linha, qual deve ser a decisdo do gerente, se ele usar como informacao
os grificos da receita total e do custo total dados na Figura 5.3 (a) e (b)?

4 $ Custo
. total
Receita Receita
total
12 q
(b)

Figura 5.3

Solugio: Como a receita marginal é dada por RM(q) = R'(q), ela representa a inclinagao da curva da receita
total R. Da mesma forma o custo marginal € a inclinagdo da curva de custo total C, pois CM (g) = C'(q).

Na Figura 5.4 (a) e (b), representamos novamente as curvas K e C, juntamente com suas retas tangentes, fz € 1., no
ponto correspondente a g = 12.

F 3
$ C Ts Custo A
R=t total S
Receita Receita
Custo
total
1 & 1
12 q 12 q
(a) (b)
Figura 5.4

Analisando a Figura 5.4 (a), vemos que a inclinagdo da curva de custo ¢ menor que a da receita, ou seja, o custo
marginal é menor que a receita marginal. Portanto nessa situagao, a decisdo do gerente deve ser a de implementar a
viagem extra.

Observando a Figura 5.4 (b) vemos que a inclinagio da curva de custo é maior que a da receita, ou seja, o custo
marginal é maior que a receita marginal. Isso significa que a empresa terd um custo adicional maior que a receita adi-
cional, se ela oferece uma viagem a mais. Portanto, nesse caso, a decisdo do gerente deve ser a de ndio implementar a
viagem extra.

(ii) Supor que o custo total, no periodo de um més, de uma empresa que produz ¢ unidades de um produto € dado

por:

100 + 24, 0=gq =600
C(q) = {1.300 + Vgq — 600, 600 < g = 1.500
1.330 + (g — 1.500)°, g > 1.500
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e que a receita total ¢ dada por:
R(q) = 1,32q.

Determinar:

(a) O custo médio por unidade produzida a um nivel de producdo g = 1.000.

(b) O custo marginal para ¢ = 1.000.

(¢) O nivel de produg@o g para o qual o custo marginal iguala a receita marginal.

(d) O intervalo em que pode variar o nivel de produgio de forma a manter a empresa vidvel, isto €, tal que a recei-
ta total € maior que o custo total.

Solugéo:

(a) Para 600 < g = 1.500 o custo de produgdo € dado por:

C(q) = 1.300 + Vg — 600

Portanto, o custo total no nivel de producao ¢ = 1.000 € dado por:

C(1.000) = 1.300 + V/1.000 — 600

= 1.320 unidades monetdrias

O custo médio por unidade produzida, neste caso, € dado por:

1.320
1.000

= 1,32 unidades monetdrias

C(1.000) =

(b) O custo marginal para g = 1.000 € dado por:

CM(1.000) = C'(1.000)

Como C(g) = 1.300 + Vg — 600, para 600 < g = 1.500, temos:

C'(q) = %(q — 600) 72, para 600 < g < 1.500.

Portanto,
CM(1.000) = % (1.000 — 600) ~'2

= 0,025 unidades monetdrias
(¢) O custo marginal € dado por:
2, 0 < g < 600
CM(q) =C'(q) = %(q — 600) "2, 600 < g < 1.500
2(g — 1.500), q > 1.500
A receita marginal é dada por:
RM(q) = R'(q) = 132
Devemos encontrar ¢ tal que C'(g) = R'(q).
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P

Como C’(q) ¢é definido de forma distinta nos intervalos (0,600), (600, 1.500) e (1.500, + =) devemos analisar em
cada um desses intervalos separadamente. Temos:

* Paa0<g<600,C'(g) =2eR'(q) =132
Logo, CM(gq) # RM(q) para todo g nesse intervalo.

e Para 600 < g < 1.500, vem:

1
> (g — 600)7"2 = 132

T 264
1 2
q &m“(zm)
g = 600,14

* Para g > 1.500, vem:
2(g — 1.500) = 1,32 ou de forma equivalente g = 1.500,66.

Observamos que nos pontos ¢ = 600 e g = 1.500 a fungdo C nio € derivdvel, ndo sendo possivel, portanto, deter-
minar 0s custos marginais para esses niveis de produgdo. Na prética isso pode ocorrer, por exemplo, quando um recur-
s0 tecnoldgico s6 pode ser utilizado para uma determinada faixa do nivel de produgio.

(d) E interessante, nesse item, fazer uma andlise grifica. Na Figura 5.5, apresentamos os gréficos das fungdes
custo total C (g) e receita total R ().

Analisando esses grificos observamos que o grifico de R(g) estd acima do gréfico de C(g) no intervalo
1.000 < g < 1.530, aproximadamente.

@)
R(q)

q

U
|
L
i
1
1
1
|
i
[
1
1
1
1
|
|
i
Y L | Il —

]
]
I
!
'
|
|
|
il

15 4

200 460 660 800 1.000 1.200 1.400 1.600 1.800
Figura 5.5

Determinando analiticamente esse intervalo usando as expressdes que definem o custo e a receita, obtemos que
C(q) = R(q) para 1.000 = g = 1.526,26.
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(i) A quantidade de televisores demandada numa cidade X, num determinado periodo, € fungao de seu prego e
€ expressa por:

qg =300 - 0,1p

Calcular e interpretar o valor da elasticidade para um nivel de pre¢o p = 400 unidades monetarias.

Solugdo: Temos:

d
E(p) = o

Para p = 400, vem:

400
E(400) = _0’1-3{)0-—0,1-460
400
= -0, " 260
= —Q,15.

Observamos que a elasticidade deu um valor negativo, como intuitivamente poderiamos esperar, jd que, em
condigdes normais, o aumento de preco de um produto inibe a sua demanda.

O valor obtido significa que um aumento percentual no preco, por exemplo 7 = 20%, acarretard uma diminuicio
percentual aproximada da demanda de:

A

E(400) - 7
~0,15 - 20%
= —3%

(iv) A elasticidade da demanda em relacdo i tarifa do sistema de transporte piblico de uma cidade x é —0,30,
quando a tarifa média € de 80 centavos por viagem. Supor que o sistema transporta 200.000 passageiros no
periodo de pico matutino didrio.

(a) Estimar a queda na demanda se a tarifa média cresce 2,5%.

(b) Tustrar a sensibilidade desse resultado em relagdo ao valor da elasticidade.

Solugdo:
(@) Sejam:
q = demanda (n® de passageiros transportados);
Tar = tarifa;
E(Tar) = elasticidade da demanda em relag@o A tarifa;
¥ = aumento percentual na tarifa;
A = variagio percentual na demanda;
Ag = variagdo na demanda (em n° de passageiros).
Temos:
q = 200.000
Tar = 80 centavos
T = 2,5%

E(Tar)y = —0,30
Como 7 = 2,5% e E(Tar) = —0,30, usando a equacdo(3), vem:
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e

A=E(Tar) 7
= —0,30-2,5%
= —0,75%.

Usando, agora, uma regra de trés simples, podemos obter a variagdo Ag na demanda. Temos:
100% <« 200.000
—0,75% <+ Ag

e, dessa forma,

200.000 - —0,75
100
= —1.500.

Ag =

Portanto, havera uma queda de 1.500 passageiros na demanda.
Observamos que ndo utilizamos diretamente o valor da tarifa na solugdo. Esse dado foi usado de forma indireta,
pois o valor da elasticidade dado no problema referia-se a esse nivel de tarifa. Em geral, a elasticidade da demanda varia

com o nivel da tarifa praticada.

(b) Para simular a sensibilidade do resultado obtido em relagdo ao valor da elasticidade, vamos simular duas
situagoes:

E(Tar) = —02e E(Tar) = —04
Para E(Tar) = —0,2,temos A = —05e

_ 200.000 - —0,5
100

Para E(Tar) = —04,temos A = —10e

Ag = —1.000 passageiros.

200000 - —1,0
100

Ag = —2.000 passageiros.

Podemos ver, assim, que, quanto maior € a elasticidade, em valor absoluto, maior € a variagdo na demanda.

5.3 Exercicios

1. Numa granja experimental, constatou-se que uma ave em desenvolvimento pesa em gramas

1
20+ =(t+4), 0=t=60
W() = 2( )

24,41 +604 ,60=r=9
onde ¢ € medido em dias.
(a) Qual a razdo de aumento do peso da ave quando t = 507
() Quanto a ave aumentard no 51° dia?
(¢) Qual a razio de aumento do peso quando 1 = 807
2. Uma peca de carne foi colocada num freezer no instante r = 0. Apés 1 horas, sua temperatura, em graus centigra-

dos, é dada por:
4
= . g =t =
T(t) 30 = 5t e 0 =t=<S5.
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10.

11.

12.

13.

14,

15,

16.

Qual a velocidade de reduc@o de sua temperatura apos 2 horas?

A temperatura de um gés ¢ mantida constante e sua pressao p em kgf/cm® e volume v em cm? estdo relacionadas
pela igualdade vp = ¢, onde c € constante. Achar a razdo de variacio do volume em relagdo a pressao quando esta
vale 10 kgf/em™.

. Uma piscina esta sendo drenada para limpeza. Se o seu volume de dgua inicial era de 90.000 litros e depois de um

tempo de ¢ horas este volume diminuiu 2.500 7 litros, determinar:
(a) tempo necessdrio para o esvaziamento da piscina;
(b) taxa média de escoamento no intervalo [2, 5];

(c) taxa de escoamento depois de 2 horas do inicio do processo.

Um apartamento estd alugado por R$ 4.500,00. Este aluguel sofrerd um reajuste anual de R$ 1.550,00.
(a) Expresse a funcdo com a qual podemos calcular a taxa de variagao do aluguel, em ¢ anos.

(b) Calcule a taxa de variagio do aluguel apés 4 anos.

(¢) Qual a porcentagem de variagdo do aluguel depois de 1 ano do primeiro reajuste?

(d) Que acontecerd & porcentagem de variagio depois de alguns anos?

2 s : " )
Numa pequena comunidade obteve-se uma estimativa que daqui a r anos a populagdo serdde p (1) =20 — ——

milhares. 1
(a) Daqui a 18 meses, qual serd a taxa de variagdo da populacdo desta comunidade?

(b) Qual ser4 a variagio real sofrida durante o 182 més?

Seja r a raiz ciibica de um nimero real x. Encontre a taxa de variagdo de r em relagdo a x quando x for igual a 8.

- Um liguido goteja em um recipiente. Ap6s ¢ horas, ha 5S¢ — 7'/ litros no recipiente. Qual a taxa de gotejamento de

liquido no recipiente, em 1/hora, quando r = 16 horas?

Um tanque tem a forma de um cilindro circular reto de 5 m de raio de base e 10 m de altura. No tempo ¢ = 0, a
4gua comega a fluir no tanque  razio de 25 m’/h. Com que velocidade o nivel de dgua sobe? Quanto tempo levard
para o tanque ficar cheio?

Achar a razdo de variagdo do volume v de um cubo em relag@o ao comprimento de sua diagonal. Se a diagonal est4
se expandindo a uma taxa de 2 m/s, qual a razdo de variacio do volume quando a diagonal mede 3 m?

Uma usina de britagem produz p6 de pedra, que ao ser depositado no solo forma uma pilha cénica onde a altura é
aproximadamente igual a 4/3 do raio da base.

(@) Determinar a razio de varia¢io do volume em relagéo ao raio da base.

(b)  Se o raio da base varia a uma taxa de 20 cm/s, qual a razao de variagdo do volume quando o raio mede 2 m?

Os lados de um tridngulo eqiiilitero crescem 4 taxa de 2,5 cm/s.
(@) Qual € a taxa de crescimento da drea desse tridngulo, quando os lados tiverem 12 ¢cm de comprimento?
(k) Qual € a taxa de crescimento do perimetro, quando os lados medirem 10 cm de comprimento?

Um objeto se move sobre a pardbola y = 2x° + 3x — 1 de tal modo que sua abscissa varia & taxa de 6 unidades
por minuto. Qual € a taxa de varia¢do de sua ordenada, quando o objeto estiver no ponto (0, —1)?

Um trem deixa uma estagao, num certo instante, e vai para a diregao norte a razdo de 80 km/h. Um segundo trem
deixa a mesma estac@o 2 horas depois e vai na direg@o leste a razdo de 95 km/h. Achar a taxa na qual estdo se sepa-
rando os dois trens 2 horas e 30 minutos depois do segundo trem deixar a estacéo.

Uma lampada colocada em um poste estd a 4 m de altura. Se uma crianga de 90 cm de altura caminha afastando-se
da lampada a razédo de 5 m/s, com que rapidez se alonga sua sombra?

O raio de um cone € sempre igual 2 metade de sua altura h. Determinar a taxa de variagdo da drea da base em relagéo
ao volume do cone.
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17. Supor que o custo total de produgdo de uma quantidade de um certo produto € dado pelo gréfico da figura que segue.

18.

19,

20.

(a) Dar o significado de C(0).

(b) Descrever o comportamento do custo marginal.

&

C(q)

v

O custo total C(q) da producio de g unidades de um produto € dado por.
1, 2
C(q) = Y 5q° + 10g + 120

(a) Qual € o custo fixo?
(b) Qual € o custo marginal quando o nivel de produgdo € ¢ = 20 unidades.
(¢) Determinar se existemn os valores de ¢ tais que o custo marginal € nulo.

A fungdo g = 20.000 — 400p representa a demanda de um produto em relagdo a seu prego p. Calcular e interpre-
tar o valor da elasticidade da demanda ao nivel de preco p = 4.

A fungdo g = 15 + 60y — 0,06y” mede a demanda de um bem em funcdo da renda média per capita denotada por
y (unidade monetdria), quando os outros fatores que influenciam a demanda sdo considerados constantes.

(a) Determinar a elasticidade da demanda em relagao a renda y.

(b) Dar o valor da elasticidade da demanda, por em nivel de renda y = 300. Interpretar o resultado.

5.4 Maximos e Minimos

A Figura 5.6 nos mostra o grifico de uma fung@o y = f(x), onde assinalamos pontos de abscissas x;, x,, x5 € x,.

AY

Figura 5.6
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Esses pontos sdo chamados pentos extremos da funcgido. Os valores f(x,) e f(x3) sdo chamados mdximos relativos e
f(x,), f(xy) sdo chamados minimos relativos.
Podemos formalizar as defini¢oes.

5.4.1 Definicdo Uma fungio f tem um mdximo relativo em c, se existir um intervalo aberto /, contendo c, tal que
f(c) = f(x) para todo x € I N D(f).

5.4.2 Df:ﬁnigéﬂ Uma fun¢ao f tem um minimo relativo em ¢, se existir intervalo aberto /, contendo ¢, tal que
f(c) = f(x) paratodo x € I N D(f).

5.4.3 Exemplo

(i) A fungio f(x) = 3x* — 12x” tem um méximo relativo em ¢, = 0, pois existe o intervalo (—2, 2), tal que
f(0) = f(x) para todo x € (—2, 2).

Em ¢, = V2 e ;= +\/§, a funcdo dada tem minimos relativos, pois f(—\/i) = f(x) para todo
x € (—2,0) cf(\/Z) = f(x) paratodo x € (0, 2) (ver Figura 5.7).

AY

Figura 5.7

(i) Na Figura 5.8 apresentamos a fungdo f(x) = x* — 4x* — 13x® + 28x + 60. Analisar a existéncia de pon-
tos extremos da funcio.

fo))
Xy

Figura 5.8

O grifico de uma funcio é de muita importincia para visualizarmos os pontos extremos da fung¢do. Entretanto,
podemos ficar diante da situacio de poder apresentar somente uma estimativa para os valores de maximo e de minimo.
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Ao observar a Figura 5.8 € coerente afirmar que estamos diante de dois pontos de minimos relativos situados em
x = —2ex =42eumponto de miximo em x = 0.8.

Podemos, com o uso de um software especifico analisar uma tabela de valores para verificar se a estimativa apre-
sentada pode ser melhorada (ter uma melhor aproximagdo). Nas tabelas 5.1, (b) e (¢), observamos que efetivamente os
pontos estimados s3o pontos extremos e conseguimos constatar que a estimativa dada com uma casa decimal estd con-

firmada.

Tabela 5.1
B N &1 TeER R
x fe) 0.6 71,3856 x f)
—3 | 480000 0,7 72,0981 4,0 —36,0000
—2 0o 0,8 72,4416 4,1 —36,8379
= 24,0000 0.9 72,4101 42 | —36,9024
0 60,0000 1.0 72,0000 43 ~36,1179

(a) (b) ()

A proposi¢do seguinte permite encontrar com precisio os possiveis pontos extremos de uma fungio.

5.4.4 Proposicdo Suponhamos que f(x) existe para todos os valores de x € (a. b) € que f tem um extremo rela-

tivoem ¢, onde a < ¢ < b. Se f'(c) existe, entdo f'(c) = 0.

Prova: Suponhamos que ftem um ponto de méximo relativo em ¢ e que f'(¢) existe.

Entio,
Fre) = tim TE @) _ 0 @) = @) _ o £ = £
x—c X —c x—=¢ X x—+c” X—C .

Como f tem um ponto de madximo relativo em ¢, pela Defini¢do 5.4.1, se x estiver suficientemente préximo de c,
temos que f(c) = f(x) ou f(x) — f(c) = 0.
f(x) = f(c)
x—c

Se x = ¢”, temos x — ¢ > (. Portanto, = () e entdo:

s e FX) =) _ o

file) = im™=="r——"—=0 (1)
Sex—c¢ ,temosx — ¢ < (. Poﬂanlo.ﬂ%%ZOeemﬁo:

iy — s d 68} = Fl€)

f(c)—E F— =0 (2)

Por (1) e (2), concluimos que f'(c) = 0.

Se ftem um ponto de minimo relativo em ¢, a demonstragdo ¢ andloga.

Esta proposi¢do pode ser interpretada geometricamente. Se ftem um extremo relativo em c e se f'(c) existe, entio
o gréfico de y = f(x) tem uma reta tangente horizontal no ponto onde x = c.

Da proposi¢do, podemos concluir que, quando f'(c) existe, a condigdo f'(c) = 0 € necessdria para a existéncia de
um extremo relativo em c¢. Esta condig@o ndo € suficiente (ver Figura 5.9(a)). Isto €, se f'(c) = 0, a fungéo f pode ter ou

ndo um extremo relativo no ponto c.
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Da mesma forma, a Figura 5.9(b) e (¢) nos mostra que, quando f'(¢) ndo existe, f(x) pode ter ou ndo um extremo
relativo em c.

AY AY AY
0 X :
¢\ x :
2 X
(a) (b) ()
Figura 5.9

O ponto ¢ € D(f) tal que f'(c) = 0 ou f'(c) ndo existe, € chamado ponrto critico de f.
Portanto, uma condic@o necessaria para a existéncia de um extremo relativo em um ponto ¢ € que ¢ seja um ponto

critico.

E interessante verificar que uma fungdo definida num dado intervalo pode admitir diversos pontos extremos rela-
tivos. O maior valor da fungao num intervalo é chamado mdximo absoluto da fungdo nesse intervalo. Analogamente, o
menor valor é chamado minime absoluto.

Por exemplo, a fungdo f(x) = 3x tem um minimo absoluto igual a 3 em [1, 3). Ndo existe um madximo absoluto em
I1, 3).

A funcio f(x) = —x* + 2 possui um méximo absoluto igual a 2 em (—3, 2). Também podemos dizer que —7 é
minimo absoluto em [—3, 2].

Temos a seguinte proposigao, cuja demonstragao serd omitida.

5.4.5 Proposicio Seja f:[a, b] — IR uma fungdo continua, definida em um intervalo fechado [a, b]. Entdo T
assume maximo e minimo absoluto em [a, b].

Para analisarmos 0 miximo e o minimo absoluto de uma fun¢do quando o intervalo nio for especificado usamos as
definigbes que seguem.

5.4.6 Definicdo Dizemos que f(c) € o maximo absoluto da fungio f, se ¢ € D(f)e f(c) = f(x) para todos os
valores de x no dominio de f.

5.4.7 Definicdo Dizemos que f(c) é o minimo absoluto da fungio fse ¢ € D(f), e f(c) = f(x) para todos os
valores de x no dominio de f.

5.4.8 Exemplos

(i) A fungdo f(x) = x* + 6x — 3 tem um minimo absoluto igual a —12 em ¢ = —3, j4 que
f(—3) = —12 = f(x) para todos os valores de x € D(f )(ver Figura 5.10(a)).

(ii) A fungdo f(x) = —x* + 6x — 3 tem um méximo absoluto igual a 6 em ¢ = 3, ja que f(3) = 6 = f(x)
para todos os x € D(f) (ver Figura 5.10(b)).
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(@) (b)
Figura 5.10

5.5 Teoremas sobre Derivadas
5.5.1 Teorema de Rolle Seja fuma fungdo definida e continua em [a, b] e derivével em (a, b). Se f(a) = f(b) = 0,
entdo existe pelo menos um ponto ¢ entre a e b tal que f'(c) = 0.

Sob as mesmas hip6teses o teorema de Rolle pode ser estendido para fungdes tais que f(a) = f(b) # 0.
As Figuras 5.11 (a), (b). (¢) e (d) mostram exemplos de fungdes em que o Teorema de Rolle € vilido.

A
Y Y F 3
k= .
.';i c b )(:
(a) (b)
A
Y
Y A
. k
a c b x' x,
(c) (d)
Figura 5.11

Prova: Faremos a prova em duas partes.
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1% parte. Seja f(x) = 0, para todo x, @ = x = b. Entdio f'(x) = 0 para todo x, a < x < b. Portanto, qualquer
numero entre a@ e b pode ser tomado para c.

2% parte. Seja f(x) # 0, para algum x, a < x < b. Como f € continua em [a, b, pela proposicio 5.4.5, f atinge seu
mdximo e seu minimo em [a, b]. Sendo f(x) # 0 para algum x € (a, b), um dos extremos de f serd diferente de zero.
Como f(a) = f(b) = 0, esse extremo ser4 atingido em um ponto ¢ € (a, b).

Como f € derivavel em ¢ € (a, b), usando a proposi¢do 5.4.4, concluimos que f'(¢) = 0.

5.5.2 Teorema do Valor Médio. Seja f uma fungio continua em [a, b] e derivavel em (a, b). Entdo existe um
nimero ¢ no intervalo (a, b) tal que:

f(b) — f(a)

Friey =15—~

Antes de provar este teorema apresentaremos sua inferpretacdo geométrica.
Geometricamente, o teorema do valor médio estabelece que, se a funcdo y = f(x) € continua em [a, b] e derivivel
em (g, b), entdo existe pelo menos um ponto ¢ entre a e b onde a tangente & curva € paralela 4 corda que une os pontos

P (a, f(a)) e Q(b, f(b)) (ver Figura 5.12).

a c b X
Figura 5.12

Prova do teorema do valor médio: Sejam P (a, f(a)) e Q(b, f(b)). A equagio da reta Pb é
b) — f(a
y- fla) = LOZLE )

Fazendo y = h(x), temos:

he) =LO=LD (o) 4 pa),

Como /(x) é uma fungdo polinomial, A(x) € continua e derivdvel em todos os pontos.
Consideremos a fungdo g(x) = f(x) — h(x). Essa fungdo determina a distancia vertical entre um ponto (x, f(x)) do

R d
gréfico de f e o ponto correspondente na reta secante PQ.

Temos:

g(x) = f(x)

L (R}

A fungio g(x) satisfaz as hipéteses do Teorema de Rolle em [a, &]. De fato,
(i)  g(x) € continua em [a, b], jd que f(x) e h(x) sdo continuas em [a, b].
(ii) g(x) € derivdvel em (a, b), pois f(x) e h(x) sdo deriviveis em (a, b).

(i) g(a) = g(b) = 0, pois
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A

g@) = f@) - LO=LD 4 gy — 50y =0

s) = 1) - LR p iy @) =0

Portanto, existe um ponto ¢ entre a e b tal que g'(c) = 0.

Como g'(x) = f'(x) - W, temos:
g(0) = o) - LA
—a
¢, desta forma,
o - 10— 1)
a

e e e e R

5.6 Funcoes Crescentes e Decrescentes

5.6.1 Definicdo Dizemos que uma fungio f, definida num intervalo I, € crescente neste intervalo se para quais-

quer x;,X, € I, x; < x,, temos f(x;) = f(x;) (ver Figura 5.13).

AY

f(x,)
f(x,)

Figura 5.13 Figura 5.14

5.6.2 Definicdo Dizemos que uma fungdo £, definida num intervalo /, € decrescente nesse intervalo se para quais-
quer x;, X; € I, x; < x5, temos f(x;) = f(x;) (ver Figura 5.14).

Se uma fungdo € crescente ou decrescente num intervalo, dizemos que € mondtona neste intervalo.

Analisando geometricamente o sinal da derivada podemos determinar os intervalos onde uma fungéo derivivel ¢
crescente ou decrescente. Temos a seguinte proposicao.

5.6.3 Proposicdo Sejafuma fungdo continua no intervalo [a, b] e derivédvel no intervalo (a, b).
(i) Se f'(x) > 0 paratodo x € (a, b), entdo f € crescente em [a, b];

(i) Se f'(x) < 0 paratodo x € (a, b), entdo f ¢ decrescente em [a, b].

Prova: Sejam x, e x, dois niimeros quaisquer em [a, b] tais que x; < x,. Entdo f € continua em [x;, x,] e derivavel em
(x;, x3). Pelo teorema do valor médio, segue que:
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FEE (o ) el gie F{c) = f(xi)z = J;(x]) (1)

(i)  Por hipétese, f'(x) > 0 para todo x € (a, b). Entdo f'(c) > 0. Como x, < xy, x, — x; > 0.
Analisando a igualdade (1), concluimos que f(x;) — f(x,) > 0, ou seja, £(x,) > f(x;).

Logo, f € crescente em [q, b].

(i) Neste caso, f*(x) < 0 para todo x € (a, b). Temos entdo f'(c) < 0e x, — x, > 0.

Analisando a igualdade (1), concluimos que f(x,) — f(x;) < 0 e, dessa forma, f(x,) < f(x).

Logo, f € decrescente em [a, b].

Observamos que a hipétese da continuidade de f no intervalo fechado [a, b] € muito importante. De fato, tomando
por exemplo, a fungéo:

£10,1]->R
_Jx+1,parald=x<1
f(x) —[1 ,parax =1

temos que f'(x) = 1 > 0 paratodo x € (0, 1) e, no entanto, f ndo € crescente em [0, 1].

A proposi¢do ndo pode ser aplicada porque f(x) ndo € continua no ponto 1.

5.6.4 Exemplos Determinar os intervalos nos quais as fungdes seguintes sio crescentes ou decrescentes.
i f(x)=x+1

Vamos derivar a fungdo e analisar quais os nimeros x tais que f'(x) > O e quais os nimeros x tais que [ (x) < 0.
Temos:

F1{x) = 322

Como 3x? é maior que zero para todo x % 0, conclufmos que a funcao € sempre crescente.
A Figura 5.15 ilustra este exemplo.

AY

sl [ s
>V

-1/
Figura 5.15
(i) f(x) =x*—x+5.

Temos f'(x) = 2x — 1. Ento, para 2x — 1 > 0 ou x > 1/2 a fungdo € crescente.

Para 2x — 1 < 0 ou x < 1/2 a fungdo € decrescente (ver Figura 5.16).
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e

AY
4,75
1/2 i
Figura 5.16
2x> -4, sex=<1
1ii =
) f(x) {—x -1, sex=1
O grifico de f(x) pode ser visto na Figura 5.17.
AY
| |
T >
i X
2 '
-4

Figura 5.17
Se x < 1, entdo f'(x) = 4x. Temos:
dx >0 parax € (0,1);
4x < Qparax € (—=,0).
Se x > 1, temos f'(x) = —1. Entdo, f'(x) < 0 para todo x € (1,+). Concluimos que f € crescente em [0, 1]

e decrescente em (—oc, 0] U [1, +<).

5.7 Critérios para Determinar os Extremos de uma Funcao

A seguir demonstraremos teoremas que estabelecem critérios para determinar os extremos de uma fungao.

5.7.1 Teorema (Critério da derivada primeira para determinacio de extremos) Seja f uma fungio
continua num intervalo fechado [a, b] que possui derivada em todo o ponto do intervalo (a, b), exceto pos-
sivelmente num ponto c.

(i) Se f'(x) > Oparatodox <ce f'(x) < 0 paratodo x > ¢, entdo f tem um méximo relativo em c.

(i) Se f'(x) <Oparatodox < ce f'(x) > 0 para todo x > ¢, entdo f tem um minimo relativo em c.
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Prova do item (i): Usando a proposi¢do 5.6.3, podemos concluir que f ¢é crescente em [a, ¢] e decrescente em [c, b].
Portanto, f(x) < f(c) para todo x # c em (a, b) e assim f tem um médximo relativo em c.

Prova do item (ii): Pela proposicio 5.6.3, concluimos que f é decrescente em [a, c] e crescente em [c, b]. Logo
f(x) > f(c) para todo x # ¢ em (a, b). Portanto, f tem um minimo relativo em c.
A Figura 5.18 ilustra as diversas possibilidades do teorema.

AY AY 1‘\(
flc)=0

"y >0
g

LY I
n - e -
[« 2

bl

Figura 5.18

5.7.2 Exemplos

(i)  Encontrar os intervalos de crescimento, decrescimento e 0s mdximos e minimos relativos da fun¢fio
f(x) =x—7x +6.
Temos f'(x) = 3x* — 7, para todo x. Fazendo f'(x) = 0, vem:
32-7=0
ou, x= i\/‘?'/—ﬂu.
Portanto, os pontos criticos da fungao f sdo +\/?% g = \/ﬁ

Para x < —V7/3, f'(x) € positiva. Aplicando a proposi¢do 5.6.3, concluimos que f € crescente em
(=%, =V7/3). Para —V7/3 < x <V7/3, f'(x) ¢ negativa. Entdo f € decrescente em [—\/7/3,V/7/3]. Para
x >V17/3, f'(x) é positiva e, entdo, f ¢ crescente em [V 7/3, +x).

Pelo critério da derivada primeira concluimos que f tem um maximo relativo em —\/7 /3 e ftem um minimo rela-
tivoem +V7/3.

A Figura 5.19 mostra um esbogo do gréfico de f.

Figura 5.19
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(i) Seja
_J(x=2)*-3,5ex=5
f(")_{yz(xm)‘ se x > 5.

Sex < 5,temos f'(x) = 2(x — 2) e,se x> 5, temos f'(x) = 1/2.

Ainda f/ (5) = 1/2e f'(5) = 6. Logo, f'(5) ndo existe e entdo 5 € um ponto critico de f.
O ponto x = 2 também € ponto critico, pois f'(2) = 0.

Se x < 2, f'(x) € negativa. Entdo, pela proposicio 5.6.3, f¢é decrescente em (—, 2],

Se2 <x <5, f'(x) é positiva. Entdo f € crescente em [2, 5].

Sex > 5, f'(x) € positiva. Entdo f € crescente em [5, +=).
Pelo critério da derivada primeira, concluimos que f tem um minimo relativo em x = 2,
Apresentamos o grifico de fna Figura 5.20.

Figura 5.20

5.7.3 Teorema (Critério da derivada 2? para determinacdo de extremos de uma fungio) Sejam
fuma fungdo derivdvel num intervalo (a, b) e ¢ um ponto critico de f neste intervalo, isto €, f'(c¢) = 0, com
a < ¢ < b. Se fadmite a derivada f" em (a, b), temos:

(i) Se f"(c) < 0, ftem um valor mdximo relativo em c.

(i) Se f"(c) = 0, ftem um valor minimo relativo em c.

Prova: Para provar este teorema utilizaremos o seguinte resultado que nio foi mencionado no Capitulo 3. “Se lim f(x)
x—*a

existe e é negativo, existe um intervalo aberto contendo a tal que f(x) < 0 para todo x # a no intervalo.”

Prova do item (i): Por hipétese f”(c)existe e f"(c) < 0. Entio,

. f'(x) = f'(c)

"(c) = < 0.
e = B
Portanto, existe um intervalo aberto /, contendo c, tal que

1 x) — ’ c
Fixh=rie) f()<0.paratodox6f. (1
xX—c
Seja A o intervalo aberto que contém todos os pontos x € [ tais que x < c. Entdo, ¢ € o extremo direito do inter-

valo aberto A.
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Seja B o intervalo aberto que contém todos os pontos x € / tais que x > ¢. Assim, ¢ é o extremo esquerdo do inter-
valo aberto B.

Se x € A, temos x — ¢ < 0. De (1), resulta que f'(x) > f'(c).

Se x € B, x — ¢ > 0. De (1), resulta que f'(x) < f'(c).

Como f'(c) = 0, concluimos que, se x € A, f'(x) >0e,se x € B, f'(x) < 0. Pelo critério da derivada primeira
(Teorema 5.7.1), f tem um valor méximo relativo em c.

A prova de (ii) € andloga.
5.7.4 Exemplos Encontre os maximos e os minimos relativos de f aplicando o critério da derivada segunda.
(i) f(x) =18x + 3x? — 4x°,
Temos:
f'(x) =18 + 6x — 12x*
e f'(x)=6—24x

Fazendo f'(x) = 0, temos 18 + 6x — 12x* = 0. Resolvendo esta equagio obtemos os pontos criticos de f que sao
32e —1.

Como f"(3/2) = =30 < 0, f tem um valor méximo relativo em 3/2.

Como f"(—1) = 30 > 0, ftem um valor minimo relativo em —1.

@ f(x) =x(x—1)>%
Neste exemplo, temos:

fx®) =x-2(x=1) + (x - 1)*-1

=322 —-dx +1
e f"(x)=6x—4.

Fazendo f'(x) = 3x* — 4x + 1 = 0 e resolvendo a equagao obtemos os pontos criticos de £, que neste caso sdo
1e1/3.

Como f"(1) =2 > 0, ftem um valor minimo relativo em 1. Como f"(1/3) = =2 < 0, ftem um valor médximo
relativo em 1/3.

(iii) f(x) = 6x — 3x? + %xs.
Temos:
f'(x)

e [f"(x)=—-6+3x

3
6—6.x+§x2.

3
Fazendo f'(x) = 0, temos 6 — 6x + 2 x* = 0. Resolvendo a equagiio, obtemos x = 2, que neste caso € o tnico

ponto critico de f.

Como f"(2) = 0, nada podemos afirmar com auxilio do Teorema 5.7.3.

Usando o critério da derivada primeira ou a visualizagao do grafico da fungéo na Figura 5.21, podemos concluir que
a funcio dada € sempre crescente. Portanto, nio existem médximos nem minimos relativos.

Com as informagdes da se¢iio seguinte vamos poder constatar que (2, 4) € um ponto de inflexdo.
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Figura 5.21

“
5.8 Concavidade e Pontos de Inflexio

O conceito de concavidade é muito iitil no esbogo do grafico de uma curva.

Vamos introduzi-lo analisando geometricamente a Figura 5.22.

Na Figura 5.22 (a) observamos que dado um ponto qualquer c entre a e b, em pontos préximos de ¢ o gréfico de f
estd acima da tangente a curva no ponto P(c, f(c)). Dizemos que a curva tem concavidade voltada para cima no interva-
lo (a, b).

AY
y=f(x)

(b)

Figura 5.22

Como f'(x) € a inclinagdo da reta tangente & curva, observa-se na Figura 5.22(h) que podemos descrever essa
mesma situacdo afirmando que no intervalo (a, b) a derivada f'(x) € crescente. Geometricamente, isto significa que a
reta tangente gira no sentido anti-hordrio & medida que avangamos sobre a curva da esquerda para a direita.

Analogamente, a Figura 5.23 descreve uma fungio que tem concavidade voltada para baixo no intervalo (a, b).

Na Figura 5.23(b) vemos que a tangente gira no sentido horério quando nos deslocamos sobre a curva da esquerda
para a direita. A derivada f'(x) é decrescente em (a, b).
Temos as seguintes defini¢des:

5.8.1 Defini¢do Uma fungiio f ¢ dita concava para cima no intervalo (a, b), se f'(x) € crescente neste intervalo.
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AY

= f(x)

y=1(x)

m e = - - -

[
;
:
i
i
i
;
c

(@) (b)

Figura 5.23

5.8.2 Definicdo Uma fungdo f€é concava para baixo no intervalo (a, b), se f'(x) for decrescente neste intervalo.
Reconhecer os intervalos onde uma curva tem concavidade voltada para cima ou para baixo, auxilia muito no traga-
do de seu grifico. Faremos isso analisando o sinal da derivada f" (x).

5.8.3 Proposicao Seja fuma fungdo continua no intervalo [a, b] e derivével até 2* ordem no intervalo (a, b).
(i) Se f"(x) > 0 paratodo x € (a, b), entdo fé concava para cima em (a, b).

(i) Se f"(x) < 0 para todo x € (a, b), entdo f é concava para baixo em (a, b).

Provade (i): f"(x) = [f'(x)],se f"(x) > 0 paratodo x € (a, b), pela proposi¢io 5.6.3, f'(x) €é crescente no inter-
valo (a, b). Logo, f ¢ concava para cima em (a, b).

Analogamente, se prova (ii).
Podem existir pontos no grifico de uma fungéo em que a concavidade muda de sentido. Esses pontos sdo chama-
dos pontos de inflexdo.

5.8.4 Definicdo Um ponto P(c, f(c)) do grifico de uma fungdo continua f ¢ chamado um ponto de inflexdo, se
existe um intervalo (a, b) contendo ¢, tal que uma das seguintes situagdes ocorra:

(i) fé concava para cima em (a, ¢) e cOncava para baixo em (c, b).
(ii) fé€ cdncava para baixo em (a, c) e cOncava para cima em (c, b).

Na Figura 5.24, os pontos de abscissa c,, ¢, c; e ¢4 sdo pontos de inflexdo. Vale observar que ¢, e ¢4 $80 pontos de
extremos de f e que fndo € derivavel nesses pontos. Nos pontos ¢, e ¢, , existem as derivadas f'(¢,) e f'(c4). Nos cor-
respondentes pontos (¢, f(c,)) e (c4, f(c4)) a reta tangente corta o grafico de f.

AY

U-----_--—---

G &G G
Figura 5.24

c,

m I
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5.8.5 Exemplos Determinar os pontos de inflexdo e reconhecer os intervalos onde as fungdes seguintes tem con-
cavidade voltada para cima ou para baixo.

(i f(x)=(x-1)>~
Temos:

() =3(x—1)
e f"(x)=6(x—-1).

Fazendo f"(x) > 0, temos as seguintes desigualdades equivalentes:

6(x—1)>0
x—1>0
x>1.

Portanto, no intervalo (1, +), f"(x) > 0. Analogamente, no intervalo (—, 1), f”(x) < 0. Pela proposi¢do 5.8.3
[ € concava para baixo no intervalo (—, 1) e no intervalo (1, +) f é concava para cima.

No ponto ¢ = 1 a concavidade muda de sentido. Logo, neste ponto, o grifico de ftem um ponto de inflexio.

Podemos ver o grifico de f na Figura 5.25.

TY

Figura 5.25

(i) f(x) =x'-x%
Temos:

f'(x) =4x® - 2x
e f"(x)=12x*-2.
Fazendo f"(x) > 0, vem:

12x* -2>0

x? > 1/6.

V6

6
> — < - —
Entdo, x 3 ou x 6

Portanto, f tem concavidade para cima nos intervalos

(= ()
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6 V6
No intervalo ( = %, %). f"(x) < 0. Portanto, neste intervalo f ¢ céncava para baixo.
V6 +V6

Nos pontos ¢, = BCy = a concavidade muda de sentido. Logo, nestes pontos o gréfico de ftem pon-

6
tos de inflexao.

A Figura 5.26 mostra o grifico de f onde assinalamos os pontos de inflexdo.

AY

\CE
ol

Figura 5.26

b parax = 1

1 - (x—1)% parax > 1.

(iii) f(x) = [

Para x < 1, f'(x) =2x e f"(x) =2. Para x > 1, f'(x) = =2(x — 1) e f"(x) = —2. Logo, para
x € (—=,1), f"(x) >0 e, portanto, f é cbncava para cima neste intervalo. No intervalo (1, +%), f"(x) < 0.
Portanto, neste intervalo f € concava para baixo.

No ponto ¢ = 1, a concavidade muda de sentido e assim o gréfico de f apresenta um ponto de inflexdo em ¢ = 1.

O gréfico de f pode ser visto na Figura 5.27. Observamos que no ponto ¢ = I, f tem um méximo relativo.

AY

——
x¥

Figura 5.27

5.9 Analise Geral do Comportamento de uma Funcio

Utilizando os conceitos e resultados discutidos nas iltimas se¢des, podemos formar um conjunto de informagdes
que permite fazer a anélise do comportamento das fun¢des. O uso da representacdo algébrica em sintonia com a repre-
sentagdo grafica val propiciar uma discussdo interessante sobre virias propriedades e caracteristicas das fungoes. Essa
andlise € importante no contexto da resolucdo de problemas priticos que serd discutida na se¢do seguinte.
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5.9.1 Construcao de Graficos

O quadro a seguir apresenta um resumo que podera ser seguido para analisar o comportamento de uma fungéo a
partir de sua representagio algébrica. Neste caso sua andlise pode culminar com um esbogo grifico destacando as pro-
priedades e caracteristicas da fungao.

Etapas | Procedimento = Definicdes e Teoremas Utilizados
JA Encontrar D( f).
28 Calcular os pontos de intersecgido com os eixos.
_{Qpa_n@ao requer muito célculo.)
» | Encontrar os pontos criticos. B Secdo 5.4. _
44 Determinar os intervalos de crcscimentor :

e decrescimento de f(x). Proposigio 5.6.3.

5* | Encontrar os maximos e minimos relativos. | Teoremas 5.7.1 ou 5.7.3.
| & 2 =
| 6" | Determinar a concavidade e os pontos de inflexdo de f. Proposigdo 5.8.3.
T . Encontrar as assintotas horizontais e verticais, se existirem. Definigdes 3.14.1 e 3.14.3.

8 Esbogar o grifico.
m

5.9.2 Exemplos Esbogar o grifico das fungdes:

i f(x) =3x* — 8x> + 6x% + 2.

Seguindo as etapas propostas, temos:
14 etapa. D(f) = R.

2% etapa. Intersecgdo com o eixo dos y.
f) = 2.

Fetapa. f'(x) = 12x> + 24x? + 12x.

Resolvendo 12x* + 24x + 12x = 0, encontramos x; = 0 e x, = 1, que sdo os pontos criticos.

4% etapa. Fazendo f'(x) > 0, obtemos que 12x* — 24x? + 12x > 0 quando x > 0. Portanto, f € crescente para x = 0.

Fazendo f'(x) < 0, obtemos que 12x* — 24x* + 12x < 0 quando x < 0. Portanto, f € decrescente para x < (.

5% etapa. Temos f”(x) = 36x* — 48x + 12.
Como f"(0) = 12 > 0, temos que o ponto 0 € um ponto minimo e f(0) = 2 € um minimo relativo de f.
Como f"(1) = 0, nada podemos afirmar.

6% etapa. Fazendo f”(1) > 0, temos que 36x? — 48x + 12 > 0 quando x € [(—2,1/3) U (1, +=)].

Entdo, f é concava para cima em (—o, 1/3) U (1, +=).
Fazendo f”(x) < 0, temos que 36x° — 48x + 12 < O para x € (1/3, 1). Entdo f € concava para baixo em (1/3, 1).

Os pontos de abscissa 1/3 e | sido pontos de inflexao.

7% etapa. Nio existem assintotas.
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8 etapa. Temos na Figura 5.28 o esbogo do grifico.

xV

Figura 5.28

2

X
x—3

() f(x) =

O dominio de fé D() = R — {3}.

Temos,
i _ X(x—=6)
f (I) - (x _ 3)2
e
" _ 18x — 54_
f (x) - (x _ 3)4

Fazendo f'(x) = 0, temos:
—6
x(x 3 -0
(x —3)
e, entdo, x = () e x = 6 sfo pontos criticos.

Vemos que f'(x) > 0quando x € [(—x,0) U (6, +=)]. Assim, f¢é crescente em (— =, 0) U (6, +=). Fazendo
f'(x) <0, vemos que f é decrescente em [0, 6].

Como f"(0) < 0, temos que 0 € ponto de médximo relativo e, como f"(6) > 0, temos que 6 & ponto de minimo
relativo.

Ainda f(0) = 0 € o mdximo relativo de fe f(6) = 12 é o minimo relativo de f.
Fazendo

18x — 54

[CRE i

f'(x) =

obtemos que f é concava para cima em (3, +2) e fazendo

o« _ 18x—54
f (x)" (x_3)4<0’

obtemos que f € concava para baixo em (—, 3).
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Determinando os limites

2 9
i = — = 4x
o Sl
e
2 9
1- = —_—= — 00
e x=3 0

encontramos que x = 3 € assintota vertical. Ndo existe assintota horizontal.

A Figura 5.29 mostra o esbogo do gréfico de f(x) = LS
-y

\

AY

JI. 'l _’
3 6 X
Figura 5.29

Gil) f(x) = (x + 1),

O dominio de f(x) € D(f) = R.

f(x) corta o eixo dos y no ponto y = 1, jd que f(0) = 1. Corta o eixo dos x em —1, ja que resolvendo (x + "3 =0,
obtemos x = —1.
Fazendo

Fx) =3+ =0,

conclufmos que ndo existe x que satisfaga f'(x) = 0. Como f'(—1) ndo existe, o tinico ponto critico de fé x = —1.
Como f'(x) é sempre positiva, concluimos que a fung@o € sempre crescente. Nio existem madximos nem minimos.

Como

f"(x) = -_9—2 (I 4 1)—5;‘3'

conclufmos que, parax < —1, f”(x) > O e, portanto, f € concava para cima em (—%, —1). Quandox > —1, f"(x) <0
e entdo f € concava para baixo em (—1, +=).

O ponto de abscissa x = —1 ¢ um ponto de inflexao.

N#o existem assintotas.
A Figura 5.30 mostra o gréfico de f(x).
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-
>V

Figura 5.30

5.9.3 Analise de Graficos

Para o desenvolvimento desta secio estamos supondo o uso de uma ferramenta grifica para a construgdo inicial do
grifico da fungdo. A partir do gréifico sugerimos as etapas apresentadas no quadro a seguir para a analise do comporta-
mento da fungdo, destacando suas propriedades e caracteristicas.

" Etapas | Procedimento Observagiio Visual
1# Construgdo do grifico usando Verificar se a janela e a escala utilizadas estdo
I um software. adequadas para uma boa visualizagao.
2 Encontrar D(f). Observar a variagao no eixo dos x.
" Encontrar o conjunto imagem. Observar a variagido no eixo dos y.
48 Analisar as raizes reais da funcio. Verificar pontos em que a curva corta o
eixo dos x.
5" Analisar os pontos criticos, identificamos Observar o formato do gréfico, identificando
os extremos da fungao. pontos angulosos ou pontos em que a reta
tangente seja paralela ao eixo dos x.
6 Analisar os intervalos de crescimento Observar o grifico, verificando
| ou decrescimento. o crescimento e o decrescimento no €ixo
dos y 4 medida que os valores de x
‘ crescem.
™ '| Discutir a concavidade da fungéo e a ‘ Observar o formato do
. existéncia de pontos de inflexao. grifico: “concavidade para baixo” ou
i | “concavidade para cima”.
d | o o SR - — B — " .
8 | Analisar a existéncia de assintotas. Visualizar as tendéncias da curva,
rhrEil : L _- i

5.9.4 Exemplos
Discutir as propriedades e caracteristicas das fungoes:

1
(i) f(x)= %x"’ - 2x% - Exz + 30x + 10

Vamos seguir as etapas propostas:

1¢ Erapa. Na Figura 5.31 temos o gréfico da fungao.

24 Ertapa.

Para encontrar o dominio vamos observar o grifico e constatar que estamos diante de uma fungao cujo

dominio é formado por todos os nimeros reais, conferindo com o fato de estarmos diante de uma fungdo polinomial.
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P

Figura 5.31

3% Etapa. E possivel observar que o conjunto imagem estd no intervalo [f(—2),+%). Podemos fazer o célculo da
imagem de —2 e confirmar o resultado [—32, +5).

4% Etapa. Ao observar os pontos em que a curva corta o eixo dos x, podemos afirmar que esta fungdo tem duas raizes
reais. De forma aproximada podemos estimar os valores x = — 03ex = — 3,L.

5% Etapa. E possivel verificar a existéncia de dois pontos de minimos relativos e um ponto de méximo relativo. Temos:
»  ponto de minimo em ¥ = —2;
. ponto de maximo em x = 3;

. ponto de minimo em x = 5.

6% Etapa. O crescimento desta func@o estd bem identificado a partir da visualizagdo grdfica. Temos:
. decrescimento em ( — %, —2);
. crescimento em (—2, 3);
. decrescimento em (3, 5);
. crescimento em (5, +),

7* Etapa. Podemos observar que a fungio tem concavidade distinta em diferentes intervalos, apresentando dois pon-
tos de inflexdo. As abscissas desses pontos estdo proximas do zero e do quatro, delimitando os intervalos da concavidade
inicialmente para cima, posteriormente para baixo ¢ finalmente para cima.

8% Etapa. Esta fungdo nio tem assintotas.

(ii) flr)y=1+ cost

Seguindo as etapas propostas, temos:
1* Etapa. Na Figura 5.32 mostramos o gréfico da funcido.
2¢ Etapa. O dominio da fungdo € o conjunto dos mimeros reais.

3% Etapa. O conjunto imagem da func¢io € o conjunto dos niimeros reais.

: : L m
4% Etapa. A funcgao tem uma tnica raiz real proxima de x = =1
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4

e

5m/2 27 -3mw/2 m w2 w2 w  3m2 2w

Figura 5.32
5% Etapa. A fung¢io ndo admite pontos de maximos e de minimos.
6% Etapa. A funcido é sempre crescente.

7¢ Etapa. A funcdo tem de forma alternada intervalos de comprimento 7 em que a sua concavidade € voltada para cima

2n + 1
e depois para baixo. Os pontos de inflexdo estdo localizados em pontos tais que x = % com »n pertencente ao
conjunto dos nimeros inteiros.
8% Erapa. O grafico ndo tem assintotas.
4+ x%
m x = .
i) F() =40
1° Etapa. A Figura 5.33 mostra o grifico da fungio dada.
R §
34 5 86 8 9
Figura 5.33
2% Etapa. A funcio estd definida no conjunto dos nimeros reais, exceto nos pontos x = 2e x = —2.

3% Etapa. O conjunto imagem da fungdo pode ser representado por (—, —1) U[1, +=).
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A e
4“ Etapa. Esta fungdo ndo tem raizes reais.

5% Etapa. A fungdo apresenta em seu dominio um ponto de minimo relativo em x = 0.

6“ Etapa. Temos os seguintes intervalos de crescimento e decrescimento:
* decrescimento em (—=, —2)e (—2,0);

¢ crescimento em (0, 2) e (2, +=).

7 Etapa. A fungdo ¢ concava para cima no intervalo (—2, 2) e concava para baixo nos intervalos (—%, —2) e (2, +x).
Apesar de existir a mudanga da concavidade, a fungio néo tem pontos de inflexdo, pois a mudanga de concavidade ocorre
em pontos que nao pertencem ao dominio da fungdo.

8“ Etapa. Observamos a existéncia das seguintes assintotas:
* verticalemx = —2ex = 2;
* horizontalem y = —1.

Salientamos a partir dos exemplos discutidos que, para fazermos uma andlise detalhada do comportamento de uma
funcdo, € importante contar com as representagoes algébrica e gréifica da fungao.

5.10 Exercicios

1. E