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Funcoes, limite, derivacao e integracao



Tudo o que vamos estudar no curso de Calculo se referira a con-
juntos de numeros reais. Estudaremos funcoes que sdo definidas e
assumem valores nesses conjuntos. Assim, ao estudarmos limite,
continuidade, derivadas e integrais dessas funcdes, usaremos os fatos
elementares a respeito dos numeros reais.

Neste primeiro capitulo, vamos fazer uma revisio no contexto do
conjunto dos numeros reais. Enunciaremos os axiomas basicos,
deduziremos propriedades e apresentaremos exemplos com estas
propriedades.

1.1 Conjuntos Numericos

Os primeiros niimeros conhecidos pela humanidade sdo os chamados inteiros positivos ou naturais. Temos entao o
conjunto

N={1,2,3;...}

Os ndmeros —1, —2, —3, ... sdo chamados inteiros negativos. A unido do conjunto dos niimeros naturais com os
inteiros negativos e o zero (0) define o conjunto dos niimeros inteiros que denotamos por

Z=A0, 21, 2. 23, .k

Os numeros da forma m/n. n # 0, m, n € Z. sdo chamados de fragdes e formam o conjunto dos niimeros racionais.
Denotamos:

Q={xlx=m/n,mne Z n+0}

Finalmente encontramos niimeros que ndo podem ser representados na forma m/n, n # 0, m, n € Z, tais como
2=1414...,7=3,14159...,e = 2.71... . Esses nimeros formam o conjunto dos nimeros irracionais que deno-
taremos por Q'.

Da unifio do conjunto dos nimeros racionais com conjunto dos niimeros irracionais resulta o conjunto dos niimeros
reais, que denotamos por

R=QUQ.

A seguir apresentaremos os axiomas, definicdes e propriedades referentes ao conjunto dos nimeros reais.
No conjunto dos nimeros reais introduzimos duas operagdes, chamadas adicdo e multiplicacdo, que satisfazem os
axiomas a seguir:
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A primeira edig@o deste livro foi langada em 1987 pela Editora da Universidade Federal de Santa Catarina, tendo
alcangado, logo a seguir, uma aceitagcao muito grande da comunidade académica, tanto de professores quanto de alunos.

Muitas contribui¢des e sugestdes foram recebidas pelas autoras nos anos que se seguiram, motivando o langamen-
to de uma edigdo revista e ampliada, em 1992, numa parceria das editoras Makron Books e Editora da UFSC.

O advento da utilizacdo das novas tecnologias no ensino motivou as autoras a procederem uma nova revisao e
ampliagiio do texto. Surge, assim, esta 6° edicdo, langada pela Editora Pearson Education.

Basicamente, esta nova edi¢do diferencia-se das anteriores pela inser¢do de aplicages do estudo de fungdes em
diversas dreas, com destaque para a economia. Também sfo introduzidos alguns novos contetidos, como integrais impro-
prias. Além disso, sdo propostas novas abordagens para alguns conteidos, considerando o uso das novas tecnologias. e
propostos diversos exercicios para serem resolvidos com recursos computacionais.

Outra novidade desta edicéo € o site de apoio com contetido adicional para professores e alunos. No link www.
prenhall.com/flemming_br, os professores obtém o manual de solugdes dos exercicios propostos no livro; para os alunos,
estdo disponiveis as respostas dos exercicios.

O contetido de uso exclusivo dos professores é progetido por senha. Para ter acesso a ele, os professores que adotam
o livro devem entrar em contato com um representante da Pearson ou enviar um e-mail para universitarios @ pearsoned.com.

Como sempre lembramos aos nossos leitores, quaisquer erros que por ventura forem encontrados sdo, naturalmen-
te. de responsabilidade das autoras, que agradecem desde j4 a comunicag¢ao dos mesmos.

Floriandpolis, novembro de 2006.

Diva Marilia Flemming
Mirian Buss Gongalves



2 Céleulo A — Fungdes, limite, derivacio e integragio

1.1.1  Fechamento Se ae b € Rexiste um e somente um nimero real denotado por a + b, chamado soma, e
existe um e somente um nimero real, denotado por ab (oua X b, oua - b), chamado produto.

1.1.2 Comutatividade Sea,bp€R,entioca+b=b+aea-b=0>b-a.

1.1.3 Associatividade Sea, bec € IR, entio
at+(b+c)=(a+b)+cea-(b-c)=1(a"b): c

1.1.4 Distributividade Sea, b, ¢ € R, entio

a*(b+c)=ab + ac.

1.1.5 Existéncia de Elementos Neutros ExistemOe | € Rtaisquea + 0 = aea - 1 = a, para qualquer
a€ R.

1.1.6 Existéncia de Simétricos Todo a € Rtem um simétrico, denotado por —a, tal que a + (—a) = 0.

S 1
1.1.7 Existéncia de Inversos Todoa € IR, a # 0 tem um inverso, denotado por 1/a, tal que a - — = 1. Usando
: 5 i ; == a
1.1.6 e 1.1.7 podemos definir a subtragéo e a divisdo de nimeros reais.

1.1.8 Subtracdo Sea, b € R, a diferenga entre a e b, denotada por a — b, € definida pora — b = a + (—b).

1.1.9 Divisao Sea,b € Reb # 0, o quociente de a e b € definido por% =a- ~:;

1.2 Desigualdades

Para podermos dizer que um nimero real é maior ou menor que outro, devemos introduzir o conceito de niimero
real positivo e uma relagiio de ordem.

1.2.1 Axioma de Ordem No conjunto de niimeros reais existe um subconjunto denominado niimeros positivos, tal
que:

(i) sea € IR, exatamente uma das trés afirmagdes ocorre: a = 0; a € positivo; —a € positivo;
(ii) asoma de dois nimeros positivos € positiva;

(iii) o produto de dois nimeros positivos € positivo.
1.2.2  Definicdo O nimero real a € negativo se e somente se —a € positivo.

1.2.3  Os simbolos < (menor que) e > (maior que) sdo definidos:
(i) a < b<sb — aé positivo,

(i) a > b<-a — b é positivo.

1.2.4 Ossimbolos = (menor ou igual que) e = (maior ou igual que) sdo definidos:
(i) a=bsa<boua=h
(ii)a=b<sa>boua=h

Expressdes que envolvem os simbolos definidos acima sdo chamados de DESIGUALDADES. a < b e a > b sdo
desigualdades estritas, enquanto ¢ = b e a = b sio desigualdades ndo estritas.
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1.2.5 Propriedades Sejama,b,c,d € R

(i) Sea>beb>c,entdoa > c.

(i) Sea > bec>0,entdoac > bc.

(ilil) Sea > bec <0, entioac < bc.

(iv) Sea > b,entdoa + ¢ > b + ¢ para todo real c.

(v) Sea>bec>dentioa+c>b+d.

(vi) Sea>hb>0ec>d=>0,entdo ac > bd.

As propriedades enunciadas podem ser facilmente provadas usando-se as defini¢des anteriores. Por exemplo:
Prova da Propriedade (i): (Sea >beb > c,entdoa > ¢.)

Sea> bmi)(a - b) > 0.

(def.)
Seb>c= (b—¢c) =0

Usando 1.2.1 (ii), temos (@ — b) + (b —¢) =0

(def.)
ona—c>0=a>c

Prova da Propriedade (ii): (Sea > bec > 0, entao ac > bc.)

(def.)
Sea>b= (a—b)>0.

Usando 1.2.1 (iii), temos (@ — b) - ¢ > 0 ou (ac — be) > 0 e finalmente, pela defini¢do, ac > be.

#

1.3 Valor Absoluto

1.3.1 Definicdo O valor absoluto de a, denotado por |al, € definido como

lal =a,sea=0 la| = —a,sea < 0.

1.3.2 Interpretagdo Geométrica Geometricamente o valor absoluto de a, também chamado médulo de a,

representa a distincia entre a e 0. Escreve-se entdo lal = .

1.3.3 Propriedades
(i) lxl<ae —a<x<a,ondea>0.
(i) lxl >a<x>aoux< —a,ondea>0.
(iii) Sea, b € R, entdo la - bl = lal - |bl.

- 1,

lof

a

(iv) Sea, b€ Reb # 0, entdo >

(v) (Desigualdade triangular)
Sea, b €ER,entdo la + bl = lal + |bl.

(vi) Sea,b € R, entdo la — bl = lal + |bl.

(vii) Sea, b € IR, entido lal — 1bl = la — bl.
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Vamos provar algumas das propriedades citadas.

Prova da Propriedade (i): (x| <a<> — a < x < a, onde a > 0.)
Provaremos por partes:

Parte I: —a<x <a,coma>0=|xl <a.

Se x = 0, |x] = x. Como, por hipétese, x < a, vem que || < a.

Sex <0, lxl = —x. Como —a < x, aplicando a propriedade 1.2.5 iii) concluimos que —x < a.

Assim, x| = —x < aousejax] <a.
Farte 2: |x] <aondea > 0= —ag < x < a.

Se x =0, entdo |x| = x. Como |x| < a, concluimos que x < a. Como a > 0, segue que — a < () e entio
—a<0=x<a,ouseja, —a<x<aq.

Se x <0, lxl = —x. Como por hipdtese |x| < a, temos que —x < a. Como x < 0, segue que —x > (. Portanto,

—a < 0 < —x < g, ou de forma equivalente, — a < x < q.

Prova da Propriedade (iii): (Se a, b € R, entdo la - bl = lal - |bl).
Usando 1.3.2, vem

labl = V/(ab)2 = Via? - b = Va* - Vb? = lal -

lal
Prova da Propriedade (iv): (Sea,b € Reb # 0, cntan‘ } |gi

Usando 1.3.2, vem
al _ /(5)2_ @ _Va g
b b bZ \/E—m,b ?‘:0

Prova da Propriedade (v): (Sea,b € R,entdo la + bl = lal + |bl.)
Como ¢, b € R, de 1.2.1 (i) vem que ab € positivo, negativo ou zero. Em qualquer caso vale,

ab < labl = lalib. (1)

Multiplicando (1) por 2, temos
2ab = 2lallbl. (2)
Da igualdade (a + b)* = a’ + 2ab + b* e de (2) vem que

(a + b)? < a® + 2lalibl + b

(a + b)? = la®l + 2lallbl + b

(a + b)* < (lal + 1bl)>. (3)

Tomamos a raiz quadrada de (3) e obtemos

la + bl = lal + |bl,
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Prova da Propriedade (vi): (Se a, b € IR, entdo la — bl = lal + |bl.)

Basta escrever a—b = a + (—b) e aplicar a propriedade v).

la—bl = la + (=b)| = lal + |—bl

= lal + Ibl

Prova da Propriedade (vii): (Se a,b € IR, entdo lal — |bl = |la — bl.)

Vamos fazer ¢ — b = c. Aplicando a propriedade v, vem

lal = le + bl = Ic| + bl

lal — 16l = lel

lal — Ibl = la — bl.

1.4 Intervalos

Intervalos sdo conjuntos infinitos de nimeros reais, como segue:

1.4.1

1.4.2

1.4.3
1.4.4

1.4.5

(1)

(i1)

Intervalo Aberto {xla < x < b} denota-se (a, b) ou Ja, b|.
Intervalo Fechado {xla = x =< b} denota-se [a, b].
Intervalo Fechado a Direita e Aberto a Esquerda {xla < x = b} denota-se (a, b] ou Ja, b].
Intervalo Aberto a Direita e Fechado a Esquerda {xla = x < b} denota-se [a, b) ou [a, b].
Intervalos Infinitos

{xlx > a} denota-se (a, +=) ou Ja,+=[;

{x|x = a} denota-se [a, +=) ou [a,+=[;

(iii) {xlx < b} denota-se (—=,b) ou |—o, b;

(iv) {xlx = b} denota-se (—, b] ou |-, b].

Podemos fazer uma representagio grafica dos intervalos como nos exemplos que seguem:

ex. 1.4.1-(2,3) 6 : ; ; =
ex. 1.4.2 — [0, 3] =21 B a
ex. 1.4.3 - (1, 4] b f—t——

Pl s

5

“hilip
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ex. 1.4.4 - [0, 4) o : -
0 1 2 3 4
ex. 1.4.5 -
@0, ) 0 1 2 3 4
. - - 5 . g
(i) [1, + =) 0 1E 2 3 4
- ‘ " " " X
(@) (==, 3) 0o 1 2 3 4
(V) (=22, 4] < 1 2 3 4

1.5 Exemplos
1. Determinar todos os intervalos de nimeros que satisfazem as desigualdades abaixo. Fazer a representagdo grafica.

(1) 3+7x<8x+9

34 7x—-3<8&+9-3 (propriedade 1.2.5 iv)
Tx<8x+6
Tx —8x <8+ 6 — 8 (propriedade 1.2.5 iv)
—% £
x> —6 (propriedade 1.2.5 iii)

Portanto, {x|x > —6} = (—6, +=) € a solugdo, e graficamente

s >
6
(ii) T<5x+3=9
7T-3=5x+3—~3=9—-3 (propriedade 1.2.5 iv)
4<5x=6
% B iedade 1.2.5 ii
—<x’£§ (propri 1.2.5 1)
5

Portanto, {x] 4/5 < x = 6/5} = (4/5, 6/5] € a solugdo, e graficamente

L
4/5 6/5



Capituto 1 Numeros reais 5

Sk :

x
z _q
(111) P 5.0 =

Vamos multiplicar ambos os membros da desigualdade por x + 7. Devemos entdo, considerar dois casos:

Caso1: x+7>0o0ux> —7 (propriedade 1.2.5 iv)

Entdo, x<5(x+7) (propriedade 1.2.5 ii)

= 5x+.35
£—8x<5x+4+38— 5x (propriedade 1.2.5 iv)
— 4x < 35

x> —35/4 (propriedade 1.2.5 iii)

Portanto {x|x > —7} N {xIx < —35/4} = (-7, +=) € a solugdo do caso 1.
Caso 2: 2+ T<lomr<—7

x >9x+35
x < —35/4

Portanto, {x|x < — 7} N {xlx < — 35/4} = ( — =, —35/4) € a solugéo do caso 2.

A solugdo final ¢ a unido de (=7, +%) e (—%, —35/4), ou seja, (—%, —35/4) U (-7, +), ou ainda,
x & [—35/4, 7]

< ) - >
-35/4 -7

dv) (x+ 5)(x —3) >0
A desigualdade ser4 satisfeita quando ambos os fatores tiverem o0 mesmo sinal:
Caso1: (x+5)>0e(x—3)>00u
p=—5ex =3

ou

x> 3.

Caso 2: x+5<lex—3<0
ou
x<—5ex<3
ou

x<-=5

A solugdo final seré a unido entre (3, +%) e ( —%, —5), ou seja, todos os x & [ —5, 3].
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Geometricamente,

2. Resolva as equagdes:
i I5x—3=7.

Esta equagdo ¢ verdadeira quando Sx — 3 = 7ouSx — 3 = —7,ou seja, x = 2 ou x = —4/5.
Portanto, as duas solugdes da equacio dada séo:

x=2ex= —4/5
(i) [7x—1]=|2x + 5]

Esta equagdo serd satisfeita se:

Caso1: Tx—1=2x+35

Tx—2x=5+1
5y =6
x = 6/5

Caso2: 7x—1=—(2x+5)

= 1==2=73
Ix+2&x=-5+1
9% =—4
x = —4/9.

Portanto, a solugéo final é x = 6/5e x = —4/9.
(iii) |9x + 7| = -7

Esta equagdo ndo tem solugdo, pois o valor absoluto de um nimero nunca pode ser negativo.

3. Encontre os nimeros reais que satisfacam as seguintes desigualdades:
i [|7x-—2/<4
Aplicando a propriedade 1.3.3 (i),
-4<Tx—-2<4
—4+2<Tx—-2+2<4+2
-2<Tx<6

B
i 7

Portanto, x € (—2/7,6/7).

T =32%
4+ x

=2 x ¥+ —4,

o |



Aplicando a propriedade 1.3.3 (iv),

|7 — 2x|
4_5
|4 + x|

17 — 2x| < 214 + xl.

Elevando ambos os lados da desigualdade ao quadrado, vem

49 — 28x + 4x? < 4(16 + 8x + x?)

49 — 28x + 4x* = 64 + 32x + 4x°

49 — 28x + 4x* — 64 — 2x —4x* <0

= = 15=0
—60x = 15
60x = — 15
x= —15/60

x=—1/4oux€[-1/4, +=).

3 - 2x
24

= 4 x¥F —2.

(i) i
I3 —-2x1 =412 + x|

9 — 12x + 4x° = 16(4 + 4x + x?)

9 — 12x + 4x% = 64 + 64x + 16x>
-12¥2—76x—-55=<0
12x2+76x +55=0
12(x + 5/6)(x + 11/2) =0
(x +5/6)(x + 11/2) = 0.

CariTurLo 1
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Procedendo como no exemplo 1 (iv). concluimos que a solugdo final serd a unido de (—%,— 11/2) e [—-5/6, +=),

ou seja, x & (—11/2, —5/6).

4. Mostre que, se a, b € R e a < b, entdo
() (x—a)(x —b)>0=>x¢€& [a,bl.
(i) (x—a)(x —b) =0=>x & (a,b).
(i) (x —a)(x —b) <0=x E (a,b).
(v) (x —a)(x — b) =0=x € [a, b].

Prova de (i): ((x — a)(x — b) > 0=>x & [a,b].)

Os dois fatores (x — a) e (x — b) devem ter o mesmo sinal. Temos dois casos:
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Caso1: x—a>0ex-b>0

ou

x>aex>h
A solugao deste caso serd x > b ou (b, +x<).
Caso2: x-a<0ex-b<0

ou

r<aex<h

A solugdo deste caso serd x < aou (—=, a).

Portanto, a solugdo final € a unido entre (—=, a) e (b, +=), ou seja, x & [a, b].

De maneira analoga podem-se provar as demais relagoes.

1.6 Exercicios

1. Determinar todos os intervalos de nimeros que satisfagam as desigualdades abaixo. Fazer a representagdo grifica.

1  3x 1-=x
3—-x<5+3 - =f S
(@) X X (b) 2x 5<3+4+ 3
© 2>-3-3x=-T7 (d}§<§
X -+
(&) x*=9 P x*—-3x+2>0
R 2 41 X
@ 1-x—-2x*=0 {h)z—x{3+x
i) xX*+1>x*+x ¢ (FP-Dx+4)=0
2 E+2 4 2
(k) x—ZEx—ZEI ) x=x
x 1/2%—3
(m) J|f_3<4 L e >1
(0) 3 =2 p) ¥*—-x*-x-2>0
x =35
1 3
d-3x+2= E
(@ x—-3x+2=0 (r) x+1}x*2
(5) 8x*—4x?-2x+1<0 n 12x* =20x*= — 11x + 2.
2. Resolver as equacdes em IR.
(@) I5x —31=12 b) 1 —4+12x1 =7
© BRx—3=Tx—S5| @ |22 =5
X —2
+
(e) ;i_§’=4 H Bx+20=5-x
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(&) 19xI—-11=x (h) 2x =7 = Ixl + 1.

Resolver as inequacgoes em IR.

@ lx+12<7 b) Bx -4 =2
(c) I5—6xI=9 (d 2x —51>3
(e) 16+ 2xl <14 — xl () Ix+ 4l =<2x — 6l
T—2x 1
5 — 2 = =
(g) Bxl=15 xl (h) ’5+3x = 3
i) lx—1+Ilx+2=4 () 1<lx+21<4
2+ x | 5 1
B ’3—1: = & @ |2Jn:—-1)2 x—2’
(m) Ixl+1<x n) Jx-1+IxI<1
(0) 2x2+3x+31=<3 (P Ix =11+ Ix — 3 < l4x]
1 1 x—1/2
= = <
@ TFlE-31 5 " x+l/2’ ,
3 —2x
() ’1+x
Demonstrar:

(@) Sea=0eb =0, entio a’ = b’ se e somente se a = b.
(b) Sex<y,entﬁox<%(x+y) <y

(¢) Ixl > aseesomentesex =>aoux < —a,ondea <0

+
(d) S'E:()<a<ab,f.'nta'lcs\/.-:;_.b<1'[I b.



Neste capitulo introduziremos um dos mais fundamentais concei-
tos da matematica — o de funcdo. O conceito de funcéo refere-se
essencialmente a correspondéncia entre conjuntos. Uma funcéio
associa elementos de um conjunto a elementos de outro conjun-
to. Em nosso estudo, os conjuntos envolvidos sempre serdo sub-
conjuntos de R. As funcdes neles definidas sao chamadas funcgoes
reais de variavel real.

Problemas que evidenciam a importancia do estudo das fungdes
em diferentes areas do conhecimento serdo apresentados,
ampliando, assim, o nosso olhar para o estudo das funcdes. No
decorrer dos exemplos € possivel observar que o uso dos recursos
computacionais auxilia na visualizacao das propriedades e caracte-
risticas das fungdes.

2.1 Definicdo

Sejam A e B subconjuntos de IR. Uma fungio f: A — B é uma lei ou regra que a cada elemento de A faz corres-
ponder um tnico elemento de B. O conjunto A é chamado deminio de f e é denotado por D(f). B é chamado de contra-
dominio ou campo de valores de f.

Escrevemos: f:A—B
x = f(x)
ou
F
A—B
x—* y= f(x).

2.2 Exemplos

Sejam A = {1,2,3.4)e B = {2, 3,4, 5}.

(i) f:A — B dada pelo diagrama abaixo € uma funcéo de A em B.
A B

s = )
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(ii) g:A—B
x—x+1

é uma fungdo de A em B. Podemos representar g em diagrama.

A B

2.3 Contra-Exemplos

Sejam A = {3.4,5}e B = {1, 2}.

(i) f: A — B dada pelo diagrama a seguir ndo é uma fungio de A em B, pois o elemento 4 € A tem dois corres-
pondentes em B.

(ii) g-tA—B
x—rx—3

ndo € uma funcd@o de A em B, pois o elemento 3 € A nao tem correspondente em B. Podemos ver isto facilmente repre-
sentando g em diagrama.

A B

2.4 Definicao

Sejaf:A—B.
(i) Dado x € A, o elemento f(x) € B € chamado de valor da funcéo f no ponto x ou de imagem de x por f.

(ii) O conjunto de todos os valores assumidos pela funcdo € chamado conjunto imagem de f e é denotado por Im (f).
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2.5 Exemplo

Sejam A = (1,2, 3,4,5) e B = Z (conjunto dos inteiros) e f: A — B definida pela regra que a cada elemento de A
faz corresponder o seu dobro.

Entdo: — a regra que define fé y = 2x;
—a imagem do elemento 1 € 2, de 2 € 4 etc.;
— o domino de f, D(f) = A;
—a imagem de f, Im(f) = {2, 4, 6, 8, 10}.

2.6 Exemplo
Sejaf: R— R
x—=xt
Entdo, D(f) = IR,
Im(f) = [0, +).

Quando trabalhamos com subconjuntos de IR, ¢ usual caracterizar a fungdo apenas pela férmula ou regra que a defi-
ne. Neste caso, entende-se que o dominio de f € o conjunto de todos os nimeros reais para os quais a fungio esta definida.

2.7 Exemplos

Determinar o dominio e a imagem das fungdes abaixo:

(1) flx) = 1/

Esta fungdo s6 nao € definida para x = 0. Logo, D() = IR — {0}.

Im(f) = IR— {0}.

i) f(x) =V

Para x < 0, f(x) ndo esta definida. Entdo, D(f) = [0, +=) e Im(f) = [0, +=).

i) f(x) = -Vx-1

flx) ndo esta definida para x < 1. D(f) = [1, =) e Im(f) = (—==, 0].

(iv) f(x) = |x|.
D() = IRRe Im(f) = [0, + =).

2.8 Graficos

2.8.1 Definicdo Sejafuma fungio. O grifico de f € o conjunto de todos os pontos (x, f(x)) de um plano coorde-
nado, onde x pertence ao domino de f.

Para determinar o gréfico de uma fungao, assinalamos uma série de pontos, fazendo uma tabela que nos dé as coor-
denadas. No ponto em que estamos, ndo existe outro meio de determinar o grafico a ndo ser este método rudimentar. No
Capitulo 5 desenvolveremos técnicas mais eficazes para o tragado de grificos.



2.8.2 Exemplos

(i) O gréfico da fungdo f(x) = x° consiste em todos os pares (x, y) € IR? tais que y = x*. Em outras palavras,
¢ a colecdo de todos os pares (x, x*) do plano xy. A Figura 2.1 nos mostra o grafico desta fungio, onde salien-

tamos alguns pontos, de acordo com a tabela.

CariTuLo 2

X y = AY
-2 4
-1 1 TS
0 0 |
1 1 :
2 4 i
2 1

Figura 2.1

(ii) Consideremos a fungdo f(x) = x. Os pontos de seu grafico sdo os pares (x, x) € IR?. A Figura 2.2 mostra

este graifico.

AY
----- ‘2 2)
i x
7 A,
Figura 2.2
(iii) Seja f: IR — IR definida por
-2, se x= -2
f(x) = 2y 88 =2<zx=2
4, se x>2
O griéfico de f pode ser visto na Figura 2.3.
AY
4 T
—12 4
-2 2 X
il 225 | 15

Figura 2.3

Mf-------=--=-=--=

xVv
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(iv) Seja f(x) = Ix|. Quando x = 0, sabemos que f(x) = x. Quando x < 0, f(x) = —x. O gréfico de |x|
pode ser visto na Figura 2.4.

M e R (2, 2)

xv

Figura 2.4

1
(v) Sejaf(x) = = Entao, D(f) = R— {0}. A Figura 2.5 mostra o grafico de f(x) = 1/x.

Figura 2.5

(vi) Neste exemplo vamos ilustrar como os gréficos podem nos dar informagdes importantes sobre situagdes
praticas.

O gréfico da Figura 2.6 representa a quantidade didria ¢ de pegas produzidas numa linha de montagem, em fungio
do niimero de operérios n, que trabalham nessa linha. O que podemos concluir a partir da anélise desse grifico?

llq‘

a‘l’

Figura 2.6

Na Figura 2.7 representamos o mesmo gréfico onde assinalamos dois pontos importantes para a an4lise. Podemos
observar que entre 0 e ; 0 acréscimo no nimero de operdrios acarretard um acréscimo proporcional na produtividade.
Entre n; e ny, 0 acréscimo da produtividade vai se tornando menos significativo, sendo nulo no ponto n,.
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A partir de n, o acréscimo no nimero de operdrios implicard uma diminuigao na produtividade.

:!V

mn na

Figura 2.7

Podemos nos perguntar se, dada a curva ¢ no plano xy, ela sempre representa o grifico de uma fungdo. A resposta
¢ ndo. Sabemos que, se f é uma fungdo, um ponto de seu dominio pode ter somente uma imagem. Assim a curva c s6
representa o grafico de uma fungdo quando qualquer reta vertical corta a curva no maximo em um ponto.

Na Figura 2.8 a curva ¢, representa o grifico de uma fungao, enquanto a curva c, nio representa.

AY AY

)

L X

/}-

\

/

Figura 2.8

2.9 Operacoes

Assim como podemos adicionar, subtrair, multiplicar e dividir nimeros, também podemos produzir novas fungdes
através de operagdes. Essas operagdes sao definidas como segue:

2.9.1 Definicdo Dadas as funcdes fe g. sua soma f + g, diferenga f — g, produto f - g e quociente f/g, sdo defi-
nidas por:

@ (F+e)x)=Ff(x) +g(x)
G) (f —g)(x) = f(x) — g(x);
(i) (f - g)(x) = f(x) - g(x); '

- = 448),
) (/8 () = 5y

O dominio das fungdes f + g, f— g e f - g € a intersecgdo dos dominios de fe g. O domino de f/g € a intersec¢ao
dos dominios f'e g, excluindo-se os pontos x onde g(x) = 0.
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2.9.2 Exemplo Sejam f(x) = V5 — xeg(x) = Vx — 3. Entio,

(f+g)(x)=V5—x+Vx -3

fF-g@x)=V5-x-Vx-3

(fF 8)(x) =V5-x-Vx—-3e
B V5 —x

Como D(f) = (—=,5]e D(g) = [3, +=), entdo o dominiof + g, f—ge f - g € [3. 5]
O dominio de fig € (3, 5]. O ponto 3 foi excluido porque g(x) = 0 quando x = 3.

2.9.3 Definicdo Se f¢é uma fungdo e k é um nimero real, definimos a fungdo kf por (kf)(x) = kf(x).

O dominio de kf coincide com o dominio de f.

2.94 Exemplo Sejaf(x) =Vx’—4ek=23.
Entdo (kf)(x) = 3Va% — de D(kf) = (—=, — 2] U [2, +%).

2.9.5 Definicdo Dadas duas fungdes fe g, a fungdo composta de g com f, denotada por gyf, € definida por
(8f) (x) = g(f(x)),

O dominio de guf ¢ o conjunto de todos os pontos x no dominio de f tais que f(x) estd no dominio de g.

Simbolicamente,

D(gf) = {x € D(f)/f(x) € D(g)}-
O diagrama pode ser visualizado na Figura 2.9.

Figura 2.9

2.9.6 Exemplos
(i) Sejam f(x) = Vxeg(x) = x — 1. Encontre g,f.
Temos,
(2f)(x) = g(f(x)) = g(Vx) = Vx - 1.
Como D(f) = [0 +=) e Im(f) = [0, +=) C D(g) = ( —c=, +=), ento,
D(gf) = D(f) = [0, +).
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(ii) Sejam f(x) =2x —3eg(x) = \/x. Encontrar: a) &f:b) fog.io) fofed gg.

a) (&f)(x) = g(f(x)) = g(2x - 3) = V2x - 3.

O dominio de fé D(f) = ( —%, +=) e o dominio de g é D(g) = [0, +=). Assim, 0 dominio de g,f é o con-
junto de todos os niimeros reais x, tais que f(x) € [0, + =), isto €, todos os niimeros reais tais que 2x — 3 = 0. Logo,

D(gf) = [3/2, +).
b) (fag)(x) = f(g(x)) = f(Vx) =2Vx - 3e

D(fog) = {x €D(g) = [0, +=)/g(x) € D(f) = (==, +=)} = [0, +x).
) (ff)(x) =f(f(x)) = f(2x — 3)
=22 = 3) —3
= hx~—9.
D(fof) = (==, +x).

d) (2g)(x) = g(g(x)) = g(Vx) = VA/x = Vx

D(gyg) = [0, +==).

se x<10
se O0=x=1
se x>1

2

(iii) Sejam f(x) = ‘

£, 2

1]i8 se x<0
eg(x) ={2x, se O=x=1
1, se x>1.

Determinar fg.

Sex <0, (fog)(x) = f(g(x)) =f(1)=1"=1.
Se0=x=1,(fig)(x) =f(g(x)) = f(2x).

Para0 < x < % temos 0 = 2x = 1. Logo, neste caso, (fug) (x) = (2x%) = 4x°.

Para% < x = | temos 2x > 1. Assim, para este caso, (fg)(x) = 0.Sex> 1, (fog)(x) = f(g(x)) = f(1) = 1.
1, se x<0

x2, se 0=x=1/2

0, se 12<x=1

1, se x>1

Logo (fog)(x) =

O dominio de fyg é D(f,g) = (—2=, +x).

O gréfico de fyg pode ser visto na Figura 2.10.
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Figura 2.10
2.10 Exercicios
1.s k. B
. Se f(x) = — ].achar.
(@) f(0) ® f(—2)
(¢) f(1/1) @ f(x—2)
© f(1/2) () ()
2. Se f(x) = Ei:r__?l,dete‘:rmine:
@) S5f(—1) — 2{(0) +3f(5) ®) [f( - 1/2)F
() f(3x—2) (d) f(t) + f(4/r)
h) — f(0 "
© 10 0 fI(5))
3. Dada a fungéio f(x) = x| — 2ux, calcular f( — 1), f(1/2) e f( — 2/3). Mostrar que f(lal) = —lal.
4. Se f(x) = siiged = — a, mostre que f(f(x)) = x.

5. Se f(x) = x* + 2x, achar fla+h) — fa) p # 0 e interpretar o resultado geometricamente.
h

x—1

6. Dada ®(x) = o 7

, forme as expressoes ®(1/x) e 1/®(x).

7. Dada a fungdo f(x) = x* + 1, mostrar que, paraa # 0, f(1/a) = f(a)/d*
8. Dada a fungdo f(x) = 1/x, mostrar que f(1 + h) — f(1) = —h/(1 + h). Calcular f(a + h) — f(a).

9. Seja f(n) a soma dos n termos de uma progressdo aritmética. Demonstrar que f(n + 3) — 3f(n + 2)
T3f(n+1) - f(n)=0.
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Exprimir como fun¢do de x:

(a) A érea de uma esfera de raio x.

(b) A drea de um cubo de aresta x.

(c) A drea total de uma caixa de volume dado V, sabendo que a base € um quadrado de lado x.

Exprimir o comprimento / de uma corda de um circulo de raio 4 cm, como uma fungao de sua distancia x cm ao
centro do circulo.

Seja f(x) = (x — 2)(8 — x) para2 < x = 8,
(@) Determinar f(5). f( — 1/2) e f(1/2).
(b) Qual o dominio da fungdo f(x)?

(¢) Determinar f(1 — 2¢) e indicar o dominio.
(d) Determinar f[f(3)]e f[f(5)]

(e) Tracar o grafico de f(x).

Determinar o dominio das seguintes fungoes:

(@) y=x° (b) y=V4-x?
1

© y=_"34 d) y=Vx—12

—4

(@0 y=Vx*—4x+3 O y=V3+x+ NG
+

@ y=Vx+T-Vx+8 ) y=*—

) y=Ilr+21+4-5=x=2 i ==
x+1

1

1
(k) PEE (Dy-m

/-.Usando uma ferramenta grafica, tracar as curvas definidas pelas equagdes dadas, identificando as que repre-
sentam o grafico de uma fungdo y = f(x). Neste caso, determine a fungdo, o dominio e o conjunto imagem.
(@ y=3x—1 ) y—x*=0 @y —x=0

1
d y+V4—-x*=0 (e) >+ y* =16 (ﬂy:;

(g y-x =11

Construi: o grafico, determinar o dominio e o conjunto imagem das seguintes fungdes:
0 se x<0
—x,se 2=x=0 ;s
e b = £142. —;
@ fix) { x,se 0<x<2 (&) f(x) S
15 se x>0

x, se x=0
() f(x)=41, se 0<x<2
x5, se x=2

Identiﬁcar as propriedades e caracterfsticas das seguintes fungdes a partir das suas representagoes graficas
(dominio. conjunto imagem, raizes, maximos e minimos, crescimento e decrescimento).
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(@ f(x)=x"+8x+14 b) f(x)= — x>+ 4x—1
© y=(x=-2) @ y= — (p+2p
(€ y=x N y=4-x°
1
8 f(x)=Ixl,-3=x=3 (h) f(x)_m
. L g -
@ R =5 () f(x)=Vax
B Para cada uma das seguintes fungdes f(x) esboce primeiro o grafico de y = f(x), depois o grifico de
y = If(x)] e finalmente o grifico de y = f(zx) - 1f(2x)l_
(@ f(x)=(x—-2)(x+1) ®) f(x) =2
@ fe)=—= @ f(x)=4-2
2 =
i 9, x# =3
18. Sejamg(x) =x -3 ef(x) = X3 .
F k, x= —3

Calcule k tal que f(x) = g(x) para todo x.
19. Para cada item, calcule f + g, f — g, f - g, flg. fog., &f. k - f. onde k é uma constante.

(@ f(x)=2x ‘ g(x) = x* +1
b) f(x)=3x—2 , g(x) = Ix|

© f(x) =177 g(x) = 1/x

@ f(x)=Vx+1 , g(x) =x—2
(&) f(x)=Vx-2 : g(x) =Vx -3
" flx)=x : g(x) = 1/Vx.

20. Seja h definida por h(x) = 2x — 7. Calcule h,h, i e h + h.

21. Sabendo que f = g ° h, nos itens (a), (c) e (d) encontre a fungio & e no item (b) a funcio g.

(@ f(x)=x*+1 , g(x) =x+ 1.
) f(x)=Vx+2 , h(x) = x + 2.
() f(x)=a+bx ) g(x) =x+a
(d f(x)=Ix*-3x+5 |, g(x) = Ixl.

22. Sendo f(x) = ax + b, para quais valores de a e b tem-se (f © ) (x) = 4x — 9?
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1
Sejam f(x) =Vx—4e g(x)= Pl + 1,x = 3. Calcular feg. Dé o dominio e o conjunto imagem de
f(x),g(x) e (fe°g)(x).

X, x=10
Sejam f(x) ={ —x, 0<x=8eg(x) = x° Calcular f o g.

\/;:, x>8
Determinar algebricamente o dominio das fungdes f(x)=Vx — 2, g(x)=Vx + 2,
h(x)=f(x) + g(x), p(x) = f(x) - g(x) e q(x) = (f°g) - (x).

Faca o gréfico das funcoes e compare os resultados.

A fungio g € definida por g(x) = x”. Defina uma fungdo f tal que (f ° g)(x) = x, para x = 0 e uma fung@o 5,
tal que (hog)(x) = x,parax = (.

Se f(x) = x? encontre duas fungdes g para as quais (f ° g)(x) = 4x? — 12x + 9.
Se f(x) = x* — 2x + 1, encontre uma fungio g(x) tal que (f/g)(x) = x — 1.

Dadas as fungdes f(x) = x> —leg(x) =2x — 1:

(@) Determine o dominio e o conjunto imagem de f(x).

(b) Determine o dominio e o conjunto imagem de g(x).

(c) Construa os graficos de f(x) e g(x).

(d) Calculef+g,.f—g.8f.f/lg.fegegef.

(¢) Determine o dominio das fun¢des calculadas no item (d).

r@Dcterminar algebricamente os valores de x, tais que f (x) < g(x),sendof (x) =2x + leg(x) =4 — x.
Usando uma ferramenta gréfica, tracar o grifico das fungbes dadas e comparar os resultados.

Determjnar algebricamente os valores de x, tais que o grafico de f( x) esteja abaixo do grafico de g(x), sendo
f(x)=x>— leg(x) =1 — x". Usando uma ferramenta gréfica, tragar o gréfico das fungdes dadas e comparar
os resultados.

O gréfico da Figura 2.11 ilustra a propagagio de uma epidemia numa cidade X. No eixo horizontal temos o tempo
€ no eixo vertical, o nimero de pessoas atingidas depois de um tempo ¢ (medido em dias a partir do primeiro dia da
epidemia).

A .
N (numero de pessoas)

f B O SRR s P e

t (medido em dias)

= e
—

B

[, N
-

N

o

Figura 2.11



Calculo A — Fungdes, limite, derivacio e integracio

- .-

33.

34.

35,

36.

(a) Em qual semana houve o maior nimero de pessoas infectadas?
(b) Quando a epidemia foi totalmente controlada?
(¢)  Como vocé descreveria a propagacio da doenga em linguagem coloquial?

Um fabricante produz pegas para computadores pelo prego de R$ 2,00 cada uma. Calcula-se que, se cada pega for
vendida por x reais, os consumidores comprardo, por més, 600 — x unidades. Expressar o lucro mensal do fabrican-
te como fungdo do prego. Construir um gréfico para estimar o preco 6timo de venda.

Um grupo de amigos trabalham no periodo de férias vendendo salgadinhos nas praias. O aluguel do trailler e todos
0s equipamentos necessdrios para a produgio sdo alugados pelo valor de R$ 2.000,00 por més. O custo do material
de cada salgadinho ¢ de R$ 0,10. Expressar o custo total como uma fungdo do mimero de salgadinhos elaborados.

Em um laboratério, um determinado ser vivo apresenta um ciclo produtivo de | hora, e a cada hora um par pronto
para reprodugéo gera outro par reprodutor. Como expressar essa experiéncia populacional em funcdo do numero de
horas, supondo que a populagdo inicial € de cinco pares?

Um grupo de abelhas, cujo nimero era igual a raiz quadrada da metade de todo o enxame. pousou sobre uma rosa,
tendo deixado para tras 8/9 do enxame; apenas uma abelha voava ao redor de um jasmim, atraida pelo zumbido de
uma de suas amigas que caira imprudentemente na armadilha da florzinha de doce fragrancia. Quantas abelhas for-
mavam 0 enxame?

(Adaptagdo de um problema histérico, originalmente escrito em versos. )

m
2.11 Funcoes Especiais

A seguir vamos relacionar algumas fungdes que chamaremos de fungdes especiais.

2.11.1  Funcao Constante E toda funcdo do tipo f (x) = &, que associa a qualquer nimero real x um mesmo

numero real k.
A representacdo grifica serd sempre uma reta paralela ao eixo do x, passando por y = k.
O dominio da fungio f (x) = ké D(f) = R.
O conjunto imagem € o conjunto unitdrio Im(f) = {k}.
Exemplos:

(i) f(x) = 2 [Figura 2.12. (a)]
(i) f(x) = —3 [Figura 2.12. (b)]

3

X

(a) (b)
Figura 2.12

2.11.2  Funcao Identidade E a fungio f: R — IR definida por f(x) = x.
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e Tk vt

O griéfico desta fungio é uma reta bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes (Figura 2.13).

AY

+
4

)

XV

Figura 2.13

O dominio de f(x) = xé D(f) = RR.
O conjunto imagem é Im(f) = R.

2.11.3 Funcao do 12 Grau Funcio do 1° grau € toda fungio que associa a cada nimero real x o nimero real
ax + b, a # 0. Os nameros reais a e b sdo chamados, respectivamente, de coeficiente angular e linear.

Quando a > 0 a fungdo f(x) = ax + b € crescente, isto €, & medida que x cresce, f(x) também cresce. Quando
a < 0a fungdo f(x) = ax + b ¢ decrescente, isto €, & medida que x cresce f(x) decresce.

O gréfico da fungdo f(x) = ax + b é uma reta nio paralela aos eixos coordenados.
O dominiode f(x) = ax + béD(f) = R.

O conjunto imagem ¢ Im(f) = R.

Exemplos:

(i) f(x) = 2x + 3 é uma fungio do 1° grau crescente porque a > 0 (Figura 2.14).

AY

/

Figura 2.14

(i) A funcdo f(x) = —3x + 1 é uma funcdo do 1° grau decrescente porque a < 0 (Figura 2.15).
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Figura 2.15

(iii) No movimento retilineo uniforme, o espago percorrido € uma fungio do tempo, expresso pela férmula
s = sy + ut, onde 5 e v sdo constantes e v # 0. Essa fungao € do 12 grau.

Observamos que a fungdo f(x) = ax + b, a, b, € IR€ chamada de fung¢do afim por muitos autores, que destacam os
seguintes casos particulares:

(i) Funcao do 1" grau, quando a # 0
(i1) Funcdo linear, quandoa # Oe b = 0

(iii) Fungdo constante, quando a = 0

2.11.4  Funcdo Médulo A fungio definida por y = |x| chama-se funcdo médulo. O seu dominio & o conjunto
D(f) = R e o conjunto imagem & Im(f) = [0, +).

O grifico desta fungio estd ilustrado na Figura 2.16.

)

—h

ke wiesmas
xv

Figura 2.16

2.11.5 Funcao Quadratica A fungio f: R — IR definida por f(x) = ax® + bx + ¢, a # 0 & chamada fun-
o do 2° grau ou fungdo quadritica. Seu dominio é D(f) = RR.

O grifico de uma fungdo quadrética € uma pardbola com eixo de simetria paralelo ao eixo dos y. Se o coeficiente
de x* for positivo (a > 0), a pardbola tem a concavidade voltada para cima. Se a < 0, a parabola tem a concavidade vol-
tada para baixo.

A intersec¢do do eixo de simetria com a pardbola é um ponto chamado vértice.

A intersecgio da pardbola com o eixo dos x define os zeros da fungio. No quadro seguinte caracterizamos as diver-
sas possibilidades (Figura 2.17).
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A=b>—4dac>0

A=b>=4ac=0

A=b"—4ac<0

a pardbola intercepta
o eixo dos x em dois

a pardbola intercepta
0 eixo dos x

a pardbola ndo
intercepta o

Funcoes

em um unico ponto. eixo dos x.

pontos distintos.

a=0

w
u,. FgEE

ke

¥

XV

r a<0

x ¥
D0 =14 1l | =i

Figura 2.17

Dada uma funcéo quadritica qualquer y = ax® + bx + ¢, com a # 0, usando a técnica de completar os quadra-

dos, podemos facilmente escrevé-la na forma

y= ﬂ(x = xu)z == Yy {]-)

sendo (x,,y,) o vértice da pardbola. Neste caso o eixo de simetria € dado por x = x,,.

Exemplos:

(i) A pardbola dada por y = x* — 6x + 5 pode ser escrita como
y=(x*—6x) +5
— (P —6x+9)—9+5
=(x—3) -4
O vértice da pardbola € (x,.y,) = (3, —4) e o eixo de simetria é x = 3.

(ii) A expressdo (1) € muito iitil quando queremos fazer um esbogo réapido do gréfico de uma funcdo quadritica,
pois permite identificar a concavidade, o vértice e o eixo de simetria. Para obter um esbogo do grafico basta
determinar mais alguns pontos, que podem ser tomados de um s6 lado do eixo de simetria. Dada a fungao

y=2x>+4x — 1,

. 1
= = + 2 Sl
v 2(1 & 2)

podemos escrever
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e
3 1
=2l x +21+l—l—5
: -3
=2(x*+2x+1) +2 Cl
=2(x +1)* - 3.
Logo, o eixo de simetria € x = —1 e o vértice (x,.y,) = ( —1, —3). Comoa = 2 > 0, a pardbola tem concavi-

dade voltada para cima.
A Figura 2.18 nos mostra o gréfico dessa fungdo com o vértice, o eixo de simetria e alguns pontos assinalados,

><1F

(1:9)

Figura 2.18

2.11.6 Funcdo Polinomial E a fungdo f: R — R definida por f(x) = apx" + ajx" ' + ... + a,_,x + a,
onde ay, ay, . . ., a,, a; # 0, sdo mimeros reais chamados coeficientes e n, inteiro ndo negativo, determina o

grau da funco.
O grifico de uma fungdo polinomial é uma curva que pode apresentar pontos de méximos e minimos.
Posteriormente faremos esbogos de graficos dessas fungdes com o auxilio das derivadas.
O dominio € sempre o0 conjunto dos nimeros reais.

Exemplos:

(i) A fungio constante f(x) = k é uma funcio polinomial de grau zero.

(i) A fungdo f(x) = ax + b, a # 0 é uma fungdo polinomial do 1° grau.

(iii) A fungio quadrdtica f(x) = ax® + bx + ¢, a # 0 é uma fungdo polinomial do 2° grau.
(iv) A funcio f(x) = x* é uma fungdo polinomial chamada funcdo cubica.

(v) A fungdo f(x) = 5x° — 6x + 7 & uma fung@o polinomial de grau 5.

2.11.7 Funcdo Racional E a funcdo definida como o quociente de duas fungdes polinomiais, isto &,

_px)
flx) = 2 (5P

O dominio da fungdo racional € o conjunto dos reais excluindo aqueles x tais que g(x) = 0.

onde p(x) e g(x) sdo polindmios e g(x) # 0.
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Exemplos:
.
(i) A funcio f(x) = i — € fungdo racional de dominio D(f) = R — (~1) (Figura 2.19).
. AY
____________ o
_1:// X

Figura 2.19

(x> + 3x — 4)(x* — 9)
(x*+ x — 12)(x + 3)

(ii) A fungio f(x) = é racional de dominio D(f) = R — {—4, —3, 3] (Figura 2.20).

Figura 2.20

M
2.12 Funcbes Pares e Impares

Dizemos que uma funcio f(x) € par se, para todo x no dominio de f, f (—=x) = f(x).

Uma fungio f (x) € impar se, para todo x no dominio de f, f (—x) = —f(x).

O grifico de uma fungfo par € simétrico em relagéo ao eixo dos y e o grifico de uma funcdo impar € simétrico em
relagdo a origem.

Exemplos:

(i) A fungio f(x) = x*¢é par, jaque f(—x) = (—x)* = Z=17{%).

(i) A fungdo f(x) = x° + x* é impar, ji que f(—x) = (—x)° + (=)= —x"—x = - +x) = —f).

@iii) A funcdo f(x) = x* + 4 ndo € par nem {mpar.
H
2.13 Funcoes Periodicas

Dizemos que uma fungdo f(x) € periddica se existe um nimero real T # 0 tal que f(x + T) = f(x) para todo
x € D(f).



Célculo A — Fungdes, limite, derivacdo e integracio

ol bR

O nimero T € chamado periodo da fungéo f(x).
O gréfico de uma fungéo periédica se repete a cada intervalo de comprimento | T,
Exemplos:

(i) Mais adiante, mostraremos que as fungdes trigonométricas f(x) = senx e f(x) = cos x sdo periodicas de
periodo T = 2.

(i) A fungdo constante € periédica e tem como periodo qualquer nimero T # 0.

(iii) A Figura 2.21 mostra grificos de outras fun¢des periddicas.

R
"IN
>xvY

A
-3/-2 -1 1,

6 4 2 2 4 6%

Figura 2.21

2.14 Funcao Inversa

Seja y = f(x) uma fungdo de A em B ou f: A — B. Se, para cada y € B, existir exatamente um valor x € A tal
que y = f(x), entdo podemos definir uma fun¢do g: B — A tal que x = g(y). A fungiio g definida desta maneira ¢
chamada fungdo inversa de fe denotada por f .

Exemplos:

(1) A fungdo f: IR — IR definida por y = 2x — 5 tem como funcfio inversa
1
f~": IR = IR, definida por x = 5 (y +3).

=4
(i) A fungdo f: IR — {3} > IR — {—1} definida por y = ;_ admite a fun¢do inversa
_ : 1+ 3y
S IRR—=[=1} 2R — {3} definida por x = pre ;

Graficamente, podemos determinar se uma fun¢do admite inversa. Passando uma reta paralela ao eixo dos x, esta
deve cortar o grafico em apenas um ponto. A Figura 2.22 ilustra a fungio f: IR — R dada por ¥ = x” que ndo possui
inversa. Fazendo uma restricio conveniente no dominio, essa mesma funciio pode admitir inversa. Por exemplo, para
X = 0 existe a inversa x; = \/; e para x =< () existe a inversa x, = — \/}

AY

¥

Figura 2.22
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i o
Para fazermos o grifico da funcdo inversa basta tragarmos a reta y = x e observarmos a simetria.
Exemplos:

(i) A fungdo f: [0, +%=) — [0, +), definida por f(x) = x? tem como inversa a fung@o g: [0, +%) — [0, +x)
dada por g(x) = Vx (ver Figura 2.23).

(i) A fungio f:IR — IR dada por y = x* admite a fungiio inversa g: IR — IR dada por g(x) = Vx (ver
Figura 2.24).

~
e msee e

X\L

Figura 2.23 Figura 2.24

2.15 Algumas Funcoes Elementares

2.15.1 Funcdo Exponencial. Chamamos de fungdio exponencial de base a a fun¢do f de IR em IR que associa a
cada x real o niimero real a*, sendo @ um mimero real, 0 < a # 1,

ou, fiIR— 1R
x—>y=a'

O dominio da fungdo exponencial ¢ D(f) = IR. A imagem é Im(f) = (0, ). Podemos também denotar
Im(f) = (0,») = R.

Com relagdo ao grafico da fungdo f(x) = a* (Figura 2.25) podemos afirmar:
1) acurva que o representa estd toda acima do eixo das abcissas, pois y = a* > 0 para todo x € R;
2) corta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1):

3)  f(x) = a" € crescente se a > 1 e decrescente se 0 <a < 1.

AY AY

y=a y=4
(a>1) (0<a<1)

(0,1)

___—To

Y

X

Figura 2.25
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2.15.2 Funcao Logaritmica Dado um nimero real a (0 < @ # 1), chamamos fungdo logaritmica de base a a
fungdo de IRT em IR que se associa a cada x o niimero log, x, isto €,

iR, =R
x—y=log,x.

As fungdes fde IR] em IR definida por f (x) = log,x e g de IR em IR definida por g(x) = a; 0 < a # 1, sio
inversas uma da outra.

Temos D(f) = R eIm(f) = R.

Com relagdo ao grafico da fungdo f(x) = log,x (0 < a # 1) (Figura 2.26) podemos afirmar:
1)  estd todo & direita do eixo y;

2) corta o eixo das abscissas no ponto (1, 0);
3) f(x) =log,x écrescente se a > 1 e decrescente se ) < g < 1;

4) € simétrico ao grifico da fun¢do g(x) = a* em relagfio a reta y = x.

X) = aAY
(‘l)
/|
/' o
‘,/' y=log, x ,/'
P (O<a<1) L/
rs -
Figura 2.26

2.15.3 Funcoes Trigonométricas

FUNCAO SENO
Seja x um niimero real. Marcamos um 4ngulo com medida x radianos na circunferéncia unitéria com centro na ori-
gem (ver Figura 2.27). Seja P o ponto de intersecgdo do lado terminal do angulo x, com essa circunferéncia.

AV
P H--E
X
0 P u
Figura 2.27

Denominamos seno de x a ordenada O_P] do ponto P em relagdo ao sistema /0 V.
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Definimos a funcdo seno como a fungdo fde IR em IR que a cada x € IR faz corresponder o niimero real y = sen x,
isto €,

ffR—>R
X—y =senx.
O dominio da fun¢do seno € IRe o conjunto imagem € 0 intervalo [— 1, 1].
A funcio y = sen x € periédica e seu periodo € 27, jd que sen (x + 27) = sen x.
Em alguns intervalos sen x é crescente e em outros € decrescente. Por exemplo, nos intervalos [0, /2] e [37/2, 27]

sen x € crescente. J4 no intervalo [m/2, 37/2] ela € decrescente.
O grifico da fungdo f(x) = sen x, denominado sendide, pode ser visto na Figura 2.28.

Y

Figura 2.28

FUNCAO COSSENO

Seja x um niimero real. Denominamos cosseno de x a abcissa OP, do ponto P em relagio ao sistema U 0 V (Figura
2.27). Definimos a fungdo cosseno como a fungio fde IR em IR que a cada x € R faz corresponder o mimero real y
= COS X, isto é,

fiR—=R
Xy =Cos X

O dominio da funcé@o cosseno é IR e o conjunto imagem € o intervalo [—1, 1].

Para todo x € IR, temos cos (x + 27) = cos x. Portanto, a fungdo cosseno € periddica e seu periodo € 27r.

Em alguns intervalos a fungio cosseno € crescente e em outros, decrescente. Por exemplo, no intervalo [0, 7] a fun-
¢do f(x) = cos x € decrescente. J no intervalo [, 27] ela € crescente.

O grafico da fungdo f(x) = cos x, denominado cossendide, pode ser visto na Figura 2.29.

AY

WWM 0 w2 x an

Figura 2.29

b4 4

FUNCAO TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E COSSECANTE
Estas fungdes sdo definidas em termos de seno e cosseno.
As funcgdes tangente e secante sdo, respectivamente, denotadas pelos simbolos tg e sec e definidas por:

tgx = ; secx =
e EOS x- G s e ;mﬁ;;“:@éﬂ’

para todos 0s nimeros reais x tais que cosx # 0.
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As fungoes cotangente e cossecante sio, respectivamente, denotadas por cotg e cosec e definidas por:

N Gy i —;x' PR c»_r\.- A B A L RO, oo R
cotgx=—— : cosecx =

e M P e i e S i oDy .; :'I.-—‘w;'_':":: s

para todos os nimeros reais x tais que sen x # 0.
O dominio das fungdes tg x e sec x € o conjunto de todos os niimeros reais x para 0s quais cos x # 0.
T 3 | 5w
Comocos x = 0 quando x for =+ 5 e EE * 2
D(tg)=D(sec) = (xER| x # /2 + nm,n € Z}.

— T
., 1sto €, quando x = 5 + nm.on € Z, temos

Analogamente, o dominio das fungdes cotangente e cossecante € o conjunto de todos os nimeros reais x para os
quais sen x # 0. Como sen x = () para x = nw, n € Z, temos:

D(cotg) = D(cosec) = {x € IR| x # nm, n € Z}.

Os grificos dessas fungdes podem ser vistos na Figura 2.30. Podemos observar que as fungOes tangente e cotangen-
te sdo periddicas de periodo 7 e que as fungdes secante e cossecante sdo periddicas de periodo 277,

. T . . . Y

1
-31:!25 rr.;: ::nanf;i_’; f ; X

: :Y=1Q‘X: : ky=cotgx'

i : amYi l: r AY . '

3::/2 wzo m'2 3mr2§ 2:: _,t 0 ,,; 2,;>x

EI }g":SECi :E E Ejr'='l.':t‘;:iS(-'l"GJt'é E

Figura 2.30

2.15.4 Funcoes Trigonométricas Inversas

Conforme definigao da segdo 2.14, sabemos que € impossivel definir uma fungdo inversa para a fung¢dio v = sen x,
porque a cada valor de y corresponde uma infinidade de valores x.

Portanto, para definirmos a fungdo inversa de y = sen x necessitamos restringir o dominio.

Esse fato ocorre com todas as demais fungdes trigonométricas.
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FUNCAO ARCO SENO
Seja f:[—m/2. @/2] = [—1, 1] a fungdo definida por f(x) = sen x. A fungdo inversa da f(x) serd chamada arco
seno e denotada por

fL[-1,1] = [—m/2,7/2), onde f '(x) = arc sen x.

i . m ™ o ok
Simbolicamente, para —— = y = 5 escrevemos a equivaléncia:

2
e = A e i i o S
y =arcsenx <> seny.=x
st T ot e e a0 R Flage e Rl

O grifico desta fungdo nos mostra uma fungéo crescente (Figura 2.31).

AY
o/
T T iy
''''' -2
Figura 2.31

Observamos que na definigio da fung@o arco seno poderiamos ter restringido o dominio y = sen x a qualquer dos

seguintes intervalos:
[7/2,37w/2], [37/2, 57/2), [57/2, Tm/2], ..., ou
[ —3m/2, — w/2),[ — Sm/2, — 3m/2),[ — Tm/2, — 5w/2], .
FUNGAQ ARCO COSSENO
Seja f:[0, 7] = [—1, 1] a fung@o definida por f(x) = cos x. A func@o inversa de f serd chamada arco cosseno e
denotada porf_1: [—1, 1] = [0, 7], onde f ~'(x) = arc cos x.
Simbolicamente, para 0 = y = 7, escrevemos:
V=arccosx<>x = Cosy
O gréfico desta fung@o nos mostra uma fungao decrescente (Figura 2.32).
Observacdo:
A fungio y = arc cos x pode ser definida também pela equagio
arc cos x = 77/2 — arc sen x

AY
i

2

Figura 2.32
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Figura 2.33

Os dngulos a e B sdo completamentares, ou

a+ﬁ=%

X = sen« = cos B.
Portanto, a = arc sen x e 8 = arc cos x. Concluimos que

m
HICCOSXZE_E]ICSEHX.

FUNCAO ARCO TANGENTE

A fungdo inversa da tangente € definida para todo mimero real.

Seja f: (—m/2, 1rf2) — IR a funcédo definida por f(x) = tg x. A fungdo inversa de f serd chamada funcde arco tan-
gente e denotada por f ~': R— (—w/2, +7/2), onde f ~'(x) = arc tg x.

Simbolicamente, para —7/2 < y < 7/2, escrevemos

y arctgxﬁ-x = tgy -

O grafico nos mostra que, quando x se torna muito grande, arc tg x aproxima-se de /2. Quando x se torna muito
pequeno, arc tg x se aproxima de —/2.

E uma fungiio crescente (ver Figura 2.34).

—E m e Em— .-, e ———————— -

Figura 2.34

OUTRAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS
Podemos definir a funcgdo inversa da cotangente como

T ...wm;g* PR T
y = arccotgx— iy a.rctgx
= -‘-:E:dﬂ..:_-.. ST SRR ¢ S
onde0 <y < 7.

As fungbes inversas da secante e da cossecante serdo fungdes de x no dominio |x| = 1, desde que adotemos as
definigoes:

















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































