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CAPÍTULO 1 

1.4 Exercícios — pág 18 

(1 a 11) 

 
Observação para o leitor: os gráficos apresentados foram construídos em softwares livres. 

Em geral os de duas dimensões foram realizados com o Graph (http://www.padowan.dk) e 

os gráficos de três dimensões com o Winplot (http://math.exeter.edu/rparris). 

 

1. Encontrar uma função de várias variáveis que nos dê: 

 

a) O comprimento de uma escada apoiada como na figura 1.35. 

 

22

222

LHC

CLH




  

  22, LHLHC  . 

 

b) O volume de água necessário para encher uma piscina redonda de x metros de raio e 

y metros de altura. 

 

  yxyxV 2,  . 

 

c) A quantidade de rodapé, em metros, necessária para se colocar numa sala retangular 

de largura a e comprimento b. 

 

  babaf 22,  . 

 

d) A quantidade, em metros quadrados, de papel de parede necessária para revestir as 

paredes laterais de um quarto retangular de x metros de largura, y metros de 

comprimento, se a altura do quarto é z metros. 

 

  xzyzzyxf 22,,  . 

 

e) O volume de um paralelepípedo retângulo de dimensão x, y e z. 

 

  zyxzyxV ,, . 

 

f) A distância entre dois pontos    wvuQezyxP ,,,, . 

 

          222
,,,,, wzvyuxwvuzyxd  . 
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g) A temperatura nos pontos de uma esfera se ela, em qualquer ponto, é 

numericamente igual à distância do ponto ao centro da esfera.  

 

Para uma esfera centrada em  000 ,, zyx  temos: 

       2

0

2

0

2

0,, zzyyxxzyxT  . 

 

2. Uma loja vende certo produto P de duas marcas distintas A e B. A demanda do 

produto com marca A depende do seu preço e do preço da marca competitiva B. A 

demanda do produto com marca A é 

yxD A 20501300   unidades/mês  

e do produto com marca B é 

yxDB 20121700   unidades/mês  

onde x é o preço do produto A e y é o preço do produto B. 

 

Escrever uma função que expresse a receita total mensal da loja, obtido com a venda 

do produto P. 

 

Receita = (número de unidades A por mês) x + (número de unidades B por mês) y 

 

     

.32205017001300

2012170020501300

2012170020501300,

22

22

xyyxyx

yxyyxyxx

yyxxyxyxR







 

 

3. Determinar o domínio e o conjunto imagem das seguintes funções: 

 

a) yxz  3  

 

 
  



z

zD

Im

2

 

 

b)   221, yxyxf   

 

 

   



,1Im

2

f

fD
 

 

c)  229 yxz   

Temos que: 

 
9

09

22

22





yx

yx
 

Assim,  
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    
   3,0Im

9/, 222





z

yxyxzD
 

 

d) 
222 zyxew    

 

 

   



,1Im

3

w

wD
 

 

e)   222,, zyxzyxf   

Temos que: 

0222  zyx  

Assim,  

    
    



,0Im

0/,, 32223

f

zyxzyxfD
 

 

f)   452,  yxyxf  

 

  



f

fD

Im

2

 

 

g) 222  yxz  

 

   



,2Im

2

z

zD
 

 

h)   yxyxf 52, 2   

 

  



f

fD

Im

2

 

 

i) 224 yxw   

 

   



,4Im

2

w

wD
 

 

j)   224, yxyxf   

 

   4,Im

2





f

fD
 

 

 

4. Determinar o domínio das seguintes funções e representar graficamente: 

 

a) xyz    
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  2zD  

-6 -4 -2 2 4 6

-4

-2

2

4

x

y

 
 

b) 
222

1

zyx
w


  

 

        0,0,0,,/,, 3  zyxzyxwD  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c) 
22

1

yx
z


  

 

       yxyxyxyxzD  /,0/, 2222  

 

x 

y 

z 
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 

d) 
12 


y

x
z  

 

    01/, 22  yyxzD  

 

Como 12 y  é sempre 0 , temos que: 

  2zD  

 

-6 -4 -2 2 4 6

-4

-2

2

4

x

y

 
 

e) 122  yxz  

 

    
  1/,

01/,

222

222





yxyx

yxyxzD
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-2 -1 1 2

-1

1

x

y

 
 

f)  224ln yxz   

    
  16/,

04/,

222

222





yxyx

yxyxzD
 

-6 -4 -2 2 4 6

-4

-2

2

4

x

y

 
 

 

g) 



















xyx

xyx
z

22

22

ln  

 

         xcomxyxyxzD 0,,/, 2  

ou 
2 - conjunto dos pontos do eixo dos x. 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 

múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 18 – 20. 

7 

 

-6 -4 -2 2 4 6

-4

-2

2

4

x

y

 
 

h) y

x

ez   

 

    0/, 2  yyxzD  

 

-6 -4 -2 2 4 6

-4

-2

2

4

x

y

 
 

i) 
z

x
y






1

1
 

 

   












 010

1

1
/, 2 ze

z

x
yxyD  

 

1° caso: 0101  zex  

2° caso: 0101  zex  

 

Logo:  1) 11  zex  ou 

 2) 11  zex  
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-6 -4 -2 2 4 6

-4

-2

2

4

x

y

 
 

j) 
2229

1

zyx
w


  

 

    
  9/,,

09/,,

2223

2223





zyxzyx

zyxzyxwD
 

 

3

3

y

x

z

3

 
 

k) 
yx

z



4

 

 

    xyyxzD  /, 2  
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-6 -4 -2 2 4 6

-4

-2

2

4

x

y

 
 

l) 2225 wvuz   

 

    
  5/,,

05/,,

2223

2223





wvuwvu

wvuwvuzD
 

 

5 v

u

w

5

5

 
 

m)   3 22, yxyxf   

 

  2fD  
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-6 -4 -2 2 4 6

-4

-2

2

4

x

y

 
 

n)  3ln  yxz  

 

    
  3/,

03/,

2

2





yxyx

yxyxzD
 

 

-2 2 4 6

-2

2

x

y

 
 

o) 
1

4






y

x
z  

 

    
  14/,

0104/,

2

2





yexyx

yexyxzD
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-6 -4 -2 2 4 6 8

-2

2

4

6

x

y

 
 

p)   222 111,, zyxzyxf   

 

    
           
           
  1111,11/,,

011011,011/,,

011011,011/,,

0101,01/,,

3

3

3

2223









zeyxzyx

zzeyyxxzyx

zzeyyxxzyx

zeyxzyxfD

 

 

 
q)  425ln  yxz  

 

    0425|, 2  yxyxzD  
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 
 

r) 1 yxz  

 

    
  1|,

01|,

2

2





yxyx

yxyxzD
 

 

-1 1

-1

1

x

y

 
 

 

5. A partir da equação dada, definir 2 funções de duas variáveis, determinando seu 

domínio.  

Obs.: podemos obter outras respostas. 

a)   zxxy  222 9  

 

 222 9 xxyz   

  zxxy  22 9  
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 

      9|, 222

2





xxzzxyD

zD
 

 

 

b)   93 222  zyx  

 

 

 22

2

22

1

39

39





yxz

yxz
 

 

        
    93|,

039|,

222

222

21





yxyx

yxyxzDzD
 

 

 

c) 222 nml   

 

22

2

22

1

nml

nml




 

 

    2

21  lDlD  

 

6. Dada a função  
yx

yx
yxf






2
,  : 

 

a) Dar o domínio: 

 

    02|, 2  yxyxzD  : 

 

b) Calcular  yxxf ,  

 

 
  yxx

yxx

yxx

yxx
yxxf











222
,   

 

c) Calcular  0,1f  

 

 
  2

1

2

1

012

01
0,1 









f  : 

 

d) Fazer um esboço gráfico do domínio: 
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-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

 
 

 

7. Desenhar as curvas de nível kC  para os valores de k dados. 

 

 

a) 3,2,1,0;22  kyxz  

 

   









x

y

 
 

 

b) 3,2,1,0;22  kxyz  
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c)   2,1,0,1,2,3;2 22  kyxz  

 

    











x

y

 
Observamos que para k=2, temos uma curva degenerada (x=y=0). 

 

d) 5,4,3,2,1,0;
2

1 22  knml  
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         





















x

y

 
 

Observamos que para k=0 temos uma curva de nível degenerada (m=n=0). 

 

e)   8,4,3,2;42, 22  kyxyxf  

 

 





x

y

 
 

f)   2,3,4,5;,  kyxyxf  
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    











x

y

 
 

 

Nos exercícios 8 a 10, o conjunto S representa uma chapa plana, e  yxT , , a temperatura 

nos pontos da chapa. Determinar as isotermas, representando-as geometricamente  

 

8-      2222 ,;16|, yxyxTyxyxS   

 

Resposta: circunferências concêntricas 16022  kcomkyx  

        

















x

y

 
 

 

9 -      24,;80,40/, xyxTyxyxS   

 

Resposta: segmentos de retas verticais 412,4  kkx  
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   

















x

y

 
 

 

10-       2222 42,;25/, yxyxTyxyxS   

 

 

2
4

2
4

42

22

22

22

k
yx

k
yx

kyx







 

 

842

428

428

5080

25
2

40











k

k

k

k

k
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         























x

y

 
 

Resposta: circunferências concêntricas 842,
2

422  k
k

yx ; para k=8, temos 

uma curva de nível degenerada (x=y=0). 

 

 

11. Desenhar algumas curvas de nível e esboçar o gráfico dos seguintes parabolóides. 

 

a) 22 22 yxz   

Gráfico da função e das curvas de níveis. 

 

   









x

y

 
 

Exemplos de curvas de níveis 

1

222

22

22





yx

yx
  e  

2

1

221

22

22





yx

yx

 

 

 

b) 22 22 yxz   
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Gráfico da função e das curvas de níveis. 

          

   









x

y

 
Exemplos de curvas de níveis 

1

222

22

22





yx

yx
  e  

2

1

221

22

22





yx

yx

 

 

 

c) 122  yxz  

Gráfico da função e das curvas de níveis. 

 

          

   





x

y

 
 

Exemplos de curvas de níveis 

1

21

22

22





yx

yx
   e  

2

1

2

3
1

22

22





yx

yx
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d) 122  yxz  

Gráfico da função e das curvas de níveis. 

     

   









x

y

 
 

 

Exemplos de curvas de níveis 

3

21

22

22





yx

yx
 , 

2

11

22

22





yx

yx
  e 

1

01

22

22





yx

yx
 

 

 

e) 221 yxz   

Gráfico da função e das curvas de níveis. 

 

           

   









x

y

 
 

Exemplos de curvas de níveis 

1

01

22

22





yx

yx
,    

2

11

22

22





yx

yx
   e    

3

21

22

22





yx

yx
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f)    22
21  yxz  

Gráfico da função e das curvas de níveis. 

 

x

y

z

     











x

y

 
 

Exemplos de curvas de níveis 

 

   

    121

221

22

22





yx

yx
 

 

 

g)    22
211  yxz  

Gráfico da função e das curvas de nível. 

x

y

z

       

       















x

y
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Exemplos de curvas de níveis 

 

   

    321

2112

22

22





yx

yx
 

 

   

    121

2110

22

22





yx

yx
 

 

 

h) 22 2yxz   

Gráfico da função e das curvas de níveis. 

 

   

   









x

y

 
 

 

Exemplos de curvas de níveis 

 

1

2

11

21

22

22





yx

yx

  e 
1

24

24

22

22





yx

yx
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CAPÍTULO 1 

1.4 Exercícios – pág. 18 – Continuação 

(de 13 até 17- final) 
 

 

12. Escrever a função que representa o parabolóide circular das figuras 1.36, 1.37 e 

1.38. 

 

Para a figura 1.36 temos um parabolóide com concavidade para cima e vértice na 

origem. Como z(0,3)=4, usando a equação  22 yxcz  , obtemos 
3

4
c . Logo,  

 22

9

4
yxz  . 

 

Para a figura 1.37 temos  22

9

4
4 yxz  , pois o vértice do parabolóide está no ponto 

 4,0,0  e o mesmo tem a concavidade para baixo. Usando a equação  224 yxcz  , 

obtemos 
9

4
c . 

 

Para a figura 1.38 temos  22

18

5

2

3
yxz  , pois o parabolóide tem o vértice no ponto 

 2/3,0,0 ; está virado para cima e tem curva de nível para 4z  igual a 922  yx . 

Usando as equações  22

2

3
yxcz   e z(0,3)=4, obtém-se 

18

5
c . 

 

 

13. Desenhar algumas curvas de nível e esboçar o gráfico: 

 

a) yxz 323   
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     













x

y

    

x
y

 
 

 

b) 224 nml   

     











x

y

 

m

n

l

 
 

 

c) 
22 yxz   
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   









x

y

 

x

y

z

 
 

 

 

 

 

 

 

 

d) 80,2  nml  

       















m

n

  

m

n  
 

 

e) 20,44,2  yxyz  
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       













x

y

  
y

z

 
 

 

f) 
229 yxz   

     











x

y

   

x

y

z

 
g) 222  yxz  

 

 

       















x

y

  

x

y

z

 
 

 

h) 228 yxz   
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       















x

y

  

x

y

z

 
 

 

i) 4),(  yxyxf  

         



















x

y

  

x

y
 

 

 

j) 22 32 yxz   
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   







x

y

  

x

y
 

 

 

 

 

 

k) 22 32 yxz   

 

   









x

y

 

x

y

z

 
 

 

l) 24 xz   
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   









x

y

  

x

y

z

 
 

 

m) 4020,3  yexz  

 

x

y

z

 
 

 

 

n) yxz  24  
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   









x

y

 

x

y

z

 
 

 

o) 3

4

1
xz   

 

     











x

y

  

x

y

z

 
 

 

p) 22 32 yxz   
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   









x

y

   

x

y

z

 
 

 

 

 

 

 

 

 

q) 22 23 xyz   

 

   









x

y

  

x

y

z

 
 

 

14. Encontrar a curva de intersecção do gráfico da função dada com os planos dados, 

representando graficamente: 

 

a) 22 yxz   com os planos z=1; x=1;y=1. 

 

As intersecções são dadas por: 
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







1

122

z

yx
 








1

1 2

x

yz
 









1

1 2

y

xz
 

 

Segue o gráfico com as curvas assinaladas em cores azul, verde e amarela. 

x
y

z

 
 

 

b) 22 yxz   com os planos z=1; x=0;y=x. 

As intersecções são dadas por: 

 









1

122

z

yx
 








0

||

x

yz
 









xy

xz ||2
 

 

Segue o gráfico com as curvas assinaladas em cores azul, verde e amarela. 

 

x

y

z
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c) 224 yxz   com os planos z=1; y=0;y=x. 

As intersecções são dadas por: 

 









1

322

z

yx
 










0

4 2

y

xz
 










xy

xz 224
 

 

Segue o gráfico com as curvas assinaladas em cores azul, verde e amarela. 

x

y

z

 
 

 

15. Esboçar o gráfico das superfícies de nível Sk correspondentes aos valores de k 

dados: 

a) 222 zyxw  ; k=0,1,4,9. 

Para k=0, temos 0222  zyx , que é uma superfície degenerada, pois temos apenas o 

ponto (0,0,0). 

 

Para k=1,4,9 temos esferas centradas na origem de raio 1, 2 e 3 respectivamente. 

Na figura que segue mostramos a esfera de raio 2. 
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x

y

z

 
 

b) 22 yxw  ; k = 4,16,25. 

 

Neste caso vamos ter cilindros verticais infinitos de raio 2, 4,e 5 

( 422  yx ; 1622  yx ; 2522  yx ). 

Na figura que segue, mostramos o cilindro de raio 4, delimitado inferiormente e 

superiormente. 

x

y

z

 
 

 

 

c) zyxw 32  ; k=1,2,3. 

 

Neste caso, vamos ter planos 132  zyx ; 232  zyx ; 332  zyx   

A figura mostra a parte do plano 132  zyx do primeiro octante. 
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x

y

z

 
 

 

16. Sabendo que a função 









94
30),,(

22
2 zy

xzyxT  representa a temperatura nos 

pontos da região do espaço delimitada pelo elipsóide 1
94

22
2 

zy
x , pergunta-se: 

 

a) Em que ponto a temperatura é a mais alta possível? 

Temos a maior temperatura na origem  0,0,0 quando 0
94

22
2 

zy
x . Nesse caso, a 

temperatura mais alta possível assume o valor 30 unidades de temperatura. 

 

b) Se uma partícula se afasta da origem, deslocando-se sobre o eixo positivo dos x, 

sofrerá aumento ou diminuição de temperatura? 

 Diminuição. 

 

c) Em que pontos a temperatura é a mais baixa possível? 

 Na casca da superfície do elipsóide 1
94

22
2 

zy
x . 

 

 

17. Fazer um esboço de algumas superfícies de nível da função 222 zyxw  . O 

que ocorre com os valores da função ao longo de semi-retas que partem da origem? 

 

As superfícies de nível são esferas centradas na origem. Os valores da função crescem à 

medida que nos afastamos da origem.  
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CAPÍTULO 2 

2.8 - Exercícios 

pág. 45 - 47 
 

1. A posição de uma partícula no plano xy  no tempo t  é dada por   tetx  ,   tetty   

 

a) Escrever a função vetorial  tf  que descreve o movimento desta partícula. 

b) Onde se encontrará a partícula em 0t  e em 2t ? 

 

a)   jteietf tt   

b)   ijeief  00 00   e    2 22 2f e i e j  . 

 

 

2. O movimento de um besouro que desliza sobre a superfície de uma lagoa pode ser 

expresso pela função vetorial. 

  j
m

sentt
ti

m

t
tr 







 



 2

cos1
, onde m  é a massa do besouro. Determinar a 

posição do besouro no instante 0t  e t . 

Temos: 

 

.000

00
0.2

0cos1
0










 





ji

j
m

sen
i

m
r

 

e 

 

.2
2

.2
cos1

j
m

i
m

j
m

sen
i

m
r


















 














 

 

 

3. Esboçar a trajetória de uma articula P, sabendo que seu movimento é descrito por: 
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a)    jtittf 12 2   

 

 

 







12 2tty

ttx
 

 

ou 

 

12 2  xy   

-2 2

-2

2

4

6

8

x

y

 

 

b)   j
t

i
t

tg
1

32


 , 0t  

Temos: 

 
x

t
t

tx
22

  

e 

 
1

3




t
ty  ou            

x

x

x

x

x

y










2

3

2

3

1
2

3
, 0x   
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1 2 3

1

2

x

y

 

 

c)   ktjitth 24  

 

Temos: 

 

  ttx    

  1ty  

  24ttz    

Assim,  24xz  , 1y  
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x y

z

(0,1,0)

 

 

d)   ktjittv  ln , 0t  

Temos: 

  ttx ln   

  tty   

  1tz   

Assim,  yx ln , 1z  
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x

y

z

(1,e,1)

1

e

 

 

e)    ktsenjtsenittw 393cos3   ;  2,0t  

Temos: 

  ttx cos3  

  tsenty 3  

  senttz 39   

ou seja 









yz

yx

9

922
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x
y

z

9

 

 

f)     29r t t i t j t k    , 0t  

Temos: 

  ttx   

  tty  9  

  2ttz    

Assim,  xy  9 , 2xz   
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x

y

z

(3,6,9)

(0,9,0)

 

 

g)   2l t t i sen t j k    

 

  ttx    

  tsenty   

  2tz   

ou 

xseny  , 2z  

x

y

z

2
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h)     ktsenjtitsentr 4cos248   

 

  tsentx 48  

  tty cos2  

  tsentz 4   

ou 













zx

zy

8

1
164

22

 

x
y

z

(8,-2,0)

(8,2,0)

(4,0,4)

(12,0,4)

 

 

4. Sejam   2f t at b t


   e   ktjtsenittg cos , com jia   e jib  2 ; 

20  t . 

Calcular:  

 

a)    tgtf   

 

     

    .2

2

2

22

22

2

jttitt

jtitjtit

tjitjitf






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       

   

   

2 2

2 2

2 2

2 cos

2 2 cos

2 cos

f t g t t t i t t j ti sen t j t k

t t i t t sen t j tk

t t i t t sen t j t k

       

     

     

 

com 20  t . 

 

b)  

       

   

 

2 2

2 2

2 3 2

. 2 0 . cos

2 . . 0 . cos

2

f t g t t t i t t j k ti sen t j tk

t t t t t sen t t

t t t t sen t

         
  

    

   

 

com 20  t . 

 

c)    tgtf  =           ktjtsenitjttitttgtf cos2 22  = 

 

ttsent

tttt

kji

cos

02 22  = 

     
     ktsenttsentttjtttittt

tttsenttsentkttttjtttti





223

32222

221cos1cos

2cos2coscoscos
  

com 20  t . 

 

d)     tgbtfa ..  

 

          
   

senttt

tsenttttt

ktjtsenitjijttittji







4

22

cos.22.

2

22

22

 

com 20  t . 
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e)    11  tgtf = 

         

       

     

2 2

2 2

2 2

1 2 1 1 1 1 1 cos 1

1 2 2 1 1 1 2 1 1 cos 1

2 2 2 3 2 1 cos 1

t t i t t j t i sen t j t k

t t t t i t t t sen t j t k

t t i t t sen t j t k

                
   

                  
   

            

 

com 20  t . 

 

5. Uma partícula se desloca no espaço. Em cada instante t  o seu vetor posição é dado 

por   kj
t

ittr 



2

1
. 

a) Determinar a posição da partícula no instante 0t  e 1t  

b) Esboçar a trajetória da partícula. 

c) Quando t  se aproxima de 2 , o que ocorre com a posição da partícula? 

 

a)   kjkjir 
2

1

2

1
00  

 0
10, ,1

2
P    

 

 1r i j k    

 1 1, 1,1P    

 

b) 

 

 

 


















1

2

1

tz

t
ty

ttx

 

ou 

2

1




x
y , z=1. 
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x

y

z

 

 

 

c) Quando 22  xt  

2 2

1 1
lim lim

2 2x xx x  
   

 
 

A partícula tende para uma posição infinita. 

 

6. Sejam   ktjtittf 32 32   e   ktjittg 232  , 0t . Calcular: 

a)    




 


tgtf

t 1
lim . 

        
   

ji

kji

kjikji

ktjitktjtittgtf
ttt

33

033

3232

32lim32limlim 2

1

32

11










 

 

b)     tgtf
t


1

lim  

        
kji

kjikjitgtf
t

6

3232lim
1




  

 

c)    










tgtf

t 2

1
3lim

1
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       

kji

kjikjitgtf
t

2

21

2

11
2

32
2

1
323

2

1
3lim

1















 

 

d)     tgtf
t


1

lim  

       
 

5

922

32.32.lim
1








kjikjitgtf
t

 

 

e)     tgtf
t


1

lim  

        

kji

kji

kjikjitgtf
t

399

312

321

3232lim
1










 

 

f)   tft
t

)1(lim
1




 

      
kji

kjitft
t

642

3221lim
1




  

 

g)     tgtf
t


1

lim  

     
1

lim 0 0 0

0 0 0

0 1 0

0

t
f t g t i j k

i j k



     
 




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7. Seja   kjtitsentf 2cos   e   tth 1 . Calcular, se existir, cada um dos 

seguintes limites: 

 

a)  tf
t 0
lim


 

 

kj

kjisentf
t

2

20cos0lim
0




  

 

b)    ].[lim
0

tfth
t

 

   















ji

k
t

j
t

t
i

t

tsen
tfth

tt

0

2cos
lim.lim

00  

 

8. Calcular os seguintes limites de funções vetoriais de uma variável 

a) )5(coslim 2 kjtit
t




 

kji

kjikjtit
t

5

5cos)5cos(lim

2

22









  

 

b) 
    















ji

tt

ttt

t 32

44
lim

23

2
 

   
   
   

jjiji

ji
tt

ttt
ji

tt

ttt

tt



















0
32

44

32

22
lim

32

44
lim

2

2

23

2

 

 

c)    2

2

1
lim 4 2

2t
t i t j

t

   
 

 

   
   2

2 2

2 21 2
lim 4 2 lim

2 2 2

4

t t

t t t
t i t j i j

t t t

i j

 

  
     
   

 
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d)     














ktjti

t

t

t
11

1

1
lim

1
 

   
  
   

   

   

ki

kji

ktjti
t

ktjti
tt

tt
ktjti

t

t

t

tt

2
2

1

20
2

1

11
1

1
lim

11
11

11
lim11

1

1
lim

1

11


















































 

 

e)   












ktji

t

t
t

t
12

12
lim

0
 

 

i

kjiktji
t

t
t

t

2ln

002ln12
12

lim
0















  

 

9. Mostrar que o limite do modulo de uma função vetorial é igual ao modulo do seu 

limite, se este último existir. 

 

 Seja        ktfjtfitftf 321   uma função vetorial tal que  tf
at

lim  exista,  

  kajaiatf
at

321lim 


.  Assim, existem   11lim atf
at




,   22lim atf
at




 e 

  33lim atf
at




. 

 Queremos mostrar que    lim lim
t a t a

f t f t
 

 . 

Como           23

2

2

2

1 tftftftf  , temos que 

       
2 2 2

1 2 3lim lim
t a t a

f t f t f t f t
 

   . 
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 Aplicando propriedade de limites vem: 

        )(limlim
2

3

2

2

2

1 tftftftf
atat




 

ou 

 

 

2 2 2

1 2 3

1 2 3

lim

lim .

t a

t a

f t a a a

a i a j a k

f t





  

  



 

 

10. Mostrar que a função vetorial        ktfjtfitftf 321   é contínua em um 

intervalo I se, e somente se, as funções reais   tf1 ,  tf2  e  tf3  são contínuas em 

I. 

 Se  tf  é contínua num intervalo I temos por definição que  tf  é contínua em 

todos os pontos  It 0 , ou     Ittftf
tt




00
0

lim . 

 Temos então que  

       ktfjtfitftf
tt

030201
0

lim 


 ,      It  0       (1) 

 Por uma propriedade de limite vem  

       
0 0 0 0

1 2 3lim lim lim lim
t t t t t t t t

f t f t i f t j f t k
   

         (2) 

 Comparando (1) e (2), vem 

       022011
00

lim,lim tftftftf
tttt




 e    033
0

lim tftf
tt




, It  0 , 

o que implica em afirmar que  tf1 ,  tf2  e  tf3  são contínuas em I.  

 Reciprocamente, supor que existem  01 tf ,  02 tf  e  03 tf  e existem os limites  

 
0

lim i
t t

f t


 ( 3,2,1i ), It  0  e são iguais a  0tfi  ( 3,2,1i ). 

 Portanto podemos escrever: 

       

     

 tf

ktfjtfitf

ktfjtfitftf

tt

tttttt

0

000

lim

limlimlim 321

0302010










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o que implica em afirmar que  tf é contínua em todo It 0 . 

 

11. Calcular o limite e analisar a continuidade das funções vetoriais dadas, nos pontos 

indicados. 

a)  

















3,0

3,
3

3
2

t

tjti
t

t

tf  em 0t  e 3t . 

 

 

 

2

0 0

3
lim lim

3

0

t t

t
f t i t j

t

i

f

 

 
  

 

 



 

Portanto, é contínua em 0t . 

 

  2

3 3

3
lim lim

3t t

t
f t i t j

t 

 
  

 
 

Temos: 

 

 

 

3

3

3

lim 9

lim 9

lim

t

t

t

f t i j

f t i j

f t











 

  

 

 

Portanto, não é contínua em 3t . 

 

b)  













0,

0,cos
1

tj

tjti
t

sent
tf        em t=0 

 

 0

0

cos
1

limlim
00

fj

ji

jti
t

senttf
tt
















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Portanto, é contínua em 0t . 

 

c)  


















0,2

0,
22

tj

tj
t

t
it

tf         em t=0. 

 

 

 

 

 0
22

1

22

1
0

)22(

22)22(
lim

22
limlim

0

00

fjji

j
tt

tt
it

j
t

t
ittf

t

tt


































 






 

Portanto, é contínua em 0t . 

 

d)   0em   cos  tkjtitsentf  

 

 0

0lim
0

f

kj

kjitf
t








 

Portanto, é contínua em 0t . 

 

e)  


















21,0

2 te 1,5
2

4

1

2

tet

tkj
t

i
ttf            em 1t  e 2t . 

O limite   
















kj

t
i

t
tf

tt
5

2

4

1

2
limlim

11
 não existe, portanto não é contínua em 1t . 

O limite   
















kj

t
i

t
tf

tt
5

2

4

1

2
limlim

22
 não existe, portanto não é contínua em 2t . 
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12. Indicar os intervalos de continuidade das seguintes funções vetoriais: 

 

a)   tbtsenatf cos  em  2,0  onde ia   e jib  . 

 

   
  jtittsen

tjiitsentf

coscos

cos




 

Como tsen  e tcos  são contínuas em  2,0  temos que: 

    

 

 0

000 coscos

coscoslimlim
00

tf

jtittsen

jtittsentf
tttt








 

 2,00  t . 

 Assim,  tf  é contínua em  2,0 . 

 

b)     kejti
t

tg t 1
1 2  

Analisando a função 
t

f
1

1  , vemos que ela não é contínua em 0t .  Ainda 122  tf  e 

tef 3  são contínuas em R , portanto  tg  é contínua em     ,00, . 

 

c)   ktjtieth t 2cosln    

Temos que: 

 te  é contínua em todos os reais; 

 tln  é contínua para os reais maiores que zero; 

 t2cos  é contínua para todos os reais. 

Assim,  th  é contínua em  ,0 . 
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d)     







 t

t
ttv ,

1
,1ln  

 

Temos que: 

  1ln t  é contínua para os reais maiores que (-1); 

 
t

1
 é contínua para os reais diferentes de zero; 

 t  é contínua para todos os reais. 

Assim,  tv  é contínua em     ,00,1  

 

e)    , , tw t sen t tg t e  

Temos que: 

 tsen  é contínua em todos os reais; 

 ttg  é contínua em ,
2

t t k k



 

   
 

; 

 te  é contínua em todos os reais. 

Assim,  tw  é contínua em ,
2

t t k k



 

   
 

ou   

















1
2

,
2

nn
Zn

 . 

 

f)    












 1ln,

1

1
,

2

t
t

t
etr t  

Temos que: 

te  é contínua para todos os reais; 

1

12





t

t
 é contínua em 1R ; 

 1ln t  é contínua para todos os t reais tais que 1t . 

Assim,    












 1ln,

1

1
,

2

t
t

t
etr t  é contínua em     ,11,1  
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g)   

















4

1
,

1

1
,

22

3

tt
ttf  

Temos que: 

 3 t  é contínua em todos os reais; 

 
1

1
2 



t
 é contínua em  1,1R ; 

 
4

1
2 



t
  é contínua em  2,2 R . 

Assim,   

















4

1
,

1

1
,

22

3

tt
ttf  é contínua em  2,1,1,2 R  ou  

          ,22,11,11,22, . 

 

h)   













ttt

t
ttg

1
,

12

2
,1

2

2
2  

Temos que:  

 12 t  é contínua em R ; 

 
12

2
2

2





tt

t
 é contínua em 1R ; 

 
t

1
é contínua para 0t . 

Assim,   













ttt

t
ttg

1
,

12

2
,1

2

2
2  é contínua em     ,11,0 . 

 

13. Provar os itens (a), (b) e (c) das propriedades 2.5.3. 

 Para provar os itens vamos usar a proposição 2.5.2 da página 24 e as propriedades 

de limites das funções escalares do Cálculo A. 

 Sejam  tf  e  tg  duas funções vetoriais definidas em um mesmo intervalo.  Se 

  atf
tt


 0

lim  e   btg
tt




 0

lim  então: 
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a)       batgtf
tt


 0

lim . 

Sejam         tftftftf 321 ,,  ;         tgtgtgtg 321 ,, ;  321 ,, aaaa   e 

 321 ,, bbbb  . 

Temos: 

                tgtftgtftgtftgtf 332211 ,,   e  

 

                    

           

   

ba

tgtf

ktgjtgitgktfjtfitf

ktgtfjtgtfitgtftgtf

tttt

tttttttttt

tttt















00

00000

00

limlim

]limlim[]limlimlim[

]limlim

321321

332211

 

 

b)     batgtf
tt

..lim
0




 

Temos: 

               tgtftgtftgtftgtf 332211.   

e 

                 tgtftgtftgtftgtf
tttt

332211
00

lim.lim 


 

Considerando: 

   ),,(lim 321
0

aaatf
tt




 ou        332211
000

lim,lim,lim atfatfatf
tttttt




; 

    321 ,,lim
0

bbbtg
tt




 ou       332211
000

limlim,lim btgebtgbtg
tttttt




. 

temos que: 

     babababatgtf
tt


..lim 332211

0




 

 

c)      batgtf
tt




 0

lim  

Temos o produto vetorial: 
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         1 2 3 2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

1 2 3

i j k

f t g t f f f f g f g i f g f g j f g f g k

g g g

         

Fazendo o limite temos: 

    tgtf
tt




 0

lim =      
0

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1lim
t t

f g f g i f g f g j f g f g k


      
 

 

      bakbabajbabaibaba


 122131132332  

 

14. Sejam f  e g  duas funções vetoriais contínuas em um intervalo I.  Mostrar que: 

a) 


 gf  é contínua em I. 

b) 


 gf  é contínua em I. 

 

Se f


 e g


 são contínuas em I      0
0

lim tftf
tt





 e     Ittgtg

tt



00 ,lim

0


 e: 

    0
0

lim tftf ii
tt




; 

    0
0

lim tgtg ii
tt




 

com i = 1, 2, 3, It  0 . 

 

Então: 

 

a)        
0 0 0

0 0 0lim lim lim ,
t t t t t t

f g f t g t f t g t t I f g
  

         
 

 é contínua em I. 

 

b)       gfIttgtfgfgf
tttttt





000 ,limlimlim

000

 é contínua em I. 

 

15. Esboçar o gráfico da curva descrita por um ponto móvel  yxP , , quando o 

parâmetro t varia no intervalo dado. Determinar a equação cartesiana da curva em 

cada um dos itens: 

 

a)  

tseny

tx

2

cos2




, 20  t  

 

4

4

cos4

22

22

22







yx

tseny

tx
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Assim a equação cartesiana é dada por 422  yx .  Segue o gráfico – circunferência de 

raio 2, no plano xy. 

     













x

y

 
 

b)  

2

4

cos4







z

tseny

tx

 

com 20  t . 

A equação cartesiana é dada por 2;1622  zyx .  Veja o gráfico que segue – uma 

circunferência de raio 4 no plano 2z  . 

x

y

z
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c)  

ty

tsenx

cos23

42




   20  t  

 

 

 

    16342

cos43

162

22

22

22







yx

ty

tsenx

 

Estamos diante de uma elipse centrada em (2,3) no plano xy,  

   
1

4

3

16

2
22





 yx

. 

Veja gráfico a seguir. 

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

x

y

 
 

d)  

2

4

1

2







z

ty

tx

          t    

Temos uma parábola no plano z=2. 

 

52

41

2

2





xx

xy
  

Veja o gráfico no espaço. 
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x

y

z

(1,4,2)

 
 

 

16. Obter a equação cartesiana das seguintes curvas: 

 

a)   







 53,

2

1
tttr


 

 













53

2

1

ty

tx
 

Temos: 

56

52.3

2







xy

xy

xt

 

 

 

b)    22,1 2  ttttr


 

 

    11

1

2




tty

ttx
 

Assim, temos 12  xy . 

 

 

c)    2,1,1 22  sssr


 

 















2

1

1

2

2

z

sy

sx

 

Temos que 

12  xs  ou 1 xs  para 1x . 
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11 xy  

Assim, temos 2;2  zxy  sendo que 1x . 

 

 

17. Determinar o centro e o raio das seguintes circunferências e depois escrever uma 

equação vetorial para cada uma. 

 

a) 035222  yxyx  

 

 
4

41

2

5
1

2

2









 yx  

Centro : 









2

5
,1  e raio 

2

41
r  

 













 tsenttr

2

41

2

5
,cos

2

41
1


 

 

 

b) 08622  yxyx  

 

    2543
22
 yx  

Centro :  4,3   e raio 5r  

   tsenttr 54,cos53 


 

 

 

c) 02522  yyx  

   
4

33
2/50

22
 yx  

Centro : 









2

5
,0  e raio 

2

33
r   

 













 tsenttr

2

33

2

5
,cos

2

33
 

 

18. Identificar as curvas a seguir e parametrizá-las. Esboçar o seu gráfico. 

 

a) 032522 22  yxyx  

 

0
2

3

2

522  yxyx  
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2 2
5 1 53

4 2 16
x y

   
      

   
 

 

Circunferência com centro: 









2

1
,

4

5
 e raio 

4

53
r . 

 

Representação paramétrica: 

















senty

tx

4

53

2

1

cos
4

53

4

5

  com 20  t . 

Veja o gráfico: 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
 

b) 042652 22  yxyx  

 

  04
5

2
532 22 










y
yxx  

10

7

5

1
5

2

3
2

22


















 yx  

1

50

7

5

1

20

7

2

3
22























 yx

 

Elipse centrada em 








5

1
,

2

3
, com semi eixos iguais a 

20

7
a  e 

50

7
b . 
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Representação paramétrica: 

 

















tseny

tx

50

7

5

1

cos
20

7

2

3

 ,   20  t . 

 

Veja o gráfico: 

 

0.5 1 1.5 2

-0.2

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

x

y

 
 

 

c) 0242 22  yxyx  

 

    022 22
 yyx  

  4
2

1

2

1
22

2

2









 yx  

 
1

4

9

2

1

2

9

2

2

2
















y
x

 

 

Elipse com centro: 








2

1
,2  e semi-eixos 

2

23

2

3
a  e 

2

3
b . 

 

 

 

 

 

 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 

múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 45 – 47. 

64 

 

Representação paramétrica: 

 
















tseny

tx

2

3

2

1

cos
2

23
2

 , 20  t . 

 

Veja o gráfico: 

 

1 2 3 4

-1

1

2

x

y

 
 

d) 0482  yx   

 

48 2  xy  

8

42 


x
y  é uma parábola. 

 

Representação paramétrica: 

 














8

42t
y

tx

 

 

Veja o gráfico: 
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

1

2

3

x

y

 
 

e) 0
1

1





x
y , x>1. 

 

1

1




x
y  é uma hipérbole. 

 

Representação paramétrica: 
















1,
1

1
t

t
y

tx

 

 

Veja o gráfico: 

 

1 2 3 4

1

2

3

x

y
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19. Verificar que a curva   jthsenithtr


5cos3   é a metade de uma hipérbole. 

Encontrar a equação cartesiana. 

 

thseny

thx

5

cos3




 

 
2 2 2 2

2 2 2 2

9cos 25 225cos

25 9 225

x h t x h t

y sen h t y senh t

  

  
 

 

hipérboleumaÉ
yx

yx





1
259

225925

22

22

 

 

3cos31cos  thxht , dessa forma vamos ter a metade da hipérbole. 

Veja o gráfico: 

        

















x

y

 
 

 

20. Determinar uma representação paramétrica da reta que passa pelo ponto A, na 

direção do vetor b


, onde: 

 

a) 







2,

2

1
,1A  e jib


 2 . 

 

   

  kjtit

ttr





2
2

1
21

0,1,22,
2

1
,1




















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b)  2,0A  e jib 


5 . 

 

     

  jtit

ttr








25

1,52,0
 

 

c)  0,2,1A  e kjib


525  . 

 

     

   

1,2,0 5, 2,5

1 5 2 2 5

r t t

t i t j t k

   

     
 

 

 

d)    3,2,2tr


 e kib


35   

 

     

   

2,2, 3 5,0, 3

2 5 2 3 3

r t t

t i j t k

  

    
 

 

21. Determinar uma representação paramétrica da reta que passa pelos pontos A e B, 

sendo: 

 

a)  1,0,2A  e  04,3B  

 

Temos que  1,4,5 b


. Assim, 

 

     

   

2,0,1 5,4, 1

2 5 4 1

r t t

t i t j t k

   

    
 

 

b)  2,1,5 A  e  2,0,0B  

Temos que  4,1,5b


.  Assim,  

 

     

     ktjtit

ttr




42155

4,1,52,1,5




 

 

c) 








3

1
,1,2A  e  9,2,7B  

 

Temos que 









3

26
,1,27b


. Assim, 
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 

     ktjtit

ttr


































3

26

3

1
1272

3

26
,1,27

3

1
,1,2

 

 

d) 







3,

2
,


A  e  2,1,B  

Temos que 







 1,

2
1,0


b


. Assim,  

 

 ktjti

ttr










































3
2

1
2

1,
2

1,03,
2

,







 

 

22. Determinar uma representação paramétrica da reta representada por: 

 

a) 2,15  zxy  















2

15

z

ty

tx

     

    kjtittr


215  . 

 

 

b) 1523,1452  zyxzyx  

 

Fazendo tx   temos 

 

5

142

1425

1452








zt
y

zty

zyt

         e          

2

153

1532

1523








zt
y

zty

zyt

 

 

Igualando os resultados, teremos: 

 

2

153

5

142 


 ztzt
 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 

múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 45 – 47. 

69 

 

33

311

31133

24515258

52515284










t
z

tz

ttzz

ztzt

 

 

Dessa forma podemos escrever: 

33

922

66

1844

3315559966

1
33

1555
32

1
33

311
.532



















t
y

t
y

tty

t
ty

t
ty

 

 

Portanto: 

 

 
22 9 11 33

33 33

t t
r t t i j k

 
   . 

 

 

c) 4;452  xyzyx  

 

yxz

txy

tx

524

44







 

 

ou 

 

 

243

52024

4524







tz

ttz

ttz

 

Portanto temos: 

     ktjtittr


2434   

 

 

23. Encontrar uma equação vetorial das seguintes curvas: 

 

a) 4;422  zyx  
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













4

2

cos2

z

tseny

tx

 

Temos:    4,2,cos2 tsenttr 


. 

 

 

b) 32 ,2 xzxy   















3

22

tz

ty

tx

 

Temos:    32 ,2, ttttr 


. 

 

 

c)  
2 22 1 10 , 2x y z     

 

Reescrevendo, temos: 

 

 
1

105

1 22


 yx

, z=2 
















2

10

cos51

z

tseny

tx

 

Temos:     kjtsenittr


210cos51  . 

 

 

 

d) 2,2

1

 zxy  



















2

2

1

z

ty

tx

 

Temos:  













 2,, 2

1

tttr


  0t . 

 

 

e) xy ezex  ,  
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







tez

tx
tyte y ln  

Temos:    tetttr ,ln,


 , 0t . 

 

 

f) 22, yxzxy   















222 2tttz

ty

tx

 

Temos:    22,, ttttr 


. 

 

 

g) Segmento de reta de  2,1,2A  a  3,1,1B  

Temos que  1,0,3b


, portanto, 

     

   ktjit

ttr








232

10,32,1,2
            com  1,0t . 

 

 

h) Segmento de reta de  1,0,0C  a  0,0,1D  

Temos que  1,0,1 b


, portanto,  

     

 ktit

ttr








1

1,0,11,0,0
                 com  1,0t . 

 

 

 

 

 

i) Parábola 10,  xxy  









ty

tx 2

 

Assim,   jtittr


 2  com  1,1t . 

 

 

j) Segmento de reta de  3,2,1A  a  1,0,1 B  

Temos que  4,2,2 b


, portanto,  

     

     ktjtit

ttr




432221

4,2,23,2,1




   com  1,0t . 
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k) 30,237 23  xxxxy  









237 23 ttty

tx
 

Temos:    jtttittr


237 22   , com 30  t . 

 

l) yxzzyx 2,1   

 

Fazendo: 

ytyxz

ytyxz

tx

22

11







  

 

Igualando, temos: 

12

12

21







ty

ttyy

ytyt

 

 

Assim,  

 2 2 1

4 2

3 2

z t t

t t

t

  

  

  

 

 

Portanto,      ktjtittr


2312  . 

m) yxzyx 22,122   















tsentz

tseny

tx

2cos2

cos

 

Portanto,    ktsentjtsenittr


2cos2cos    com 20  t . 

 

n) yzyzyx  ,2222  

 

Fazendo 

 

2

1

2

1
2

02

022

02

2

2

22

22

222

















yx

yyx

yyx

yzyx
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1

4

1

2

1

2

1

2

2















y
x

 

 

Assim,  





















tsenz

tseny

tx

2

1

2

1

2

1

2

1

cos
2

1

 

 

Portanto,  

  ktsenjtsenittr




















2

1

2

1

2

1

2

1
cos

2

1
  com 20  t . 

 

o) Segmento de reta de  2,3,3 E  a  2,5,4 F  

Temos que  0,2,1b


.  Portanto: 

     

    kjtit

ttr




2233

0,2,12,3,3




 , com  1,0t . 
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CAPÍTULO 2 

2.14 - Exercícios 

pág. 65 - 68 
 

 

1. Determinar a derivada das seguintes funções vetoriais: 

 

a)   3 2cos tgt senf t ti j tk    

     ' 2 23cos .sent sec 2sen cosf t t i tj t tk        

 

 

b)   2sen cos tg t t ti e j         

                   2 2 2' cos sen 2 tg t t t i e j    

 

 

c)   3 1
(2 )h t t i t j k

t
     

      k
t

jtith


2

2' 1
3   

 

 

d)   kjeietf tt


  2  

      jeietf tt


2' 2    

 

 

e)   ktjtittg


 ln  

      kji
t

tg



1'  

 

 

f)     kjti
t

t
th


51ln

12

25 2 



  

    
   

 
'

2 2

2 1 .5 2 5 2 2
( )

12 1

t t t
h t i j

tt

   
 


 

        
 

j
t

t
i

t

tt 
22 1

2

12

410510







  

        
 

j
t

t
i

t


22 1

2

12

9





  
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2. Determinar um vetor tangente à curva definida pela função dada no ponto indicado. 

 

a)      1,1,1,,, 32  Pttttf


 

       2' 3,2,1 tttf 


 

       3,2,11 f


. 

 

 

b)    tettg ,


 ,  eP ,1  

       tetg ,1' 


 

       eg ,11' 


. 

 

 

c)    sen ,cos ,h t t t t       








2
,0,1


P  

       ' cos , sen ,1h t t t   

    ' cos , sen ,1
2 2 2

h
     

    
   

 

                 1,1,0  . 

 

 

d)   











t
ttp

1

1
,1


 ,  1,1P  

     
  

















2

'

1

1
,1

t
tp


                 

Para  1, 1P    temos 1 1t   ou 2t .  Assim,  

        1,1
1

1
,12' 







p


. 

 

 

e)    2,ln,2 tttr 


       2,0,2P          

     
1

' 2, ,0r t
t

 
  
 

      

       ' 1 2,1,0r    
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3. Mostrar que a curva definida por  
1 1 3

sen , cos ,
2 2 2

f t t t
  

   
 

 está sobre a esfera 

unitária com centro na origem. Determinar um vetor tangente à essa curva no ponto 















2

3
,

2

1
,0P . 

Temos que; 

     

 

 

 

1
sen 

2

1
cos

2

3

2

x t t

y t t

z t














 

Podemos escrever 

2 2

2 2

2 2

1
sen

4

1
cos

4

1

4

x t

y t

x y





 

  

Como 

 2 3

4
z t  , temos 2 2 2 1 3

1
4 4

x y z      ou 1222  zyx  que é a esfera unitária 

centrada na origem. 

O vetor tangente é dado por:  ' 1 1
cos , sen ,0

2 2
f t t t

 
  
 

. 

No ponto 
1 3

0, ,
2 2

P
 
  
 

, temos 
1 1 3 1 3

sen , cos , 0, ,
2 2 2 2 2

t t
   

      
   

. Portanto, 0t   e 

  







 0,0,

2

1
0'f


. 

 

 

4. Determinar dois vetores unitários, tangentes à curva definida pela função dada, no 

ponto indicado. 

 

a)      1,1,1;1,, 2 Pteetf tt  


 

       teetf tt 2,, 

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Para  1,1,1P , temos: 

2 2

1

1

1 1 0 0

t

t

e

e

t t t



 





     

 

Assim,      0,1,10.2,,0 00'  eef


. 

 

Portanto, dois vetores tangentes são: 









 0,

2

1
,

2

1
 e 








 0,

2

1
,

2

1
. 

 

b)    4 2cos ,2 2sen ,1g t t t    ;  1,4,4P  

   ' 2sen ,2cos ,0g t t t  . 

 

Para  1,4,4P  temos: 

4 2cos 4

2 2sen 4

t

t

 


  

 2cos 0

2sen 2

t

t



 

 cos 0

sen 1

t

t




 kkt ,2

2



. 

Assim,  0,0,2
2

' 







g


. 

Portanto, dois vetores unitários são:  0,0,1  e  0,0,1 .  

 

c)   







 1,1,

2

1
tttth


          3,3,1P  

    










1,1

2

1
,

2

1 21' tth


        

  23,3,1  tP .  Assim,  

  







 1,

32

1
,

2

1
2'h


. 

Dois vetores unitários são: 

1 1 1 1 1 1
, ,1 , ,1 , ,1

2 2 2 1 2 3 1 2 3 2 32 3 2 3 2 3
, ,1

4 2 4 4 41 1 3 1 12 2 3
1

2 34 12 12

u

     
            

            

        















2

3
,

4

1
,

4

3
 

e 

3 1 3
, ,

4 4 2
u

 
      

 
. 
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d)    cos , sen ,r t t t t t t     








2
,

2
,0


P  

   ' .sen cos , cos sen ,1r t t t t t t t     

22
,

2
,0











tP . 

 

Assim, 

























1,1,

2
1,1,0

22

' 
r


. 

 

Dois vetores unitários são: 

 

2 2 2 2

,1,1
1 12 2 , ,

8 8 8
1 1

4 4 4 4

u

 

   

  
   
     

   
   

 

 

                                          

                                         



















8

2
,

8

2
,

8 222 


 

2 2 2

2 2
, ,

8 8 8
u



  

  
   

   
 

 

 

5. Determinar os vetores velocidade e aceleração para qualquer instante t. Determinar, 

ainda, o módulo desses vetores no instante dado. 

 

a)   2cos 5sen 3r t t i t j k    ; 
4


t  

Vetor velocidade: 

       ' 2sen 5cosv t r t t i t j     

 

    jiv


2

2
.5

2

2
.2

4









 

               













 0,

2

25
,2  

 

Módulo do vetor velocidade: 

     
25.2 29

2
4 4 2

v
 

   
 

. 
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Vetor aceleração: 

       2cos 5sena t t i t j   . 

Módulo do vetor aceleração: 

 
2

29

4



a


. 

 

 

b)   jeietr tt
 2  ; 2lnt  

 

Vetor velocidade: 

        jeietrtv tt
 2' 2   

      2ln22ln 22ln  eiev


 

               ji


22.22   

               ji


2

1
2  . 

 

Módulo do vetor velocidade: 

                
1 17

ln 2 4
4 2

v    . 

 

Vetor aceleração: 

                 jeieta tt
 24  . 

 

Módulo do vetor aceleração: 

  52ln a


. 

 

 

c)   cos 3senr t h t i ht j   ; 0t  

 

Vetor velocidade: 

   ' sen 3cosv t r t h i ht j    

 0 sen 0 3cos 0v h i h j   

        j


3  

 

Módulo do vetor velocidade:   30 v


. 

 

Vetor aceleração: 

  cos 3sena t ht i h j    
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Módulo do vetor aceleração: 

  10 a


 

 

 

6. A posição de uma partícula em movimento no plano, no tempo t, é dada por 

       12
4

1
,1

2

1 2  tttyttx . 

 

a) Escrever a função vetorial  tf


 que descreve o movimento dessa partícula. 

     21 1
1 2 1

2 4
f t t i t t j     . 

b) Determinar o vetor velocidade e o vetor aceleração. 

        jtijtitftv


1
2

1

2

1
22

4

1

2

1'  . 

    jtvta


2

1'  . 

c) Esboçar a trajetória da partícula e os vetores velocidade e aceleração no instante 

t =5. 

  jiv 2
2

1
5 


. 

  ja


2

1
5  . 

Veja gráfico: 

-2 -1 1 2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

velocidade

aceleração

 
 

 

7. No instante t, a posição de uma partícula no espaço é dada por 

      32 4,2, ttzttyttx  . 

 

a) Escrever a função vetorial que nos dá a trajetória da partícula. 
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  ktjtittr


32 42 


. 

b) Determinar um vetor tangente à trajetória da partícula no ponto  4,2,1P . 

  ktj
t

ittr
 216

1
2'  . 

 

2

3

1

1,2,4 2 2 1

4 4

t

P t t

t

 


   




. 

Assim,   kjir


621'  . 

 

c) Determinar a posição, velocidade e aceleração da partícula para t =4. 

Vetor posição: 

  ktjtittr


32 42 


 

  kjir


324164 


 ou posição em  (16,4,32). 

 

Vetor velocidade: 

  ktj
t

ittr
 216

1
2'   

    kjirv


12
2

1
84'4   

  

Vetor aceleração: 

     ktjtitvta
 2123

2

1
.6

2

1
2'    

   kjia


2

3

16

1
24  . 

 

 

8. Uma partícula se move no espaço com vetor posição  tr


. Determinar a velocidade 

e a aceleração da partícula num instante qualquer t. Esboçar a trajetória da partícula 

e os vetores velocidade e aceleração para os valores indicados de t. 

 

a)     ;2;0;44 2  tktjittr


 

 

   ktitv


2  

  kta


2  

 

    kiviv


42;0   

    kaa


220   
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x

y

z



a(2)





v(0)

a(0)

v(2)



       
 

b)  
1

; 1;2
1

r t i tj t
t

  


 

 

 
 

ji
t

tv








2
1

1
 

 
 

   
i

t
i

t

t
ta


34

1

2

1

12







  

  jiv



4

1
1  

  jiv



9

1
2  

  ia


4

1
1   e   ia



27

2
2  . 
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1

-1

1

2

3

x

y

v(1)

v(2)

a(1)

a(2)

 
 

 

c)   1;0;62  tktjttr


 

 

  ktjttv
 562   

  ktjta
 4302   

   

    kjaja

kjvv




3021;20

621;00




 

2

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24

26

28

30

y

z

v(0)

a(0)

v(1)

a(1)

x
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d)       2;1;11  tjtittr


 

 

 

  0








ta

jitv
    

   

    021

21








aa

jivv
 

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

x

y

v(2)

v(1)

 
 

 

9. Sejam a


 e b


 dois vetores constantes. Determinar o vetor velocidade das partículas 

cujo movimento é descrito por: 

 

a)   btatr


1   

  btv


1  

 

 

b)   tbtatr


 2

2  

  battv


 22  

 

 

10. Se  tr


 é o vetor posição de uma partícula em movimento, mostrar que o vetor 

velocidade da partícula é perpendicular à  tr


. 

 

a)    cos ,senr t t t  

   sen ,cosv t t t   

 

   . sen cos sen cos

0 sãoperpendiculares

r t v t t t t t  

 
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b)    cos3 ,sen3r t t t  

   

   

cos3 ,sen3

3sen3 ,3cos3

r t t t

v t t t



 
 

   . 3cos3 sen3 3cos3 sen3

0 sãoperpendiculares

r t v t t t t t  

 
 

 

 

11. Em cada um dos itens do exercício anterior, mostrar que o vetor aceleração tem o 

sentido oposto ao do vetor posição. 

 

a)    cos ,senr t t t  

   sen ,cosv t t t   

   

 

 

cos , sen

cos ,sen

e têm sentidos opostos

a t t t

t t

r t r a

  

 

  

 

 

b)    cos3 ,sen3r t t t  

   3sen3 ,3cos3v t t t   

   

 

 

9cos3 , 9se 3

9 cos3 ,sen3

9 e têm sentidos opostos

a t t n t

t t

r t r a

  

 

  

 

 

 

12. Mostrar que, quando uma partícula se move com velocidade constante, os vetores 

velocidade e aceleração são ortogonais. 

 

Seja   kcjbiatv


  a velocidade da partícula onde a, b e c são constantes. Então 

  0ta


 e 

   

ortogonaissãoaev

cbatatv








0

0.0.0..
 

 

 

13. Sejam a


 e b


 vetores constantes não nulos. Seja   beaetr tt
 22  . Mostrar que 

 tr ''


 tem o mesmo sentido de  tr


. 
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  beaetr tt
 22 22'   

 

 

2 2

2 2

'' 4 4

4.

4.

t t

t t

r t e a e b

e a e b

r t





 

  
 



 

Portanto,     sentidomesmootêmtretr


'' . 

 

 

14. Seja   2cos 4senr t wt i wt j   onde w  é uma constante não nula. Mostrar que 

2
2

2

d r
w r

d t
  . 

 

2 sen 4 cos
dr

w wt i w wt j
dt

    

 

2
2 2

2

2

2

2 cos 4 sen

2cos 4sen

d r
w wt i w wt j

dt

w wt i wt j

w r

  

  

 

 

 

 

15. Dados   ktjttf


2  e   ktjttg


 2 , determinar: 

 

a)      'tgtf


  

 

         kjitt

tt

tt

kji

tgtf





.0.0

0

0 42

2

2 



  

      ' 32 4 ,0,0f t g t t t    . 

 

 

b)      '. tgtf


 

     '. tgtf


= 

               
.022

,,0.2,1,01,2,0.,,0.''.

2222

22





tttt

tttttttgtftgtf

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c)      'tftf


  

 

    .0

0

0
2

2




tt

tt

kji

tftf





 

     ' 0f t f t   

 

 

d)      '. tgtg


 

     '. tgtg


=   tttt 24 3'24  . 

 

 

16. Se  
1

1




t
tf   e   jtittf


2 , determinar      '. tftf


. 

 

    j
t

t
i

t

t
tftf



11
.

2





  

      
 

 
 

   

   
.

1

2

1

1

1

22

1

1

1

2.1

1

1.1
.

2

2

2

2

22

2

2

2

2

'

j
t

tt
i

t

j
t

ttt
i

t

tt

j
t

ttt
i

t

tt
tftf





































 

 

 

17. Sejam  tf  uma função real duas vezes derivável e a


 e b


vetores constantes. 

Mostrar que se    tfbatg


 , então     0'''


 tgtg . 

 

   tfbatg .


  

 

          tfbtfbtfbtfbtg '

3

'

2

'

1

'' .,.,.. 


 

 

          tfbtfbtfbtfbtg ''

3

''

2

''

1

'''' .,.,.. 

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   

     

' '' ' ' '

1 2 3

'' '' ''

1 2 3

' '' '' ' ' '' '' ' ' '' '' '

2 3 2 3 1 3 1 3 1 2 1 2

0.

i j k

g t g t b f b f b f

b f b f b f

b f b f b f b f i b f b f b f b f j b f b f b f b f k

 

      



   

 

 

18. Se f


 é uma função vetorial derivável e    tfth


 , mostrar que 

       ththtftf '.. 


. 

 

       ktfjtfitftf


321   

         tftftftfth
2

3

2

2

2

1 


 

       ktfjtfitftf


'

3

'

2

'

1

'   

               tftftftftftftftf
'

33

'

22

'

11

' .... 


 

         
           

     tftftf

tftftftftftf
tftftfthth

2

3

2

2

2

1

'

33

'

22

'

112

3

2

2

2

1

'

2

22.2




  

                            tftftftftftf
'

3322

'

11 ... 


  

         tftf '.


  

 

 

19. Esboçar as curvas seguintes, representando o sentido positivo de percurso. Obter 

uma parametrização da curva dada, orientada no sentido contrário. 

 

a)    2,0,41,cos32)(  tsentttr

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-1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y





 

 

 

( ) ( ) (2 )

2 3( cos2 ), 1 4 sen(2 )

(2 3cos ,1 4sen ), 0, 2 .

r t r a b t r t

t t

t t t



 



 
      

     

   

 

 

 

b)    1,0,12,2,)(  tttttr


 

 

 .1,0),23,3,1(

)1)1(2,21,1(

)1()10()(










tttt

ttt

trtrtr


 

x

y

z

(0,2,1)

(1,3,3)
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c)    2,1,24,12,12)(  tttttr


 

 

 .2,1),22,27,25(

))3(24,1)3(2,1)3(2(

)3()21()(










tttt

ttt

trtrtr


 

x

y

z

(3,5,0)

(1,3,2)

 
 

 

d)    2( ) 1, 2 1 , 1, 2r t t t t t       

 

 

2

2

( ) ( 1 2 ) (1 )

(1 1, (1 ) 2(1 ) 1)

( , ), 1, 2 .

r t r t r t

t t t

t t t

 
       

       

   

 

-3 -2 -1 1 2

-1

1

2

3

4

5

x

y

 
 

 

e)    2,0,cos1,)(  ttsentttr

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 

( ) (0 2 ) (2 )

(2 sen(2 ),1 cos(2 ))

(2 sen ,1 cos ), 0, 2 .

r t r t r t

t t t

t t t t

 

  

 

 
      

      

    

 

-1 1 2 3 4 5 6 7

-1

1

2

3

x

y

 
 

 

f)    ( ) 1 cos , 1 sen , 2 , 0, 4r t t t t t      

 

( ) (0 4 ) (4 )

(1 cos(4 ),1 sen(4 ), 2(4 ))

(1 cos ,1 sen , 8 2 ), 0, 4 .

r t r t r t

t t t

t t t t

 

  

 

 
      

      

    
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x
y

z

 
 

 

g)  3 3( ) 2 cos , 2 sen , 0,
2

r t t t t
 

  
 

. 

 3 3

( ) (0 ) ( / 2 )
2

(2cos ( / 2 ), 2sen ( / 2 )), 0, / 2 .

r t r t r t

t t t




  

 
      

   
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-1 1 2

1

2

x

y

 
 

 

20. Se    32 ,, ttttr 


 para todos os reais t, determinar todos os pontos da curva descrita 

por  tr


 nos quais o vetor tangente é paralelo ao vetor  3,4,4 . Existem alguns 

pontos nos quais a tangente é perpendicular a  3,4,4 ? 

 

   
 3,4,4

3,2,1 2'



 tttr


 

 

   21,2 ,3 4,4,3t t   

 





















2

1

4

1

12

3
33

2

1

8

4
42

4

22 tt

tt







  

Portanto, 
2

1
t  










8

1
,

4

1
,

2

1
P . 

 

   

0489

0984

03,4,4.3,2,1

2

2

2







tt

tt

tt

 

Como as raízes são complexas, não existem pontos nos quais a tangente é 

perpendicular a  3,4,4 . 

 

 

21. Verificar que a curva   cos senr t t t i t t j t k   , 0t  está sobre um cone. 
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cos

sen

x t t

y t t

z t





 

 

 

coneumdeequaçãoaézyx
tsenty

ttx
222

222

222 cos











 

 

 

22. Verificar quais das seguintes curvas são suaves. 

 

a)    1,1,23  tjtittr


  

 

     1,1.2,3 2'  emcontétttr


 

 

       ' 2 '3 ,2 não é 0 1,1 0, 0

.

r t t t para t pois emt r t

nãoé suave

     


 

 

 

b)   







 1,

2

1
,23 tjtittr


 

Neste caso a curva é suave em 
1

,1
2

 
 
 

, pois  tr '  é contínua e 


 0  em 







1,

2

1
. 

 

 

c)        2 sen 2 1 cos , ,3r t t t i t j t        

 

     ' 2 1 cos 2sen écontínuaem ,3r t t i t j     . 

 

 

 

' 0

2 1 cos 0 cos 1 0 2

2sen 0 0 2 ,

r t

t t t k

t t k k









      

    

 

 

   ' 0 2 queépontodointervalo ,3 nãoésuaver t em t      . 

 

 

d)    3 33cos , 3sen , ,
6 3

r t t t t
  

  
 
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    

 

' 2 2

2 2

3.3cos sen , 3.3sen .cos

9cos sen , 9sen cos

r t t t t t

t t t t

 

 
 

 

 ' 2

2

0 9cos sen 0

9sen cos 0

r t t t

t t

   


 

 

0 ,
2

ésuaveem , .
6 3

t k k ou t k


 

 

    

 
  

 

 

 

 

e)      2,0,3,cos2  ttsenttr


 

 

   2,0cos3,2' emsuaveéttsenr 


. 

 

 

23. Verificar que as equações vetoriais  

   

   

2, , 2 3

, , 4 9

r w w w w

r t t t t

  

  
  

representam a mesma curva. 

 

Temos que: 

32,2

2









xxy

wy

wx
 

e 

94,2 







yxy

ty

tx
 ou 32  x . 

Portanto, tem-se a mesma curva. 

 

 

24. Determinar o comprimento de arco das seguintes curvas: 

 

a)  ( ) cos , sen , , 0 1t t tr t e t e t e t    

Temos: 

 ( ) sen cos , cos sen ,t t t t tr t e t e t e t e t e      

2 2 2| ( ) | ( sen cos ) ( cos sen )t t t t tr t e t e t e t e t e        
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 = .33 2 tt ee   

Assim,  

dttrl

b

a

|)(|


 = ).1(333
1

0

1

0

 eedte tt  

 

 

b)   30,6,2,2)( 23  tttttr


 

Temos: 

 tttr 62,2,6)( 2


 

24 24436|)(| tttr 


 

 = ).13(2)13(4 222  tt  

Assim,  

dttrl

b

a

|)(|


 = .60)13(2

3

0

2  dtt  

 

 

c)  ( ) en 1 cos , 0 2r t t i s tj t k t        

Temos: 

 ( ) 1, cos , sen r t t t    

2 2| ( ) | 1 cos senr t t t     

 = .2  

Assim,  

dttrl

b

a

|)(|


 = .222

2

0




 dt  

 

 

d)    0,8,40,0,00, 10

2/3 PaPdezxy   

 

Temos: 

 













0,
2

3
,1)(

0,,)(

2/1

2/3

ttr

tttr





 

ttr
4

9
1|)(| 


 

Assim,  

dttrl

b

a

|)(|


 = ).11010(
27

8

4

9
1

4

0

 dtt  
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e) 31,, 23  ttytx  

Temos: 

 
 tttr

tttr

2,3)(

,)(

2

23







 

2/1224 )49(49|)(|  tttttr


 

Assim,  

dttrl

b

a

|)(|


 = ).13138585(
27

1
)49(

3

1

2/12  dttt  

 

 

f) hélice circular      2,2,00,0,22,4,cos2)( 10 PaPdesenttttr 


 

Temos: 

 ( ) 2sen , 4, 2cosr t t t    

2 2| ( ) | 4sen 16 4cos 20r t t t      

Assim,  

dttrl

b

a

|)(|


 = .520

2/

0




 dt  

 

 

g) um arco da ciclóide    ( ) 2 sen 2 1 cosr t t t i t j     

Temos: 

 ( ) 2(1 cos ), 2sen r t t t    

2 2| ( ) | 4(1 cos ) 4sen 8(1 cos )r t t t t       

Assim,  

dttrl

b

a

|)(|


 = .16)cos1(8

2

0

2/1  dtt



 

 

 

h)    ( ) sen , cos , 2 para 0, 2r t t t t     

Temos: 

 ( ) cos , sen , 0r t t t     

2 2| ( ) | cos sen 1r t t t     

Assim,  

dttrl

b

a

|)(|


 = .2

2

0




 dt  
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i)    ( ) sen , cos para 0,r t t t t t t    

Temos: 

 ( ) cos sen , sen cosr t t t t t t t      

2 2 2| ( ) | ( cos sen ) (cos sen ) 1r t t t t t t t t        

Assim,  

dttrl

b

a

|)(|


 = .|1|ln
2

1
1

2
)1( 22

0

2/12 




 dtt  

 

 

j)      2,0213)(  tparajtittr


 

Temos: 

 1,3)(  tr


 

1019|)(|  tr


 

Assim,  

dttrl

b

a

|)(|


 = .10210

2

0

 dt  

 

 

k)    1,0,2,,)(   tteetr tt
 

Temos: 

 2,,)( tt eetr 


 

2|)(| 22   tt eetr


 

Assim,  

dttrl

b

a

|)(|


 =

1

2 2

0

1
2 .t te e dt e

e

     

 

 

25. Escrever a função comprimento de arco de: 

a) ( ) sen ,cos , 2
2 2

t t
r t t

 
  
 

  

Temos: 

1 1
( ) cos , sen , 2

2 2 2 2

t t
r t

 
   

 
 

2 21 1 1 17
| ( ) | cos sen 4 4

4 2 4 2 4 2

t t
r t        

** |)(|)( dttrts

t

a

 


tdt

t

2

17

2

17

0

*   . 
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b)  ( ) cos 2 , sen 2 , 4r t t t  

Temos: 

 ( ) 2sen2 ,2cos2 , 0r t t t    

2 2| ( ) | 4sen 2 4cos 2 2r t t t     

** |)(|)( dttrts

t

a

 


tdt

t

22
0

*   . 

 

 

c)  2,)( tttr 


 

Temos: 

 ttr 2,1)( 


 

241|)(| ttr 


 

** |)(|)( dttrts

t

a

 


|412|ln
2

1
41(

2

1
41 22

0

**2

ttttdtt

t

  . 

 

d) 3 3 3
( ) cos , sen , cos 2

4
r t t t t

 
  
 

 

Temos: 

2 2 3
( ) 3cos sen , 3sen cos , sen2

2
r t t t t t t

 
    

 
 

4 2 4 2 29
| ( ) | 9cos sen 9sen cos sen 2 3 2 cos sen 

4
r t t t t t t t t      

** |)(|)( dttrts

t

a

 
 * * * 2

0

3 2
3 2 cos sen 

2

t

t t dt sen t  . 

 

 

e)    ( ) cos 2 , sen 2 0,r t t t t    

Temos: 

 ( ) 2sen2 , 2cos2r t t t     

2 2| ( ) | 4sen 2 4cos 2 2r t t t     

** |)(|)( dttrts

t

a

 


tdt

t

22
0

*   . 

 

 

f) hipociclóide   









2
,0,cos)( 33 

ttsenatatr


 

Temos: 
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 2 2( ) 3 cos sen , 3 sen cosr t a t t a t t    

2 4 2 2 4 2| ( ) | 9 cos sen 9 sen cos 3 cos sen r t a t t a t t a t t     

** |)(|)( dttrts

t

a

 
 * * * 2

0

3
3 cos sen sen

2

t
a

a t t dt t  . 

 

 

26. Reparametrizar pelo comprimento de arco as seguintes curvas: 

a)    ( ) 2 cos , 2 sent 0, 2r t t t    

Temos: 

 ( ) 2sen , 2 cosr t t t    

2 2| ( ) | 2sen 2cos 2r t t t     

** |)(|)( dttrts

t

a

 


tdt

t

22
0

*   . 

Assim, 
2

s
t   e 



)(sh 2 cos ,  2 sen ,  0,  2 2
2 2

s s
s 

       
. 

 

 

b)  ( ) 3 1, 2r t t t    

Temos: 

 1,3)(  tr


 

1019|)(|  tr


 

** |)(|)( dttrts

t

a

 


tdt

t

1010
0

*   . 

Assim, 
10

s
t   e 



)(sh
3

1,  2
10 10

s s 
  

 
, 0s   

 

 

c)  ( ) cos 2 , sen 2 , 2r t t t t  

Temos: 

 ( ) 2sen2 , 2cos2 ,2r t t t     

2 2| ( ) | 4sen 2 4cos 2 4 2 2r t t t      

** |)(|)( dttrts

t

a

 


tdt

t

2222
0

*   . 

Assim, 
22

s
t   e 



)(sh cos ,  sen ,  
2 2 2

s s s 
 
 

. 
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d)  3,0,8
3

2
,2)( 23 








 tttttr


 

Temos: 

 tttr 2,8,2)( 2/1


 

22484|)(| 2  ttttr


 

** |)(|)( dttrts

t

a

 


ttdtt

t

2)22( 2

0

**   . 

Assim, st  11  e 




)(sh        
3/ 2 22

2 1 1 ,  8 1 1 ,  1 1 ; 0,  15
3

s s s s
 

          
 

 

 

 

e)  ( ) cos , sen ,t t tr t e t e t e  

Temos: 

 ( ) sen cos , cos sen ,t t t t tr t e t e t e t e t e      

2 2 2| ( ) | ( sen cos ) ( cos sen ) 3t t t t t tr t e t e t e t e t e e         

** |)(|)( dttrts

t

a

 


).1(33
0

**

 
t

t

t edte  

Assim, 
3

3
ln




s
t  e  




)(sh
3 3 3 3 3

cos ln ,  sen ln ,  
3 3 3 3 3

s s s s s        
        

    

. 

 

 

f)    ( ) cos 2 , sen 2 0,r t t t t    

 

Temos: 

 ( ) 2sen2 , 2cos2r t t t     

2 2| ( ) | 4sen 2 4cos 2 2r t t t     

** |)(|)( dttrts

t

a

 


tdt

t

22
0

*   . 

Assim, 
2

s
t   e 



)(sh  (cos ,  sen ),  0,  2s s s   
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g) hipociclóide  3 3( ) cos , sen 0,
2

r t a t a t t
 

  
 

 

 

Temos: 

 2 2( ) 3 cos sen , 3 sen cosr t a t t a t t    

2 4 2 2 4 2| ( ) | 9 cos sen 9 sen cos 3 cos sen r t a t t a t t a t t     

** |)(|)( dttrts

t

a

 
 * * * 2

0

3
3 cos sen sen

2

t
a

a t t dt t  . 

Assim, 
2

sen , [0, / 2]
3

s
t t

a
   e 



)(sh

3/ 2 3/ 2
2 2 3

1 ,  ,  0
3 3 2

s s a
a a s

a a

    
           

. 

 

 

h) hélice circular 2 cos , 4 , 2 sen , 0,
2

x t y t z t t
 

    
 

 

Temos: 

 ( ) 2sen ,4, 2cosr t t t    

2 2| ( ) | 4sen 16 4cos 20r t t t      

** |)(|)( dttrts

t

a

 


tdt

t

2020
0

*   . 

Assim, 
20

s
t   e 



)(sh
2

2cos ,  ,  2 sen ,  0 5
2 5 5 2 5

s s s
s 

 
  

 
 

 

 

i)  1,03,22,1  ttztytx  

Temos: 

 3,2,1)(  tr


 

14941|)(|  tr


 

** |)(|)( dttrts

t

a

 


tdt

t

1414
0

*   . 

Assim, 
14

s
t   e 



)(sh
2 3

1 ,  2 ,  ,  0 14
14 14 14

s s s
s

 
    

 
. 

 

 

27.Verificar se as curvas dadas estão parametrizadas pelo comprimento de arco: 

a)  ( ) sen , cos , 0r t t t t   

Temos: 

 ( ) cos , sen r t t t    



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 

múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 65 –68. 

102 

 

2 2| ( ) | cos sen 1r t t t    . 

Portanto, a curva está parametrizada pelo comprimento de arco. 

 

 

b) 0,
7

6
,

7
)( 














 ss

s
sr


 

Temos: 
















7

6
,

7

1
)(sr


 

1
7

6

7

1
|)(|  sr


. 

Portanto, a curva está parametrizada pelo comprimento de arco. 

 

 

c)   0,,2,12)(  tttttr


 

Temos: 

 1,1,2)(  tr


 

16114|)(|  tr


. 

Portanto, a curva não está parametrizada pelo comprimento de arco. 

 

 

d) 2 2 2( ) cos , sen , , onde
s s s

q s a a b c a b
c c c

 
   
 

 

Temos: 

1 1
( ) sen , cos ,

s s b
q s a a

c c c c c

  
     

 
 

2 2 2
2 2

2 2 2
| ( ) | sen cos 1

a s a s b
q s

c c c c c



     . 

Portanto, a curva está parametrizada pelo comprimento de arco. 

 

 

e)    ( ) 2 cos , 2 sen , 0, 2h s s s s    

Temos: 

 '( ) 2sen , 2cosh s s s


   

2 2| ( ) | 4cos 4sen 2 1h s s s


     . 

Portanto, a curva não está parametrizada pelo comprimento de arco. 
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f)  ( ) 4 cos , 4 sen , 0, 8
4 4

s s
r s s 

 
  
 

 

Temos: 

( ) sen , cos
4 4

s s
r s

 
   

 
 

2

2| ( ) | cos sen 1
4 4

s s
r s    . 

Portanto, a curva está parametrizada pelo comprimento de arco. 

 

 

g)  
3

2( ) ln 1 , 0
3

s
r s s i s j s

 
     

 
 

Temos: 












 ss

s
sr 2,

1

1
)( 2

 

2 2

2

1
| ( ) | ( 2 ) 1

( 1)
r s s s

s
    


. 

Portanto, a curva não está parametrizada pelo comprimento de arco. 

 

 

h) 0,
2

,
2

)( 







 s

ss
sh


 

Temos: 











2

1
,

2

1
)(sh


 

1
2

1

2

1
|)(|  sh


. 

Portanto, a curva está parametrizada pelo comprimento de arco. 

 

 

28. Uma partícula move-se no plano de modo que, no instante t, sua posição é dada por 

( ) 2 cos , 2 sen
2 2

t t
r t

 
  
 

. 

 

a) Calcular o vetor 
)(

)(
)(

tv

tv
tu 




  onde )(tv


 é o vetor velocidade da partícula no 

instante t. 

Temos: 

( ) ( ) sen , cos
2 2

t t
v t r t
  

   
 

 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 

múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 65 –68. 

104 

 

2 2| ( ) | sen cos 1
2 2

t t
v t
  

   
 

 

( )
( ) sen , cos

( ) 2 2

v t t t
u t

v t

 
   

 
. 

 

 

b) Mostrar que  ( ) e 
du

u t
dt

 são ortogonais.  

Temos: 

( ) sen , cos
2 2

1 1
cos , sen

2 2 2 2

t t
u t

d u t t

dt



 
  
 

 
   
 

 

1 1
( ) sen cos cos sen 0

2 2 2 2 2 2

d u t t t t
u t

dt



   
           

   
, portanto são ortogonais. 

 

 

29 Escrever a função vetorial que associa  a cada ponto do plano xy o triplo de seu vetor 

posição. 

Temos:   jyixyxf


33,   

 

 

30 Escrever a função vetorial que associa a cada ponto do espaço um vetor unitário com 

mesma direção do vetor posição e sentido contrário. 

Temos: 

  k
zyx

z
j

zyx

y
i

zyx

x
zyxf



222222222
,,










 ,  , , 0x y z   

 

 

31. Dar o domínio das seguintes funções vetoriais. 

 

a)   kyxjyixyxf


224,   

44

04

2222

22





yxouyx

yx
 

  4/, 222  yxyxD  

 

 

b)   jxyi
x

yxg



1

,  
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  0/, 2  xyxD  

 

 

c)    yxyxyxyxh ,,, 22 


 

  0/, 2  yyxD  

 

 

d)  
1 1 1

, , , ,p x y z
y x z

 
  
 

 

  0,0,0/,, 3  zyxzyxD  

 

e)   







 xy

xy
yxq ,

1
,


  

  0/2  xyxyD  

 

 

f)   kzjyiyxzyxu


 2,,  

  0/,, 3  zzyxD  

 

 

g)   kzxiyzyxv


,,  

  zxouzxzyxD  0/,, 3  

 

 

h)   kzjyxiyxzyxr


 2222 12,,  

  1/,, 223  yxzyxD  
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CAPÍTULO 3 

3.7 – EXERCÍCIOS 
pág. 91-94 

 

1. Identificar quais dos conjuntos seguintes são bolas abertas em R 2
 ou R 3

, 

determinando, em caso positivo, o centro e o raio. 

 a) x y y
2 2

2 3    

    410

32

22

22





yx

yyx
 

Bola aberta de centro  1,00 P  e raio 2r . 

 

 

 b) x y z z
2 2 2

6 0     

9)3(

09)3(

222

222





zyx

zyx
 

Bola aberta centrada em  3,0,00 P  e  raio igual a três. 

 

 c) x y z
2 2 2
   

Não é uma bola. 

 

 

 d) 2222 )2()1(2  yxxyx  
2 2 2 22 ( 1) ( 2) 0

4 4 5

x y x x y

x y

      

 
 

Não é uma bola. 

 

 

e) 0122  yx  

122  yx  

Não é uma bola 

 

 

f) 2 24 5x x y    

    902
22
 yx  

Bola aberta centrada em  0 2,0 3P e r   . 

 

 

g) 2 2 2x y z   . 

Não é uma bola. 

 

 

2. Seja  ),{( yxA R 2
32  x  e }11  y  
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 a) Representar graficamente o conjunto A, identificando se A é aberto. 

 b) Determinar a fronteira de A. 

 

a) A  é aberto.  Veja a representação gráfica. 

1 2 3

-1

1

x

y

 

 

 b) A fronteira de A  é o retângulo dos vértices  1,2 ,  1,3 ,  1,3   e  1,2  . 

 

 

3. Repetir o exercício 2 para o conjunto 

  ),,{( zyxB R 3
 y x 11,11    e }11–  z . 

 
 

 a) B  é aberto 

 b) A fronteira de B  é formada pelas faces do cubo dos vértices  1,1,1 ,  1,1,1 , 

 1,1,1  ,  1,1,1 ,  1,1,1 ,  1,1,1  ,  1,1,1   e  1,1,1   
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4. Identificar as afirmações verdadeiras: 

 

a) A união de bolas abertas é uma bola aberta. (Falso) 

b) A união de bolas abertas é um conjunto aberto. (Verdadeiro) 

c) A união de bolas abertas é um conjunto conexo. (Falso) 

d)  O conjunto   042/, 22  yyxxyxA  é conexo. (Verdadeiro) 

e) O conjunto   22/, yxyxB   é aberto. (Verdadeiro) 

 

 

5. Verificar quais dos conjuntos a seguir são conexos: 

 2 2 2( ,  ) IR 2 5 10A x y x y     

2 1 1
( ,  ) IR

2 2
B x y x

 
     
 

 

 3 2 2 2( ,  ,  ) IR 3 9 18C x y z x y z      

2 1
( ,  ) IR ,  0D x y y x

x

  
    
  

. 

 

São conexos os conjuntos A, B e C.  De fato: 

 

  1052/, 222  yxyxA  pode ser reescrito como 1
25

22


yx

.  Dado dois 

pontos quaisquer de A, estes podem ser ligados por uma linha poligonal contida em A. 

 

 

O conjunto  









2

1

2

1
/, 2 xyxB  é conexo. 

 

O conjunto   1893/,, 2223  zyxzyxC   poder ser escrito como 

1
1826

222


zyx

 e também é conexo. 

 

 

6. Dar a fronteira dos seguintes subconjuntos do R 2
. Representar graficamente. 

 a)  ),{( yxA R 2
}422  yx   

Temos uma circunferência de raio ,2  centrada em  0,0 .  Veja o gráfico que segue. 
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-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

 
 

 

 b)  ),{( yxB R 2
}422  yx   

Temos uma circunferência de raio ,2  centrada em  0,0 . Veja gráfico a seguir. 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

 
 

 

 c)  ),{( yxA R 2
}44 22  yx   

Temos uma elipse centrada em  0,0  e semi-eixos 1 e 2  paralelos aos eixos 

coordenados x  e ,y  respectivamente.  Veja gráfico a seguir. 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

 
 

 

 d)  ),{( yxD R 2
}

1
|

x
y   



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, 

integrais múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 91-94. 

109 

 

Temos  a hipérbole 
x

y
1

  unida com o eixo dos y .  Veja gráfico a seguir. 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
 

 

7. Representar graficamente os seguintes subconjuntos de R 2
. Identificar os 

conjuntos abertos. 

a)  ),{( yxA R 2
}04 22  yxx   

O conjunto A é aberto.  Veja a representação gráfica. 

1 2 3 4

-2

-1

1

2

x

y

 
 

b)  ),{( yxB R 2
}04 22  yxx   

O conjunto B não é aberto.  Veja a representação gráfica. 

1 2 3 4

-2

-1

1

2

x

y
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c)  ),{( yxC R 2
}3 y   

O conjunto C é aberto.  Veja a representação gráfica. 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 
 

 

d)  ),{( yxD R 2
}1 yx   

O conjunto D não é aberto.  Veja a representação gráfica. 

-1 1

-1

1

x

y

 
 

 

e)  ),{( yxE R 2
}32  yx  

O conjunto E não é aberto.  Veja a representação gráfica. 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y
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8. Seja  ),{( yxA R 2
}.1120 22  yyx  

 Verificar se os pontos 

 a) (0, –1/2)  b) (0, –1)  c) (–1, –1) 

 d) (1, 1)   e) (0, 0)  f) (3, 4) 

 são pontos de acumulação de A. 

 

   Temos que: (a) , (b) , (c) e (e) são pontos de acumulação de A  e (d) e (f) não são pontos 

de acumulação de A . 

 

 

9. Verificar se o conjunto  ),{( yxA R 2
}Nyx,  tem ponto de acumulação. 

 O conjunto A é formando por um conjunto de pontos como mostra a 

representação gráfica a seguir.  Esta representação pode auxiliar na visualização de que 

o conjunto A não tem ponto de acumulação, pois podemos, por exemplo, colocar uma 

bola aberta centrada em (2,1) de raio 1 e ela vai conter um número finito de pontos de 

A. 

1 2 3 4

1

2

3

4

x

y

 
 

 

10. Identificar as afirmações verdadeiras: 

 a) P(0, 0) é ponto de acumulação do conjunto  ),{( yxA R 2
} x>y . 

 b) Os pontos P(0, 4) e Q(2, 2) pertencem à fronteira do conjunto 

   ),{( yxB R 2 
}–4 2xy  . 

 c) P(0, 0) é ponto de acumulação da bola aberta  rB ),0,0( , qualquer que 

seja r > 0. 

 d) O conjunto vazio é um conjunto aberto. 

 e) Toda bola aberta é um conjunto aberto. 

 f) R 2
 é um conjunto aberto. 

 g) Todo ponto de acumulação de um conjunto A pertence a esse conjunto. 

 h) O conjunto ),{( yx R 2
x e y são racionais } não tem ponto de 

acumulação. 

 i) Todos os pontos de um conjunto aberto A são pontos de acumulação de 

A. 
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 j) Se A é um conjunto aberto, nenhum ponto da fronteira de A pertence a A. 

 

Respostas: a) V b) F c) V d) V e) V    f) V g) F h) F i) V j) V. 

 

 

11. Usando a definição de limite, mostrar que: 

 a) 9)25(lim

2
1






yx

y
x

 

 Dado 0  existe 0  tal que   |925| yx  sempre que 

 22 )2()1(0 yx . 

 Temos que 

.|2|2|1|5

|)2(2||)1(5|

|)2(2)1(5||925|







yx

yx

yxyx

 

 Assim, se tomamos   tal que 
7

|2|
7

|1|


 yex , a desigualdade 

 |925| yx  fica satisfeita. 

 De fato, como 22 )2()1(|1|  yxx  e 22 )2()1(|2|  yxy , 

tomando 
7


   temos que se  22 )2()1(0 yx , então: 

|)2(2||)1(5||925|  yxyx  

                     








7

.2
7

5
 

O que mostra o limite dado. 

 

 

 b) 12)23(lim
)3,2(),(




yx
yx

 

 Dado 0  existe 0  tal que   |1223| yx  sempre que 

 22 )3()2(0 yx . 

 Temos que 

.|3|2|2|3

|)3(2||)2(3|

|)3(2)2(3||1223|







yx

yx

yxyx

 

 Como 22 )3()2(|2|  yxx  e 22 )3(2(|3|  yxy , podemos 

concluir que 

3| 2 | 2 3 3 2 |x y        sempre que  22 )3()2(0 yx . 

Assim, se tomamos 
5


  temos  

|)3(2)2(3||1223|  yxyx  

                       






 5
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sempre que  22 )3()2(0 yx . 

O que mostra o limite dado. 

 

 

 c) 5)23(lim
)1,1(),(




yx
yx

 

 Dado 0  existe 0  tal que   |523| yx  sempre que 

 22 )1()1(0 yx . 

 Temos que 

.|1|2|1|3

|)1(2||)1(3|

|)1(2)1(3||523|







yx

yx

yxyx

 

 Como 22 )1()1(|1|  yxx  e 22 )1(1(|1|  yxy , podemos 

concluir que 

3| 1| 2 | 1| 3 2 |x y        sempre que  22 )1()1(0 yx . 

Assim, se tomamos 
5


  temos  

| 3 2 5 | 3 1 2 1x y x y       

                       






 5
 

sempre que  22 )1()1(0 yx . 

O que mostra o limite dado. 

 

 

 d)  0
2

lim
22

2

0
0




 yx

x

y
x

 

Dado 0  existe 0  tal que  
 22

22

yx

x
 sempre que  220 yx . 

 Temos que 

2 2 22 2

2 22 2 2 2

22 2 x x yx x

x yx y x y


 

 
 

 Como 222 yxx   temos 

22

2222

22

2 )(22

yx

yxyx

yx

x







 

                  
2 22

2

x y



 


 

 

sempre que  220 yx . 
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Assim, se tomamos 
2


  temos  


 22

22

yx

x
 sempre que  220 yx . 

O que mostra o limite dado. 

 

 

 e) 0lim
22

3

0
0





 yx

xy

y
x

 

Dado 0  existe 0  tal que  
 22

3

yx

xy
 sempre que  220 yx . 

 Temos que 

22

2

22

3

22

3 ||||||||

yx

yyx

yx

yx

yx

xy








 

 Como 222 yxx   temos 

22

22

22

2

22

3 )(||||||||

yx

yxyx

yx

yyx

yx

xy










 

 Como 22|| yxx   e 22|| yxy  temos 

22222

22

3

. 


yxyx
yx

xy
 sempre que  220 yx . 

Assim, se tomamos   , temos  


 22

3

yx

xy
 sempre que  220 yx . 

O que mostra o limite dado. 

 

 

12. Dado ),( 00 yx R 2
, mostrar que 0

0

0

lim yy

yy
xx






. 

 Dado 0  existe 0  tal que   0yy  sempre que 

 2

0

2

0 )()´(0 yyxx . 

 Temos que 
2

0

2

00 )()(|| yyxxyy  . 

 Assim, 0| |y y    sempre que 2 2

0 00 ( ) ( )x x y y      . 

 Tomando   , vem 0| |y y    sempre que 
2 2

0 00 ( ) ( )x x y y      . 

Portanto, 0

0

0

lim yy

yy
xx






. 

 

 

13. Mostrar que os limites seguintes não existem: 
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Para mostrar que os limites não existem vamos usar a Proposição 3.2.3.  Observar que 

outras opções de caminhos podem ser escolhidas para mostrar que os limites não 

existem. 

 a) 
22

22

0
0

lim
yx

yx

y
x 






 

Temos: 
2 2 2

2 2 20 0
0 0

lim lim 1
x x
y y

x y x

x y x 
 


 


 

e 
2 2 2

2 2 20 0
0 0

lim lim 1
x y
y x

x y y

x y y 
 

 
  


 

Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 

 

 

 b) 
22

0
0

2
lim

yx

x

y
x 


 

Temos: 

2 2 20 0
0 0

2 2
lim lim 2
x x
y y

x x

x y x
  

 

 


 

e 

2 2 2 20 0

2 2 2
lim lim

2x x
y x y x

x x

x y x x 
 

 
 

 

Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 

 

 

 c) 
yx

yx

y
x 




 2

lim

0
0

 

Temos: 

0 0
0 0

1
lim lim

2 2 2x x
y y

x y x

x y x 
 


 


 

e 

0 0
0 0

lim lim 1
2y y

x x

x y y

x y y 
 

 
  


 

Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 

 

 

 d) 
22

0
0

lim
yx

xy

y
x 



 

Temos 

2 2 20 0
0 0

0
lim lim 0
x x
y y

xy

x y x 
 

 


 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, 

integrais múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 91-94. 

116 

 

e 
2

2 2 2 20 0

1
lim lim

2x x
y x y x

xy x

x y x x 
 

 
 

 

Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 

 

 

 e) 
22

0
0 54

3
lim

yx

xy

y
x 



 

Temos: 

2 2 20 0
0 0

3 0
lim lim 0

4 5 4x x
y y

xy

x y x 
 

 


 

e 
2

2 2 20 0

3 3 3
lim lim

4 5 9 9x x
y x y x

xy x

x y x 
 

 


 

Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 

 

 

 f) 
22

22

0
0

4
lim

yx

yx

y
x 






 

Temos:  
2 2 2

2 2 20 0
0 0

4
lim lim 1
x x
y y

x y x

x y x 
 


 


 

e 
2 2 2

2 2 20 0
0 0

4 4
lim lim 4
y y
x x

x y y

x y y 
 

 
  


 

Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 

 

 

 g) 
23

3

0
0

lim
yx

x

y
x 



 

Temos: 
3 3

3 2 30 0
0 0

lim lim 1
x x
y y

x x

x y x 
 

 


 

e 

0
0

lim
2

0
0




 y

x
y

 

Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 

 

 

 h) 
222

3224

0
0 )(

23
lim

xy

yxyxy

y
x 






 

Temos: 
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1
)(

lim
)(

23
lim

22

4

0
0222

3224

0
0










 y

y

xy

yxyxy

x
y

x
y

 

e 

2

3

4

6
lim

)2(

23
lim

)(

23
lim

4

4

022

444

0222

3224

0














 x

x

x

xxx

xy

yxyxy

x
xy

x
xy

x
 

Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 

 

 

i) 
24

2

0
1 )1(

)1(
lim

yx

yx

y
x 






 

Temos: 
2

4 2 41 1
0 0

( 1) 0
lim lim 0

( 1) ( 1)x x
y y

x y

x y x 
 


 

  
 

e 

2 2

2 2 2 4

4 2 4 4 41 1 1

( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1
lim lim lim

( 1) ( 1) ( 1) 2( 1) 2x x x

y x y x

x y x x x

x y x x x  

   

   
  

     
. 

Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 

 

 

14. Verificar se os seguintes limites existem: 

a)  
yx

y

y
x 



2
lim

0
0

 

O limite não existe.  Para mostrar basta aplicar a Proposição 3.2.3. 

Temos: 

0 0
0 0

2 0
lim lim 0
x x
y y

y

x y x 
 

 


 

e 

0 0

2 2
lim lim 1.

2x x
y x y x

x x

x x x 
 

 


 

Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 

 

 

b) 
22

2

0
0 22

lim
yx

yx

y
x 






 

 Este limite existe e é igual a zero.  Usando a definição temos: 

Dado 0  existe 0  tal que  



22

2

22 yx

yx
 sempre que  220 yx . 

 Temos que 

)(2

||

22 22

2

22

2

yx

yx

yx

yx







 

 Como 222 yxx   e 22|| yxy  temos 
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)(2

)(

22 22

2222

22

2

yx

yxyx

yx

yx









. 

Assim, se tomamos  2 temos  





22

2

22 yx

yx
 sempre que  220 yx . 

O que mostra a existência do limite, sendo igual a zero. 

 

 

c) 
23

0
0

lim
yx

xy

y
x 



 

O limite não existe.  Para mostrar basta aplicar a Proposição 3.2.3. 

Temos: 

3 2 30 0
0 0

0
lim lim 0
x x
y y

xy

x y x 
 

 


 

e 
2

3 2 3 20 0 0

1
lim lim lim 1

1x x x
y x y x y x

xy x

x y x x x  
  

  
  

 

Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 

 

 

d) 
yx

xy

y
x 




 2

5
lim

0
0

 

 

O limite não existe.  Para mostrar basta aplicar a Proposição 3.2.3. 

Temos: 

2

1

2
lim

0
0





 x

x

y
x

 

e 

5
5

lim

0
0





 y

y

x
y

 

Como os resultados são diferentes o limite dado não existe. 

 

 

e) 
22

33

0
0

lim
yx

yx

y
x 






 

Vamos mostrar que este limite existe e é igual a zero.  

Dado 0  existe 0  tal que  



22

33

yx

yx
 sempre que  220 yx . 

 Temos que 

22

33

22

33

22

33 ||||||

yx

yx

yx

yx

yx

yx














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22

22 ||||

yx

yyxx




  

 Como 222 yxx   e 222 yxy  temos 

22

2222

22

33 ||)(||)(

yx

yyxxyx

yx

yx









. 

|||| yx  . 

 Como 22|| yxx   e 22|| yxy   temos 

22

22

33

2 yx
yx

yx





. 

Assim, se tomamos 2/  temos  





22

33

yx

yx
  sempre que  220 yx , o que mostra a existência do limite, sendo 

igual a zero. 

 

 

15. Verificar a existência dos limites das seguintes funções quando (x, y) tende ao 

ponto indicado: 

 a) 













0,0

0,
1

sen
),(

y     

y
y

x
yxf ; P(0, 0) 

0
1

lim),(lim

0
0

0
0







 y

xsenyxf

y
x

y
x

 

Dado 0  existe 0  tal que  
y

xsen
1

 sempre que  220 yx . 

 Temos que 

y
senx

y
xsen

1
||

1
 . 

 Como 22|| yxx   e 1
1


y
sen  temos que 221

yx
y

xsen  . 

Sempre que  220 yx  temos 
y

xsen
1

.  Portanto basta fazer   para que  


y

xsen
1

 sempre que  220 yx , o que mostra a existência do limite, sendo 

igual a zero. 

 

 

 b) 
44

22

)1(

)1(
),(






yx

yx
yxf ; P(0, 1) 

 Neste caso o limite não existe. Vamos mostrar usando a proposição 3.2.3. 

Temos: 
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 
2 2 4

4 4 41 1
1 1

( 1) ( 1) 1
lim lim .

( 1) 2( 1) 2y y
x y x y

x y y

x y y 
   

 
 

  
 

 
2 2

4 4 40 0
1 1

( 1) 0
lim lim 0

( 1)x x
y y

x y

x y x 
 


 

 
 

Portanto o limite da função f(x,y) no ponto P(0,1) não existe. 

 

 

c) 
22

3
),(

yx

xy
yxf


 ; P(0, 0) 

0
3

lim),(lim
22

0
0

0
0










 yx

xy
yxf

y
x

y
x

 

Dado 0  existe 0  tal que  
 22

3

yx

xy
 sempre que  220 yx . 

 Temos que 

2222

||||33

yx

yx

yx

xy





. 

 Como 22|| yxx   e 22|| yxy   temos que 

22

2222

22

33

yx

yxyx

yx

xy







 

                  = 223 yx  . 

Sempre que  220 yx  temos 3
3

22


 yx

xy
.  Portanto, basta fazer 

3/  para que  


 22

3

yx

xy
 sempre que  220 yx , o que mostra a existência do limite, 

sendo igual a zero. 

 

 

 d) 
22

26

),(
yx

xx
yxf




 ; P(0, 0) 

 Neste caso o limite não existe. Vamos mostrar usando a proposição 3.2.3. 

Temos: 

 .1)1(limlimlim 4

02

26

0
022

26

0
0
















x
x

xx

yx

xx

x
y
x

y
x

 

 .
2

1

2

1

2

1
lim

2
limlim 4

02

26

022

26

0






















x
x

xx

yx

xx

xx
xy

x
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Portanto o limite da função f(x,y) no ponto P(0,0) não existe. 

 

 

 e) 
33

33

),(
yx

yx
yxf




 ; P(0, 0) 

Neste caso o limite não existe. Vamos mostrar usando a proposição 3.2.3. 

Temos: 

 .1limlim
3

3

033

33

0
0








 x

x

yx

yx

x
y
x

 

 .1limlim
3

3

033

33

0
0











 y

y

yx

yx

y
x
y

 

Portanto o limite da função f(x,y) no ponto P(0,0) não existe. 

 

 

16. Provar a propriedade (b) da proposição 3.3.2. 

Temos a propriedade: 

Se ),(lim

0

0

yxf

yy
xx




 existe, e c é um número real qualquer, então: 

).,(lim.),(.lim

0

0

0

0

yxfcyxfc

yy
xx

yy
xx







  

 

Seja Lyxf

yy
xx






),(lim

0

0

; c é um número real qualquer. Queremos provar que 

..),(.lim

0

0

Lcyxfc

yy
xx






 

Se 0c   é trivial. Supor 0c  . 

Dado   0  arbitrário, devemos provar que existe    0   tal que  

 cLyxcf ),(  sempre que  .)()(0 2
0

2
0  yyxx  

 Temos que |),(|||),( LyxfccLyxcf  . 

 Temos também, por hipótese,  que dado   0  existe 0  tal que 

 Lyxf ),(  sempre que .)()(0 2
0

2
0  yyxx  

 Basta fazer ||/ c  para que  

 cLyxcf ),(  sempre que .)()(0 2
0

2
0  yyxx  o que mostra a existência a 

propriedade dada. 

 

 

17. Usando as propriedades, calcular os limites seguintes: 

a) )2(lim 2

2
1 y

x
xxy

y
x






=
2

9
)

2

1
12.1.2( 2  . 

 

b) 
22

1
2

2
lim

yx

yx

y
x 






=
5

1

14

212 





. 
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c) 
1

1
lim

22

0
0 




 xyyx

x

y
x

=
1

1
0 0 1




 
. 

 

d) )1(lim 2

0
0

xyx

y
x






= 101  . 

 

e) )10
1

(lim 



 yx

y
x

=-10. 

 

f) 
7

7
lim

33

22

1
0 




 yx

xyyx

y
x

= .
3

4

710

7010 





 

 

 

18. Calcular os seguintes limites de funções compostas: 

a) )10ln(lim 22

1
1






yx

y
x

= 12ln)1011ln(  . 

 

b) yx

y
x

e 




1

lim = 10/1  ee . 

 

c) 
x

yx

y

x

)sen(
lim

2









=






 1)2/3()2/( 


 sensen
. 

 

d) 


















 1

lnlim
22

2
4 yx

yx

y
x

= )3/20ln(
124

416
ln 












. 

 

 

19. Calcular os seguintes limites usando a proposição 3.3.6: 

a) 
22

0
0

lim
yx

yxxy

y
x 






 

 Pela proposição 3.3.6, podemos afirmar que: 

22

0
0

lim
yx

yxxy

y
x 






= 0lim
22

0
0







 yx

xy
yx

y
x

 

 De fato, temos que: 

 0lim),(lim

0
0

0
0









yxyxf

y
x

y
x
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 
22

),(
yx

xy
yxg


 é uma função limitada , pois podemos escrever que 

22

2222

2222

||||

yx

yxyx

yx

yx

yx

xy










 

                                            =1. 

 

 

b) 
22

332

0

0
lim

yx

xyyxy

y

x 










 

 Pela proposição 3.3.6, podemos afirmar que: 

22

332

0

0
lim

yx

xyyxy

y

x 










= 0

)(
.lim

)(
lim

22

2

0

0
22

2

0

0

























 yx

xyyx
y

yx

xyyxy

y

x

y

x
 

 De fato, temos que: 

 0lim),(lim 2

0

0

0

0

















yyxf

y

x

y

x
 

 
22

)(
),(

yx

xyyx
yxg




 é uma função limitada , pois podemos escrever que  

 
2222

)(

yx

xyyx

yx

xyyx









 

 

2 2

2 2 2 2 2 2

| | | | | |

1 1 1

x y xy

x y

x y xy

x y x y x y

 




  
  

  

 

 

Observa-se que a visualização de 1
||

22


 yx

xy
 é feita usando a transformação para 

coordenadas polares, ou seja, 

2

2 2 2

cos| |
cos 1

r senxy
sen

x y r

 
   


. 

 

 

c) 
22

2

0
0

lim
yx

yx

y
x 


  

 Pela proposição 3.3.6, podemos afirmar que: 

22

2

0
0

lim
yx

yx

y
x 


= 0lim
22

0
0







 yx

x
yx

y
x

 

 De fato, temos que: 

 0lim),(lim

0
0

0
0









yxyxf

y
x

y
x
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 
22

),(
yx

x
yxg


 é uma função limitada , pois podemos escrever que 

22

22

2222

||

yx

yx

yx

x

yx

x










 

                                                   =1. 

 

 

20. Calcular os seguintes limites envolvendo indeterminações: 

a) 
623

1241243
lim

22

3
2 




 yxxy

yxxyxyx

y
x

= 

)3(2)3(

)44(3)44(
lim

22

3
2 





 yyx

xxxxy

y
x

 

            .0)2(lim
)3)(2(

)2)(3(
lim

)3)(2(

)44)(3(
lim

3
2

2

3
2

2

3
2





















x
yx

xy

yx

xxy

y
x

y
x

y
x

 

 

b) 
yyxx

xyxy

y
x 44

22
lim

1
4 






 = .
2

1

)2(

)1(
lim

)4)(1(

)1)(2(
lim

1
4

1
4















 x

y

xy

yx

y
x

y
x

 

 

c) 
xxy

x

y
x 






33
lim

0
0

=
  

 33)(

3333
lim

0
0 




 xxxy

xx

y
x

= 

 
.

6

3

32

1

33)1(

1
lim

0
0







 xy

y
x

 

 

d) 
1

1
lim

3

1
1 




 xy

xy

y
x

 

Fazendo a troca de variáveis temos: 
6txy   e Para 1x ; 1y , temos 1xy  ou 16 t ; 1t .   

Assim, 

.
3

2

3

2
lim

1

1
lim

1

1
lim

1

1
lim

213

2

16

3 6

1

3

1
1


















 t

t

t

t

t

t

xy

xy

ttt
y
x

 

 

e) 
xxy

xy

y
x 2

sen
lim

1
0 




= .
3

1

3

1
1

)2(
limlim

)2(
lim

10
1
0





 


 y

y

x

senx

yx

ysenx

yx
y
x

 

 

f) x

xy

2 y 
0  x

x








1

)1(lim = .1)1()1(lim

1

2 y 
0  

eexx yx

x





 

 

g) 
xy

exy

0 y 
0  x

1
lim






= 1ln e . 
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21. Calcular os limites seguintes: 

a) )1(lim

2
1






yxy

y
x

ee = 1122  ee  

b) 22

0
0

lim yxx

y
x






=0 

c) )2(lim 233

2
1

yxyyx

y
x






= 14288   

d) )223(lim 22

2
1

xyxyyx

y
x






= 10486   

e) 
xyyx

xxy

y
x 4

85
lim

22

2

1
2 






=
3

16

814

8102





 

f) 
22

22 3
lim

yx

xyx

1 y 
0  x 






= 0
1

0
  

g) 
22

2

1
1

lim
yx

yxx

y
x 






=
2

1

)(
lim

))((

)(
lim

1
1

1
1













 yx

x

yxyx

yxx

y
x

y
x

 

h) 












 42

1
lnlim

)2,1(),( xy

xy

yx
= 8ln

8

1
ln   

i) 
y

x
yx

1
senlim

)0,0(),( 
=0, usando a proposição 3.3.6 

j) 
22

3

)0,0(),(
lim

yx

x

yx 
=0, usando a proposição 3.3.6 

k) 









22

3

)0,0(),(

coslim
yx

x

yx

 =cos 0 = 1, aplicando inicialmente a proposição 3.3.6. 

l) 
yx

xyx

y
x 






23

1
1

lim = 2
))((

lim
)(

lim

1
1

22

1
1















 yx

yxyxx

yx

yxx

y
x

y
x

 

m) 
22

2

lim
yx

xy

0 y 
0  x 




= 0,usando a proposição 3.3.6 

n)  
)2()1(

2222
lim

2

2323

2
1 




 yx

xxxyyxyxyx

y
x

=

2
2

26
lim

)1(2

123
lim

)1(

)1(
lim

)2()1(

)1)(2(
lim

1

2

12

23

12

23

2
1























x

x

xx

x

xxx

yx

xxxy

xxx
y
x

 

o) 
1

1
cos

1

1
sen)(lim

1
1 




 yx

yxy

y
x

=0, usando a proposição 3.3.6 

p) 
22

23

2
2

lim
yx

yxx

y
x 






= 1
))((

)(
lim

2

2
2







 yxyx

yxx

y
x
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22. Verificar se as funções dadas são contínuas nos pontos indicados: 

 a) 













0,0

0,
1

sen
),(

y     

y  
y

x
yxf ,  0,0P  

)0,0(0
1

lim),(lim

0
0

0
0

f
y

xsenyxf

y
x

y
x









   ),( yxf  é contínua no ponto  0,0P . 

 

 

 b) 






















yx  yx

yx  
yx

yxx

yxf

,)(
4

1

,

),(
22

2

,  1,1P  

Quando yx  ,temos: 

)1,1(
2

1

))((

)(
lim),(lim

1
1

1
1

f
yxyx

yxx
yxf

y
x

y
x













. 

Quando yx  , temos: 

)1,1(
2

1
)(

4

1
lim),(lim

1
1

1
1

fyxyxf

y
x

y
x









 

Portanto, a função é contínua no ponto  1,1P . 

 

 

 c) 
12

23
),(

2

23






xy

xyx
yxf ,  2,1P  

)2,1(
7

9

12

23
lim),(lim

2

23

2
1

2
1

f
xy

xyx
yxf

y
x

y
x
















. 

Portanto, a função é contínua no ponto  2,1P . 

 

 d) 

4 2 2 3

2 2 2

3 2
 ,  ( , ) (0, 0)

( , ) ( )

               0,  ( , ) (0, 0)

y x y yx
x y

f x y x y

x y

  


 
 

,  0,0P  

 

O limite 
222

3224

0
0

0
0 )(

23
lim),(lim

yx

yxyxy
yxf

y
x

y
x 










 não existe, pois 

0
0

lim),(lim
4

0
0

0
0







 x

yxf

y
x

y
x

 e .
2

3

4

6
lim),(lim

4

4

00






 x

x
yxf

xy
x

xy
x

 

 Portanto, a função dada não é contínua no ponto  0,0P . 

 

 

 e) 









)0,0()(,1

)0,0()(,23
),(

yx,     

yx, y –x
yxf ,  0,0P  
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)0,0(0)23(lim),(lim

0
0

0
0

fyxyxf

y
x

y
x









. Portanto, a função dada não é contínua no 

ponto  0,0P . 

 

 

 f) 

















)0,0()(,0

)0,0()(,
),( 22

22

yx,      

yx,  
yx

yx

yxf ,  0,0P  

O limite 
22

22

0
0

0
0

lim),(lim
yx

yx
yxf

y
x

y
x 










 não existe, pois 

1lim),(lim
2

2

0
0

0
0







 x

x
yxf

y
x

y
x

 e .1lim),(lim
2

2

0
0
0










 y

y
yxf

xy
x

x
y

 

 Portanto, a função dada não é contínua no ponto  0,0P . 

 

 

 g) 
 

 
















)0,0(,0

)0,0(,
2

2

),( 2

2

y x,      

y x,  
xy

xy

yxf ,  0,0P  

O limite 
xy

xy
yxf

y
x

y
x 2

2
lim),(lim

2

2

0
0

0
0 










 não existe, pois 

1
2

2
lim),(lim

0
0

0
0










 x

x
yxf

y
x

y
x

 e .1lim),(lim
2

2

0
0
0







 y

y
yxf

xy
x

x
y

 

 Portanto, a função dada não é contínua no ponto  0,0P . 

 

 

 h) 42),( 2  xyyxyxf , P(1, 2) 

)2,1(2)42(lim),(lim 2

2
1

2
1

fxyyxyxf

y
x

y
x









.  Portanto, a função dada é contínua no 

ponto  2,1P . 

Observa-se que esta é uma função polinomial, que é contínua em todos os pontos do 

plano. 

 

 

 i) 
yx

yx
yxf






1
),(

22

,  1,1P  e   0,0Q  

)1,1(
2

11
lim),(lim

22

1
1

1
1

f
yx

yx
yxf

y
x

y
x













. Portanto, a função dada é contínua no ponto 

 1,1P . 

e 
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yx

yx
yxf

y
x

y
x 










1
lim),(lim

22

0
0

0
0

não existe, portanto, a função dada não é contínua no ponto 

 0,0Q . 

 

 

23. Escrever o conjunto em que a função dada é contínua: 

a) 44332),( yxyxyxyxf   

É contínua em R 2
. 

 

b) 
)1)(22(

2
),(






yyxxy

x
yxf  

É contínua em  yx,{ R 2
}12,1|  y  e   y    x . 

 

c) 















22
ln),(

yx

yx
yxf  

É contínua em  yx,{ R 2
}| yx  e   yx  . 

 

d) yxeyxf sen),(   

É contínua em R 2
. 

 

 

24. Calcular o valor de a para que a função dada seja contínua em :)0,0(  

a) 
     

   

2 2

2 2

1
, , 0, 0

( , )

, , 0, 0

x y sen x y
x yf x y

a x y


   

 

 

Para que a função dada seja contínua em (0,0) devemos ter: 

 2 2

2 20 0
0 0

1
lim ( , ) lim 0 (0,0)
x x
y y

f x y x y sen f a
x y 

 

    


.  Assim, a=0. 

 

b) 
   

   












0,0,,4–

0,0,,
1–1),( 2

22

yxa

yx
y

yx

yxf  

Para que a função dada seja contínua em (0,0) devemos ter: 

 
  

    4)0,0(011limlim
11

lim

111–1

11
lim

1–1
lim),(lim

2

0

2

02

222

0
0

22

222

0
02

22

0
0

0
0


























afyx
y

yyx

yy

yyx

y

yx
yxf

yx
y
x

y
x

y
x

y
x

.  
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Assim, a=4. 

 

 

25. Esboçar a região de continuidade das seguintes funções: 

 a) 
1

2
),(

22

32






yx

xyx
yxf  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 
 

 b) 
















2

22

ln),(
xy

yx
yxf  

-2 2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

 
 

 c) 
3

2
),,(

22

2






yxz

xyzxz
zyxf  

A região de continuidade desta função é acima do parabolóide que segue. 
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x

y

z

3

 
 

 

26. Calcular 
0

 ( ,  ,  )lim
r r

f x y z


, dados: 

a)    1,1,2;
4

2
,,,, 02

22 











 r

x

x

z

xy
yxzyxf


 

      
2 2 2 2 2 2

2, , 2,1,1

2 2 2.1 1 1
lim , , , , 2 1 , , 5,2,

4 2 2 1 2 2 4x y z

xy x xy x
x y x y

z x z x x

       
                     

 

 

 

b)   


















2

1
,0,1;,,,, 0rzyx

y

ysen
ezyxf x 

 

 




































 2

3
,1,

2

1
01,1,,,lim 1

2

1
,0,1,,

eezyx
y

ysen
ex

zyx

 

 

 

c)    4,1,2;,,,, 0

2 











 rzx

yx

yx
zyxf


 

   
 2,4,32,4,

1

3
4,2,

12

12
,,lim 22

4,1,2,,





































zx

yx

yx

zyx
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27. Determinar os limites seguintes: 

a)
( , ) (1, 2)

1
 ,  lim

x y

xy
xy

 
 
 

= 
1

,  2
2

 
 
 

 

 

b)

( , , ) 0, 1, 
4

sen ,  cos , tglim
x y z

x y
x yz

y x 
 
 

 
 
 

= (0, 1, 1) , aplicando a proposição 3.3.6 na 

primeira coordenada. 

 

c)
 

  2
( , , ) (3, 4, 1) ( , , ) (3, 4, 1)

1
,  ,  ln ,  ,  lnlim lim

1 1 1x y z x y z

x zxz x
x y y z x y y z

z z z 

  
          

=

3
6,  ,  0

2

 
 
 

 

 

28. Analisar a continuidade das seguintes funções vetoriais: 

a) 2 2( ,  ) ( ,  ,  2)f x y xy x y   

É contínua em 2IR . 

 

b) 

2 1
,   sen ,   sen ,  0

( ,  ,  )

( ,   sen ,  0),  0

x y y xz z
g x y z z

x y y z

 
 

  
 

 

É contínua em 3IR . 

 

c) ( ,  ) ( ln ,  ln )h x y x y u x  

É contínua em  2( ,  ) IR | ,  0x y x y  . 

 

 

d) ( ,  ,  ) ln 2xyp x y z e i xz j k    

É contínua em  3( ,  ,  ) IR | 0x y z xz  . 

 

e) 
2

( ,  ,  ) ,  ,  
x

q x y z z
x y x

 
  

 
 

É contínua em  3( ,  ,  ) IR | 0 e x y z x x y   . 

 

f) 
3

( ,  ,  )
a

r x y z
a

  onde a xi y j zk    

É contínua em   3IR 0,  0,  0 . 

 

g) 2 2 2 2 2 2( ,  ,  ) ( ,  ,  )u x y z x y y z z x    . 

É contínua em 3IR . 
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CAPÍTULO 4 

4.5 – EXERCÍCIOS 
 pág. 124 - 128 

 

Nos exercícios de (1) a (5) calcular as derivadas parciais de 1ª ordem usando a 

definição. 

 

1. 25 xxyz   

 

0

( , ) ( , )
lim
x

z f x x y f x y

x x 

  


 
 

x

xxyxxyxx

x 






22

0

5)()(5
lim  

x

xxyxxxxxyxy

x 






222

0

5)(255
lim  

xy

xxy
x

25

)25(lim
0




  

0

( , ) ( )
lim
y

z f x y y f x y

y x 

   


 
 

y

xxyxyyx

y 






22

0

5)(5
lim  

y

xxyxyxxy

y 






22

0

555
lim  

x5  

 

 

2. 10),( 22  yxyxf  

 

x

yxfyxxf

x

f

x 










),(),(
lim

0
 

x

yxyxx

x 






1010)(
lim

2222

0
 

x

yxyxxxx

x 






1010)(2
lim

22222

0
 

xxx
x

2)2(lim
0




 

y

yxfyyxf

y

f

y 










),(),(
lim

0
 

2 2 2 2

0

( ) 10 10
lim
y

x y y x y

y 

     



 

y

yyyyy

y 






1010)(2
lim

222

0
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yyy
y

2)2(lim
0




 

 

 

3. 352  yxz  

x

yxyxx

x

z

x 










35235)(2
lim

0
 

x

xxx

x 






222
lim

0
 

2  

y

yxyyx

y

z

y 










3523)(52
lim

0
 

0

5 5 5
lim 5
y

y y y

y 

  
 


 

 

 

4. xyz   

x

xyyxx

x

z

x 










)(
lim

0
 

x

xyxyxy

x 




 0
lim  

xyxyxyx

xyxyxy

x 




 (
lim

0
 

xy

y

2
  

y

xyyyx

y

z

y 










)(
lim

0
 

xyyxxyy

xyyxxy

y 




 (
lim

0
 

xy

x

2
  

 

 

5. 22 3),( yyxyxf   

 

x

yyxyyxx

x

f

x 










2222

0

33)(
lim  

x

yyxyyxxyxyx

x 






22222

0

33)(2
lim  

)2(lim
0

xyxy
x




 

.2xy  
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2 2 2 2

0

( ) 3( ) 3
lim
y

f x y y y y x y y

y y 

     


 
 

y

yyxyyyyyxyx

y 






222222

0

3)(3233
lim  

)36(lim 2

0
yyx

y



 

yx 62   

 

 

6. Usando a definição 4.1.1 mostrar que 3

1

5

1

),( yxyxf   tem derivadas parciais na 

origem, valendo 0)0,0( 




x

f
 e .0)0,0( 





y

f
 

 

x

fxf

x

f

x 










)0,0()0,0(
lim)0,0(

0
 

x

x

x 






3

1

5

1

3

1

5

1

0

000
lim  

0

0
lim 0
x x 

 


 

 

y

fyf

y

f

y 










)0,0()0,0(
lim)0,0(

0
 

0
00)0(0

lim
3

1

5

1

3

1

5

1

0







 y

y

y
 

 

 

7. Usando a definição, determinar, se existirem )2,0(
x

f




 e ),2,0(

y

f




 sendo 














0,0

0,
1

),(

2

x

x
x

senyx
yxf  

 

x

x
senx

x

x
senx

x

fxf

x

f

xxx 
























1
)(2

lim

0
1

2.

lim
)2,0()2,0(

lim)2,0(

2

0

2

00
 

0
1

2lim
0





 x

senx
x

 

 

0
00

lim
)2,0()2,0(

lim
00
















 yy

fyf

y

f

yy
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Nos exercícios de 8 a 27 calcular as derivadas parciais de 1ª ordem. 

 

8. yxeyxf
2

),(   

22

2

2

xe
y

f

xye
x

f

yx

yx











 

 

 

9. )cos(),( xyxyxf   

)((

)cos()(

)cos()1).((.

xyxsen
y

f

xyxyxsen

xyxysenx
x

f













 

 

 

10. yxxyxyyxf 22),(   

2

2

2

2

xxxy
y

f

xyyy
x

f











 

 

 

11. )ln(),( 222 yxyyxf   

22

2

22

2 22
.

yx

xy

yx

x
y

x

f










 

)ln(2
2

2).ln(
2

.

22

22

3

22

22

2

yxy
yx

y

yyx
yx

y
y

y

f














 

 

 

12. 222 yxaz   

222

2

1

222 )2.()(
2

1

yxa

x
xyxa

x

z











 

 

222

2

1

222 )2.()(
2

1

yxa

y
yyxa

y

z











 

 

 

 

13. 2 2z x y   
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1

2 2 2

2 2

1
( ) .( 2 )

2

z x
x y x

x x y


   

 
 

22 yx

y

y

z







 

 

 

14. 
22

22

yx

yx
z




  

222

2

222

2323

222

2222

)(

4

)(

2222

)(

2).(2).(

yx

xy

yx

xyxxyx

yx

xyxxyx

x

z


















 

222

2

222

3232

222

2222

)(

4

)(

2222
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)2).(()2)((

yx

yx

yx

yyxyyx

yx

yyxyyx

y

z




















 

 

 

15. 
x

y
tgarcyxg ),(  

22

2

22

2

2

2

2

1
yx

y

x

yx

x

y

x

y

x

y

x

g




















 

22

2

22

2

2

1

1

1

yx

x

x

yx

x

x

y

x

y

g













 

 

 

16. yxeyxz 2)(   

)1(1.).( 222 


  yxeeeyx
x

z yxyxyx  

)122(2.).( 22 


  yxeeeyx
y

z yxyxyx  
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17. 
22

2

2yx

yx
z


  

2 2 2 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

( 2 ).2 .2 2 4 2 4

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

z x y xy x y x x y xy x y xy

x x y x y x y

    
  

   
 

222

224

222

22224

222

2222

)2(

2

)2(

42

)2(

4.).2(
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

















 

 

 

18. 422  yxez  

xe
x

z yx 2.422 



 

ye
y

z yx 2.422 



 

  

 

19. xyxyz 2sen2   

2 2 .cos . 2 (1 cos )
z

y senxy xy y y senxy xy
x


   


 

)cos1(2.cos.22 xysenxyxxxysenxyx
y

z





 

 

 

20. xyxz 5)ln(   

5
1









yxx

z
 

yxy

z






 1
 

 

 

21. 122  yxz  

1
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2

1
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2

1
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
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
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22. xyxyz   
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23. 
t

twtwf
1

),( 2   

wt
w

f
2




 

2

2 1

t
w

t

f





 

 

 

24. )ln(),( uvuvvuf   
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v
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25. xyyxz  22  
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
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f
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29. Seja 
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


 
 

  

Calcular (1, 2) (1, 2) (1, 2) (0 , 0).
f f f

f
x y x

  
  
  

 

 

 

 

2 2 2 2

2
2 2

5 5 2x y y xy xf

x x y

 


 
 

20

5.5.4 10.4 12
(1, 2) lim

5 5x

f

x  

 
 


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22

222

)(

2.510).(

yx

yxyxyyx

y

f









 

5.10.1.2 5.1.4.2.2 4
(1, 2)

25 5

f

y

 
 


 

 

2

0 0

5. .0
0

(0 , 0) (0 , 0)
(0 , 0) lim lim 0

x x

x

f f x f x

x x x   




     
  

 

 

4
5

20

41

4.1.5
)2,1( 


f  

 

12 4 12
(1, 2) (1, 2) (1, 2) (0 , 0) 4 0

5 5 5

f f f
f

x y x

  
       
  

 

 

 

30. Verificar se a função 23 yxz  satisfaz a equação  0
3

21











x

z

yy

z

x
, para 

0 e 0x y  . 

22

3

3

2

yx
x

z

yx
y

z











  

 

3 2 2

2 2

1 2
.2 .3 0

3

2 2 0

x y x y
x y

x y x y

 

   

 

 

31. Verificar se )( yxsenz   satisfaz a equação  0









y

z

x

z
 

 

)cos(

)cos(

yx
y

z

yx
x

z











 

 

0),cos(),cos(  yxyx  

 

 

32. Uma placa de aço plana tem a forma de um círculo de raio a, como mostra a 

figura 4.19. A temperatura num ponto qualquer da chapa é proporcional ao 
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quadrado da distância desse ponto ao centro da chapa, com uma constante de 

proporcionalidade K>0. 

 

x

y

a

 
Figura 4.19 

 

(a) Se uma partícula localizada no ponto 







0,

2

a
 se desloca para a direita sobre o 

eixo dos x, sofrerá aumento ou diminuição de temperatura? 

(b) Qual a taxa de variação da temperatura em relação a variável y, no ponto  









0,

2

a
? 

 

Temos que  

 
22 yxd   

 
22),( yxKyxT   

 

Assim para o item (a) temos: 

 

Kx
x

T
2




 

 

aK
a

K
a

x

T














2
.20,

2
 

Como K>0, a partícula sofrerá aumento de temperatura. 

 

Para o item (b) temos: 

 

Ky
y

T
2




 

 

00,
2












 a

y

T
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33. A função 22 3260),( yxyxT  representa a temperatura em qualquer ponto 

de uma chapa. Encontrar a razão de variação da temperatura em relação à 

distância percorrida ao longo da placa na direção dos eixos positivos de x e de y, 

no ponto (1, 2). 

Considerar a temperatura medida em graus e a distância em cm. 

 
22 3260),( yxyxT   

 

x
x

T
4




 

y
y

T
6




 

41.4)2,1( 




x

T
 graus/cm. 

122.6)2,1( 




y

T
 graus/cm. 

 

 

34. Encontrar a inclinação da reta tangente à curva resultante da intersecção de 

),( yxfz   com o plano 0xx   no ponto ).,,( 000 zyxP  

  

a) )17,1,3(;25  Pyxz  

2




y

z
 

2)1,3( 




y

z
 

 

 

b)  2 2 1; 1, 1,1z x y P    . 

1

22 2

2 2

1
( 1) .2

2 1

z y
x y y

y x y


   

  
 

1
1

1
)1,1( 








y

z
 

 

 

35. Seja 32523 22  yxyxz . Encontrar a inclinação da reta tangente à curva 

resultante da interseção de ),( yxfz   com 2y  no ponto ).3,2,1(   

 

56 



x

x

z
 

151.6)2,1( 




x

z
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36. Dada a superfície 22 yxz  , determinar a reta tangente as curvas de 

intersecção da superfície com: 

a) o plano 2x  

b) o plano ;5y   

no ponto )3,5,2(  

 

Respostas: 

a) 
22

2

1

22 2)(
2

1

yx

y
yyx

y

z






 

 

3

5
)5,2( 





y

z
  

 

Assim, temos que 

5

3

5 5
5

3 3

5 9 5 4
3

3 3 3

z y b

z b b

b

 

    


   

 

Portanto, 













2

3

4

3

5

x

yz
 

 

 

b) 
22 yx

x

x

z







 

3

2
)5,2( 





x

z
 

 

Assim temos: 

bbbxz 
3

4
2

3

2

3

2
 

3

5

3

49

3

4
3 


b  

Portanto,  













5

3

5

3

2

y

xz
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37. Seja 











10

11
),(

22

2222

yxse

yxseyx
yxf  

 

a) Esboçar o gráfico de f. 

 

b) Calcular, se existirem, )1,0(
x

f




, )0,1(

y

f




 e )0,0(

y

f




 

 

x

fxf

x

f

x 










)1,0()1,(
lim)1,0(

0
 

0
00

lim
0







 xx
 

 

y

fyf

y

f

y 










)0,1(),1(
lim)0,1(

0
 

0
00

lim
0







 yx
 

 

Para a derivada  0,0
f

y




 podemos usar as regras de derivação. Temos,  

    
 

1
2 2 2

0,0

1
0,0 1 .2 0

2

f
x y y

y

 
    

  
  

 

 

Nos exercícios 38 a 47 calcular as derivadas parciais de 1ª ordem. 

 

38. zxxyzyxw 222   

xzyzxy
x

w
22 2 




 

w

y




 22 xzx   

22 xxyz
z

w





 

 

 

39. )ln(
1 22 yx
z

w   

)(

221
2222 yxz

x

yx

x

zx

w










 

)(

221
2222 yxz

y

yx

y

zy

w










 

2

22

2

22 )ln(1
)ln(

z

yx

z
yx

z

w 








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40. 
z

yx
zyxf

22

),,(


  

z

x

x

f 2





 

z

y

y

f 2





 

2

22

z

yx

z

f 





 

 

 

41. ( , , ) 2 zf x y z xy  

zy
x

f
2




 

12 


 zyzx
y

f
 

yyx
z

f z ln2 



 

 

 

42. ( , , )f x y z x sen yz y sen xz   

xzyzyzsenzxzyyzsen
x

f
coscos 




 

xzsenyzxzxzsenzyzx
y

f





coscos  

xzxyyzxyxxzyyyzx
z

f
coscoscoscos 




 

 

 

43. xzyzxzyxf  2),,(  

zxyz
x

f





2  

zx
y

f 2



 

xyx
z

f




 2  

 

 

44. 222),,( ztwztwg   

222

2

1

222 2)(
2

1

ztw

w
wztw

w

g






 

 

222 ztw

t

t

g







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222 ztw

z

z

g







 

 

 

45. )ln(),,,( 22 wtvutwvuh   

u
u

h
2




 

v
v

h
2




 

wtw

t

w

h 1










 

ttw

w

t

h 1










 

 

 

46. 
2 2 2

( , , )
xyz

T x y z
x y z


 

 

222

2

1

222222 2)(
2

1

zyx

xzyxxyzyzzyx

x

T












 

2

3

222

22

2

3

222

33

222

222

2
222

)(

)(

)( zyx

zyyz

zyx

yzzy

zyx

zyx

yzx
yzzyx
















 . 

 

222

2

1

222222 2)(
2

1

zyx

yzyxxyzxzzyx

y

T












 

3 3

3

2 2 2 2( )

x z xz

x y z




 

. 

 

2

3

222

33

)( zyx

yxxy

z

T









 

 

 

47. 
54321

54321
32

),,,,(
xxxxx

xxxxxf



  

2

543211 )32( xxxxxx

f









. 

2

543212 )32(

2

xxxxxx

f









. 
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2

543213 )32(

3

xxxxxx

f









. 

2

543214 )32( xxxxxx

f









. 

2

543215 )32( xxxxxx

f









. 

 

 

48. Usando a definição, verificar que as funções dadas são diferenciáveis em 2R . 

 

a) 222),( yxyxf   

 

A função dada possui derivadas parciais em todos os pontos ),( 00 yx R 2
 que são dadas 

por 

000 4),(
 

 
xyx

x

f





  e  000 2),(

 

 
yyx

y

f





. 

 Assim, para mostrarmos que f é diferenciável em R 2
, resta verificar que para 

qualquer ),( 00 yx R 2
, o limite 

2

0

2

0

00000000

)()(

]])[,(])[,(),([),(

 lim

0

0 yyxx

yyyx
y

f
xxyx

x

f
yxfyxf

yy
xx 















 é zero. Se chamamos 

de L esse limite, temos: 

L = 
2

0

2

0

0000

2

0

2

0

22

)()(

]][2][42[2
 lim

0

0 yyxx

yyyxxxyxyx

yy
xx 






 

 = 
2

0

2

0

2

00

2

00

2

0

2

0

22

)()(

]224422
 lim

0

0 yyxx

yyyxxxyxyx

yy
xx 






 

 = 
2

0

2

0

2

0

2

0

)()(

)()(2
 lim

0

0 yyxx

yyxx

yy
xx 






 

 = 
0 0

0 0

2 2

0 0

2 2 2 2

0 0 0 0

2( ) ( )
lim  lim 0

( ) ( ) ( ) ( )x x x x
y y y y

x x y y

x x y y x x y y 
 

 
 

     
 

(usando a definição de limites) 

 

 Logo, f é diferenciável em R 2
. 

 

 

b) xyyxf 2),(   

 

A função dada possui derivadas parciais em todos os pontos ),( 00 yx R 2
 que são dadas 

por 
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000 2),(
 

 
yyx

x

f





  e  000 2),(

 

 
xyx

y

f





. 

 Assim, para mostrarmos que f é diferenciável em R 2
, resta verificar que para 

qualquer ),( 00 yx R 2
, o limite 

2

0

2

0

00000000

)()(

]])[,(])[,(),([),(

 lim

0

0 yyxx

yyyx
y

f
xxyx

x

f
yxfyxf

yy
xx 















 é zero. Se chamamos 

de L esse limite, temos: 

L = 
2

0

2

0

000000

)()(

]][2][22[2
 lim

0

0 yyxx

yyxxxyyxxy

yy
xx 






 

 = 
2

0

2

0

00000000

)()(

222222
 lim

0

0 yyxx

yxyxxyxyyxxy

yy
xx 






 

 = 
2

0

2

0

00

)()(

))((2
 lim

0

0 yyxx

yyxx

yy
xx 






 

 = 0 (usando a definição de limites) 

 

 Logo, f é diferenciável em R 2
. 

 

 

49. Verificar se as funções dadas são diferenciáveis na origem. 

 

a) 3

2

3

2

),( yxyxf   

Vamos primeiro verificar se existem as derivadas parciais na origem. Se existir, 

temos que 
2/3

2/30 0 0

( ,0) (0,0) 0 1
(0 , 0) lim lim lim

0x x x

f f x f x

x x x x  

  
  

 
.  

Como este limite não existe, segue que a função não é diferenciável na origem. 

 

 

b) 













)0,0(),(,0

)0,0(),(,
2

),( 22

5

yx

yx
yx

x

yxf  

x

fxf

x

f

x 










)0,0()0,0(
lim)0,0(

0
 

0)(2lim
)(2

lim

0
0)(

)(2

lim 2

0

3

0

22

5

0

















x
x

x

x

x

x

xxx
 

 
0 0

(0 , 0 ) (0 , 0) 0 0
0,0 lim lim 0

y y

f f y f

y y y   

   
  

  
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Fazendo o limite 
22

0
0 )0()0(

]]0)[0,0(]0)[0,0()0,0([),(

 lim
















 yx

y
y

f
x

x

f
fyxf

L

y
x

 temos 

0
)(

2
 lim

2

 lim
2222

5

0
022

22

5

0
0














 yxyx

x

yx

yx

x

L

y
x

y
x

 (usando a definição de limites) 

 

Assim, existem as derivadas )0,0(
x

f




  e  )0,0(

y

f




 e L=0. Portanto a função dada é 

diferenciável em (0 , 0). 

 

 

c) yxyxf ),(  

1




x

f
      1)0,0( 






x

f
 

1




y

f
      1)0,0( 






y

f
 

 Como estamos diante de uma função do tipo polinomial, que possui derivadas 

parciais contínuas em todo o plano, podemos afirmar que é diferenciável em (0,0). 

 

 

d) 

















)0,0(),(,0

)0,0(),(,
)(

23

),( 222

3224

yx

yx
yx

yxyxy

yxf  

0

0
)(

0

lim
)0,0()0,0(

lim)0,0(
4

00

















 x

x

x

fxf

x

f

xx
 

 
4

4

0 0

( )

(0 , 0 ) (0 , 0) ( )
(0,0) lim lim

y y

y

f f y f y

y y y   



   
   

  
 

Como )0,0(
y

f




 não existe, podemos afirmar que a função dada não é diferenciável 

na origem. 

 

 

e) 













)0,0(),(,0

)0,0(),(,
1

),(
22

yx

yx
yxyxf  

 




















 30

2

00 )(

1
lim

0
)(

1

lim
)0,0()0,0(

lim)0,0(
xx

x

x

fxf

x

f

xxx
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Como )0,0(
x

f




 não existe, podemos afirmar que a função dada não é diferencial na 

origem. 

 

 

50. Identifique a região onde as funções dadas são diferenciáveis. 

 

a) 22),( xyyxyxf   

22 yxy
x

f





  e   xyx

y

f
22 




 

para qualquer  ,x y . Como as derivadas parciais são contínuas,  ( , )f x y  é 

diferenciável em 2R  

 

 

b) 
2xyez   

22

ye
x

z xy 



                   xye

y

z xy 2
2





 

para quaisquer  ,x y .  Como as derivadas parciais são contínuas,
2xyz e  é 

diferenciável em 2R . 

 

 

c) 
22

2

yx

xy
z


  

222

224

222

22422

222

2222

)()(

2

)(

2)(

yx

yxy

yx

yxyyx

yx

xxyyyx

x

z



















. 

222

3

222

333

222

222

)(

2

)(

222

)(

22)(

yx

yx

yx

xyxyyx

yx

yxyxyyx

y

z

















. 

As derivadas não estão definidas em (0 , 0) ),( yxfz   não é diferenciável em  

(0, 0). Como nos demais pontos as derivadas parciais são contínuas, segue que a 

função da é diferenciável em   .)0,0(2 R  

 

 

d) )ln(),( xyyxf   

xxy

y

x

f 1





 

yxy

x

y

f 1





 

 As derivadas estão definidas e são contínuas em todos os pontos do domínio da 

função.  Portanto, a função dada é diferenciável nos pontos do 1º e 3º quadrantes, 

excluindo os eixos coordenados. 
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e) 
22

2

yx

xy
senz


  

)(

2)(
2

1
22

2
cos

22

2

1

2222

22 yx

xyxxyyyx

yx

xy

x

z





























 

Analogamente encontra-se 
f

y




. 

As derivadas estão definidas e são contínuas em todos os pontos do domínio da 

função. Portanto, a função dada é diferenciável em  )0,0(2 R . 

 

 

f) 
22

),( yxeyxf   

xe
x

f yx 2
22




   

)2(
22

ye
y

f yx 


   

 Assim, a função dada é diferenciável em 2R . 

 

 

g) )()(),( 2222 yxsenyxyxf   

xyxsenxyxyx
x

f
2)(2)cos()( 222222 




 

yyxsenyyxyx
y

f
2)(2).cos()( 222222 




 

 Assim, a função dada é diferenciável em 2R . 

 

 

h) xytgarcyxf 2),(   

2241

2

yx

y

x

f







        e         

2241

2

yx

x

y

f







 

 As derivadas parciais são contínuas em todo 2R . Assim, a função dada é 

diferenciável em 2R . 

 

 

i) 
x

y
z   

        Temos uma função racional que é diferenciável em todos os pontos do seu 

domínio. Portanto, a função dada é diferenciável em  0),( 2  xRyx . 

 

 

j) 
22 )1()1(

1




yx
z  

Temos uma função racional que é diferenciável em todos os pontos do seu 

domínio. Portanto, a função dada é diferenciável em )1,1(2 R . 
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k) 











10

11
),(

22

2222

yxse

yxseyx
yxf  

 

Nos pontos da circunferência 2 2 1x y  , a função não é contínua, não sendo 

diferenciável. Nos demais pontos as derivadas parciais existem e são contínuas. 

Assim, temos que a função dada é diferenciável em  1|),( 2222  yxRyxR  

 

 

l) 













)0,0(),(,0

)0,0(),(,
),( 22

3

yx

yx
yx

yx

yxf  

 

Em todos os pontos    , 0,0x y  as derivadas parciais de f existem e são contínuas. 

Portanto,  f é diferenciável nestes pontos. Vejamos o que ocorre na origem.  

Usando a definição temos que 0)0,0( 




x

f
     e     0)0,0( 





y

f
. 

Além disso,  

2 20
0

( , ) [ (0,0) (0,0)[ 0] (0,0)[ 0]]

lim  0
( 0) ( 0)x

y

f f
f x y f x y

x y
L

x y


 
    

 
 

  
 

Portanto a função dada é diferenciável em 2R . 

 

51. Dada a função   









11,3

11,32
),(

yexse

youxseyx
yxf  

a) Calcular )1,1(
x

f




. 

 

b) Calcular )1,1(
y

f




. 

 

c) f é diferenciável em (1 , 1)?  

 

 Usando a definição, temos que: 

2)1,1( 




x

f
 e 1)1,1( 





y

f
. 

 No entanto a função dada não é contínua no ponto  1,1 . De fato,  

 

 
1 1

1 1

lim ( , ) lim 2 1 3 0 (1,1)
x x
y y

f x y x f
 
 

      
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 mas 
1 1

lim ( , ) lim3 3 (1,1)
x x
y x y x

f x y f
 
 

    

 Portanto, a função não é diferenciável em (1,1). 

52. Determinar, se existir, o plano tangente ao gráfico das funções dadas, nos pontos 

indicados. 

 

a) 2 2( , ) 1f x y x y      ;   )1,0,0(1P   e   .
2

2
,

2

1
,

2

1
2 













P  

Temos: 

22

2

1

22

1
)2()1(

2

1

yx

x
xyx

x

f








 

 

221 yx

y

y

f









 

 

0)0,0( 




y

f
  e  0)0,0( 





y

f
 

Plano tangente no ponto )1,0,0(1P  é dado por: 

)00000000 )(,())(,(),(),( yyyx
y

f
xxyx

x

f
yxfyxh 









  

1

01

)0(0)0(01







z

z

yxz

 

 

Para o ponto .
2

2
,

2

1
,

2

1
2 













P  temos: 

2

2

2

1

2

1

2

1
,

2

1 

















x

f
 

2

2

2

1
,

2

1 














y

f
 

 

Equação do plano: 























2

1

2

2

2

1

2

2

2

1
yxz  

 

 

 

22222  zyx  

 

 

b) xyyxf ),(    ;    )0,0,0(1P   e  )1,1,1(2P  
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Para o ponto )0,0,0(1P  temos: 

y
x

f





                    x

y

f





 

 

0)0,0( 




x

f
          0)0,0( 





y

f
 

Equação do plano: 

0

)0(0)0(00





z

yxz
 

 

Para o ponto )1,1,1(2P  temos: 

1)1,1( 




x

f
                   1)1,1( 





y

f
 

Equação do Plano: 

)1()1(1  yxz  

1 zyx  

 

 

c) 22 )1()1(  yxz          ;   )0,1,1(1P         )1,2,1(2P  

Para o ponto )1,2,1(2P  temos: 

  )1(2)1()1(
2

1
2

1
22 



 
xyx

x

z
 

 

22 )1()1(

1










yx

y

y

z
 

 

0)2,1( 




x

f
                1

1

1
)2,1( 





y

f
 

Equação do plano no ponto )1,2,1(2P : 

)(1)(01 00 yyxxz   

 21  yz  

1

1





zy

yz
 

 

 Não existe plano tangente em )0,1,1(1P , pois não existem as derivadas
z

x




 e 

z

y




 em (1 , 1). 

 

 

d) 22 32 yxz                ;     )0,0,0(1P         )1,1,1(2 P  

Para o ponto  )0,0,0(1P  temos: 
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x
x

z
4




                     y

y

z
6




 

 

0)0,0( 




x

f
             0)0,0( 





y

f
 

Equação do Plano: 

0

)(0)(00 00





z

yyxxz
 

 

Para o ponto )1,1,1(2 P  temos: 

4)1,1( 




x

f
                          6)1,1( 





y

f
 

Equação do Plano: 

)1)(6()1(41  yxz  

164

66441





yxz

yxz
 

164  zyx  

 

 

e) 
22

1

yx
z


          ;      )

2

1
,1,1(1P  e  )1,1,0(2P  

Para o ponto )
2

1
,1,1(1P  temos: 

222222

22

22

2

1

22

)(

2)(
2

1

yxyx

x

yx

yx

x

yx

xyx

x

z



























 

 

2222 )( yxyx

y

y

z









 

 

22

1
)1,1(








x

f
                

22

1
)1,1(








y

f
 

Equação do Plano: 

1 1 1
( 1) ( 1)

2 2 2 2 2
z x y


      

2 2 4z x y    

 

Para o ponto )1,1,0(2P  temos: 

0)1,0( 




x

f
            1)1,0( 





y

f
 

Equação do Plano: 

)1(1)0(01  yxz  

2 zy  
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f) yxxez      ;     )1,1(,1,11 fP        )0,1(,0,12 fP  

Para o ponto  )1,1(,1,11 fP  temos: 

yxyx eex
x

z  



 

yxex
y

z 



 

 

222 21)1,1( eee
x

f





 

221)1,1( ee
y

f





 

Equação do Plano: 
2 2 22 ( 1) ( 1)z e e x e y      

222 22 ezyexe   

 

Para o ponto  )0,1(,0,12 fP  temos: 

eee
x

f
2)0,1( 




 

e
y

f





)0,1(  

Equação do Plano: 

2 ( 1) ( 0)z e e x y      

ezeyex 2  

 

 

53. Determinar o vetor gradiente das funções dadas nos pontos indicados: 

 

a) 22 yxxz       ,   )1,1(P  

1 1

2 2 2 2 2 22 2
1 1

( ) 2 , ( ) 2
2 2

z x x y x x y x x y y
  

          
 

 

 

 
3 2 2

1,1 ,
2 2

z
 

    
 

 

 

 

b) )3,0(,3 22 Pyxyyxz   

 

2(2 3 , 3 2 )

0,3 (9 , 6)

z xy y x x y

z

    

 
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c) )3sen( yxz  ,                 )
2

,0(


P  

))3cos(,)3cos(3( yxyxz   

0 , 3 cos , cos (0 , 0)
2 2 2

z
     

      
   

 

 

 

d) 224 yxz          ,          P (0 , 0) 

 

1 1

2 2 2 22 2
1 1

(4 ) ( 2 ) , (4 ) ( 2 )
2 2

0,0 (0 , 0)

z x y x x y y

z

  
          

 

 

. 

 

 

e) 322  yxz          ,            P (0 , 0) 

)2,2( yxz   

)0,0()0,0( z . 

 

f) )sen( yxxyz                 







0,

2


P  

))cos(,)cos(( yxxyxyz   




















2
,00,

2


z . 

 

 

g) uvwwvuwvuf  222),,(             ,         P (0 , 1 , 0) 

 uvwuwvvwuf  2,2,2  

)0,2,0( 0) , 1 , (0 f . 

 

 

h) )sen()( 2222 yxyxz             ,        P (0 , 0) 

 yyxsenyyxyxxyxsenxyxyxz 2)(2)cos()(,2)(2)cos()( 222222222222 

)0,0()0,0( z . 

 

 

i) )2ln(,)2(),( txtxtxf           P (e , 1) 















 2)2ln(

2

2
)2(,)2ln(

2

1
)2( tx

tx
txtx

tx
txf  

( ,1) (1 ln( 2) , 2 2ln( 2))f e e e      . 

 

 

j) 431214321 ),,,( xxxxxxxxxf          ,         P (2 , 2 , 1 , 3) 
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2 3 1 1( , , ,1)

(2,2,1,3) (1, 2 , 2 ,1)

f x x x x

f

   

  
 

 

 

 

54. Determinar o vetor gradiente das seguintes funções: 

 

a) 
y

x
z

3

  








 


2

32

,
3

y

x

y

x
z  

 

 

b) 222 yxz   



































2222

2

1

222

1

22

2
,

2

2)(
2

1
2,2)(

2

1
2

yx

y

yx

x

yyxxyxz

 

 

 

c) zyxw 522  

 52425 2,10,4 yxzyxzxyz   

 

 

d) 4)cos(  xyz  

 xxyyxyz  )sen(,)sen(  

 )sen(,)sen( xyxxyy   

 

 

e) 222),,( wvuuvwwvuf   

( 2 , 2 , 2 )f vw u uw v uv w      

 

 

f) xzyxzyxf sen),,( 222   

)2,2,cos2( 222222 zyxyzxxzxyf   

 

 

55. Encontrar a equação da reta perpendicular à curva 
x

y
1

 , nos pontos )1,1(0P e 










2

1
,21P . 

Temos: 
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0
1


x
y  









 1,

1
2x

f  

)1,1()1,1( f  

O coeficiente angular é igual a 1. 

 

0111

1





bb

bxy
 

Equação da reta no ponto )1,1(0P : xy  . 

 

Para 








2

1
,21P  temos: 


















 1,

4

1

2

1
,2f  

O coeficiente angular é igual a 4. 

 

Equação da reta no ponto 








2

1
,21P : 

bxy  4  

b 24
2

1
 

1
8

2
b   

1 1 16 15
8

2 2 2
b

 
     

2

15
4  xy . 

 

 

56. Determinar o plano que contém os pontos (1 ,1 , 0)  ,  (2 , 1 , 4) e que seja 

tangente ao gráfico de 22),( yxyxf   

 

Temos: 

2 , 2
f f

x y
x y

 
 

 
 

)0000

2

0

2

0 (2)(2 yyyxxxyxz   

 











)1(2)2(24

)1(2)1(20

0000

2

0

2

0

0000

2

0

2

0

yyxxyx

yyxxyx
 

 
2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

2 2 2 2

4 4 2 2 2

x y x x y y

x y x x y y

     


     
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









022244

02222

2

00

2

00

2

0

2

0

2

0

2

00

2

0

2

0

yyxxyx

yyxxyx
 

 











424

022

00

2

0

2

0

00

2

0

2

0

yxyx

yxyx
 

 











424

022

00

2

0

2

0

00

2

0

2

0

yxyx

yxyx
 

 

2

42

0

0





x

x
 

 

022 00

2

0

2

0  yxyx  

0244 0

2

0  yy  

02 0

2

0  yy  

0

0)2(

0

00





y

yy
 

2

02

0

0





y

y
 

Temos os pontos: 

    (2 , 0)      e     (2 , 2) 

Equação dos planos: 

4 4( 2)

4 4 8

4 8 4

4 4

z x

z x

z x

z x

  

  

  

 

 

 

844

16448

84848

)2(4)2(48









yxz

yxz

yxz

yxz

 

 

 

57. Dada a função yxyxyxf  2),(  calcular  

a) df  

b) f  

Mostrar que ( , )f df R x y      e que 0),(lim
)0,0(),(




yxR
yx

. 

yxyxyxf  2),(  
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a) dyxdxyxdf )1()2(   

b) ),(),( yxfyyxxff   

            yxyxyyyyxxxx  22 )())(()(  

            yxxyxxyx  2)()1()2(  

 

Assim, ( , )f df R x y     , sendo yxxyxR  2)(),( , com 

  0)(lim 2

00



yxx

yx
. 

 

 

58. Calcular )1,1(df  e )1,1(f  da função 2),( xyyxyxf   considerando 

1,01,0  yx . Comparar os resultados obtidos. 

Temos: 

yxyxydf  )21()1( 2 . 

 

11)1(0)1,1( df . 

 

),(),( yxfyyxxff   

),())(()()( 2 yxfyyxxyyxx   

 
2(1,1) (1 0,01) (1 1) (1 0,01)(1 1) (1 1 1)f            

1401,1201,1   

2,03  . 

A diferença é relativamente grande porque y  é grande. 

 

 

Nos exercícios de 59 a 62 calcular a diferencial das funções dadas nos pontos 

indicados. 

 

59. yeyxf x cos),(       ;   








4
,1


P  

dysenyeydxedf xx )(cos   

.
2

2

2

2

2

2

2

2

4
,1

dy
e

dx
e

dyedxedf















 








 

 

 

 

60. )ln( 22 yxz      ;     P (1 , 1) 

dy
yx

y
dx

yx

x
dz

2222

22





  

 
2 2

1,1
2 2

dz dx dy

dx dy

 

 
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61. yxew z  2     ;    P (1 , 2 , 0) 

dzexdydxedw zz 222   

  01,2,0 2 2dw e dx dy dz dx dy dz       

 

 

62. 222 zyxw   ;      P (2 , 1 , 2) 
1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2
1 1 1

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2
2 2 2

dw x y z xdx x y z ydy x y z zdz
  

             

  
2 1 2

2,1,2
3 3 3

dw dx dy dz    

 

 

 

Nos exercícios de 63 a 69 calcular a diferencial das funções dadas: 

 

63. )(2 yxsenz   

dyyxyxsendxyxyxsendz )cos()(2)cos()(2   

 

 

64. yxez yx    

dyxedxeexdz yxyxyx )1()(    

dyxedxxe yxyx )1()1(    

 

 

65. 22 ln),,( wvuwvuf   

dwwdv
v

duudf 2
1

2   

 

 

66. xyezyxf xyz ),,(  

dzxyedyxxzedxyyzedf xyzxyzxyz )()()(   

 

 

67. 
321

2

3

2

2

2

1

321 ),,(
xxx

xxx
xxxf




  

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 1 2 3 1 2 3 2 1 2 3
1 22 2

1 2 3 1 2 3

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( )

x x x x x x x x x x x x x x
df dx dx

x x x x x x

           
 

   
2 2 2

1 2 3 3 1 2 3
32

1 2 3

( ) 2 ( )

( )

x x x x x x x
dx

x x x

     


 
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= 22

321

3221

2

3

2

1

2

2

12

321

3121

2

3

2

2

2

1

)(

22

)(

22
dx

xxx

xxxxxxx
dx

xxx

xxxxxxx









 

32

321

3231

2

2

2

1

2

3

)(

22
dx

xxx

xxxxxxx




  

 

 

68. 
2

),,( zyxezyxf   

dzezdyedxedf zyxzyxzyx 222

2    

 

 

69. 
y

x
tgarc

x

y
tgarcz   

dy

y

x

y

x

x

y

xdx

y

x

y

x

y

x

y

dz

























































2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

11

1

1

1

1

 

 

dy
yx

x
dx

yx

y
2222

22







 . 

 

 

70. Determinar o erro decorrente de tomarmos a diferencial dz como uma 

aproximação do acréscimo z , para as seguintes situações: 

 

a) 22 yxz   ; ),( yx  passando de (1 , 2) para (1 , 01 ; 2 , 01). 

 

06,0

04,002,0

01,02201,012

22







 ydyxdxdz

 

 

)2,1()01,2;01,1( ffz   

)41()01,2()01,1( 22   

0,0602  

Erro:  41020002,006,00602,0  . 

 

 

b) 22 yxz    ; ),( yx  passando de (1 , 2) para (1,01  ;  2,01). 

ydyyxxdxyxdz 2)(
2

1
2)(

2

1
2

1

222

1

22 


 

01,0
5

2
01,0

5

1
  
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0,013416407865  

 

5)01,2()01,1( 22 z  

0134209,0  

Erro: 6105  . 

 

 

c) yxz 2   ;  ),( yx  passando de (2 , 4) para (2,1  ;  4,2). 

dyxxydxdz 22   

2 2 4 0,1 4 0,2dz        

8,01,016   

4,28,06,1   

 

44)2,4()1,2( 2 z  

162,441,4   

522,216522,18   

Erro 122,04,2522,2   

 

 

71. A energia consumida em um resistor elétrico é dada por 
R

V
P

2

 watts. Se 

120V volts e R = 12 ohms, calcular um valor aproximado para a variação de 

energia quando V decresce de 0,001 volt e R aumenta de 0,02 ohm. 

R

V
P

2

  

dR
R

V
dV

R

V
dP

2

22 
  

)02,0(
12

)120(
)001,0(

12

1202
2

2




  

 

2,002    

 

 

72. Um terreno tem a forma retangular. Estima-se que seus lados medem 1200 m e 

1800m, com erro máximo de 10 metros e 15 cm respectivamente. Determinar o 

possível erro no cálculo da área do terreno. 

 

 Temos que a área é dada por xyA  , considerando-se x e y as dimensões da 

forma retangular. 

xyA   

xdyydxdA   

151200101800 dA  
2360001800018000 m  

Observa-se que o erro máximo ocorre quando  e x y   têm o mesmo sinal. 
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73. Usando diferencial, obter o aumento aproximado do volume de um cilindro 

circular reto, quando o raio da base varia de 3 cm para 3,1cm e a altura varia de 

21cm até 21,5cm. 

 

 O volume é dado por hrV 2 .   

 A diferencial fica: 

hdrdrhrdV 22    

5,091,02132    

 5,46,12   
31,17 cm . 

 

 

74. Um material está sendo escoado de um recipiente, formando uma pilha cônica. 

Num dado instante o raio da base é de 12 cm e a altura é 8 cm. Usando 

diferencial, obter uma aproximação da variação do volume, se o raio da base 

varia para 12,5cm e a altura para 7,8cm. Comparar o resultado obtido com a 

variação exata do volume. 

 

 O volume é dado por 
3

2hr
V


 . 

 A diferencial fica: 

dh
r

dr
hr

dV
33

2 2
  

)2,0(
3

144
5,0

3

8122









dV  

4,22dV . 

 A variação exata é dada por 12 VVV  , sendo que 
3

8.144
1


V  e 

3

8,7.)5,12( 2

2


V .  Assim, 25,22V . 

 Para comparar, temos a diferença entre os resultados 15,0 dVV . 

 

 

75. Considerar o retângulo com lados a = 5 cm e b = 2 cm.  Como vai variar, 

aproximadamente, a diagonal desse retângulo se o lado a aumentar 0,002cm e o lado b 

diminuir 0,1cm. 

 

 A diagonal é dada por: 
222 bad   

22 bad   

Assim,  

bdbbaadabadd 2)(
2

1
2)(

2

1
2

1

222

1

22 


 

21052811,3)1,0(
29

2
002,0

425

5 


  
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76. Encontrar um valor aproximado para as seguintes expressões: 

 

a) 7015,0 )01,1( e  
yy exexyxf 777)(),(   

7)(),( yyexxyyyxf    

Fazendo: 





















015,0

0

01,0

1

y

y

x

x

 

temos: 

fdf   

dfyxfyyxxff  ),(),(  

dfyxfyyxxf  ),(),(  

                              dyexdxexe yy 77)1( 777670   

                              015,071101,01171   

                              175,1 . 

 

 

b) 34 )001,2()995,0(   

Temos: 
34),( yxyxf  . 

Fazendo 





















001,0

2

005,0

1

y

y

x

x

 

temos: 

dfyxf  ),()001,2()995,0( 34  

= dyydxx 2334 3421   

1 8 4 1 0,005 3 4 0,001         

992,8 . 

 

 

c) 22 )01,4()99,3(   

Temos 22),( yxyxf  . 

Fazendo 
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4

4

0,01

0,01

x

y

x

y






  
 

 

temos: 

 2 2 1
(3,99) (4,01) 16 16 4. 0,01 4.0,01

32
         

= 6568,5  

d) 222 )99,1()01,4()99,3(   

Temos 222),,( zyxzyxf    

Fazendo 

4 0,01

4 0,01

2 0,01

x e x

y e y

z e z

   


  
    

 

temos: 
1

2 2 2 2 2 2 2

1 1

2 2 2 2 2 22 2

1
(3,99) (4,01) (1,99) 16 16 4 ( ) 2

2

1 1
( ) 2 ( ) 2

2 2

x y z xdx

x y z ydy x y z zdz



 

        

       

 

 
1

36 4.( 0,01) 4.(0,01) 2.( 0,01)
36

      

=5,9966. 

 

 

e) 02,1  

Temos yxyxf ),( .  Fazendo, 





















001,0

02,0

3

1

y

x

y

x

 

obtemos: 
3,001 3 11,02 1 lny yy x dx x x dy      

1 3 1 0,02 1.ln1.0,001      

06,1

06,01




 

 

 

f) 22 )9,2()03,4(   

Temos que 22),( yxyxf  . Fazendo 
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



















3

4

03,0

)1,0(

y

x

x

y

 

obtemos: 

dy
yx

y
dx

yx

x

2222

22 5)9,2()03,4(





  

)1,0(
5

3
03,0

5

4
5   

964,4 . 
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CAPÍTULO 4 

4.10 - EXERCÍCIOS 

pág. 156 - 159 
 

1. Verificar a regra da cadeia:  
dh f dx f dy

dt x dt y dt

 
   
 

 para as funções: 

 

a)    22ln, yxyxf   

          

2

22 2 2 4 2 4 2

3 3

4 2 4 2

2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 1

4 5

ln 2 1 4 5 ln 4 4 1 16 40 25 ln 16 36 4 26

64 72 4 32 36 2

16 36 4 26 8 18 2 13

2
2

2
8

2 2 4 16
2 8

x t

y t

h t t t t t t t t t t

dh t t t t

dt t t t t t t

f x dx

x x y dt

f y dy
t

y x y dt

dh x y x yt
t

dt x y x y x

 

 

             

   
 

     


 

 


 

 


    

  

   2 3

2 4 2 4 2

3 3

4 2 4 2

4 2 1 16 4 5 8 4 64 80

16 36 4 26 16 36 4 26

64 72 4 32 36 2
.

16 36 4 26 8 18 2 13

t t t t t t

y t t t t t t

t t t t

t t t t t t

     
 

     

   
 

     

 

 

 

b)    yxsenyxf 52,   

 

       

    tsenttsenttsentt

tsenttsenttsentsent
dt

dh

tsentsenth

tseny

tx

2cos55cos2cos5cos2coscos5

5cos2cos2cos525cos2cos

5cos2)(

cos










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 

 

     

  tsenttsent

ttsenttsentsent
dt

dh

t
dt

dy
yx

y

f

tsen
dt

dx
yx

x

f

2cos55cos2cos

cos5cos2cos55cos2cos2

cos52cos5

52cos2















 

 

 

c)  
22, xyxeyxf   

13

2





ty

tx
 

 
   

       

 

 

2 2

2 2

3

2 2

2

2 2 2

2 2 3 1 4 3 1

24 3 1 4 3 1

36 24 4 3 2

2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2

( ) 2 2

2 4 2 3 1 3 3 1 4 2

216 96 8 2 .

2 2

2 2 3

2 2 4 3 4

t t t t

t t t t

t t t

xy xy

xy

xy xy xy

h t te t e

dh
t e t t t e

dt

e t t t

f dx
xe y e

x dt

f dy
xe x y

y dt

dh
xy e e x ye xy e

dt

   

 

 

  

           
 

   


   




   



     

      

 

2 2 2

2

3 2

2 2 2

2 4 3 12

36 24 4 3 2

2 12

4 2 3 1 2 12 4 3 1

216 96 8 2 .

xy xy xy

t t

t t t

e x ye

t t t t e

e t t t



 

 

      

     

 

 

d)   225, yxxyyxf   
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        

             

.914154925442010

42552221051221521225

125

225

.914154

.139754412105105

441222521215)(

2

1

23232

2222

23

23422423

224232222

2

























ttttttttt

tttttttttt
dt

dh

dt

dy
yx

y

f

t
dt

dx
xy

x

f

ttt
dt

dh

ttttttttttt

tttttttttttth

ty

tx

 

 

 

e)   xyyxf ln,   

2

2

2

2





ty

tx
 

 

   2 2 4 2

3

4 2

( ) ln 2 2 ln 2 4

8 8
, 0

2 4

h t t t t t

dh t t
t

dt t t

    
 


 



 

 

 
.0;

2

44

42

88

42

484

42

2224

2

2

2

4
2

1
4

1

2
1

4
1

3

2

24

3

24

33

24

22

22



































t
tt

t

tt

tt

tt

ttt

tt

tttt

t

t

t

t
t

y
t

xdt

dh

t
dt

dy

yy

f

t
dt

dx

xx

f

 

 

Nos exercícios 2 a 7, determinar 
dt

dz
 usando a regra da cadeia. 

 

2.   .,2, 22 tytxyxtgz   
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   

   
   

 22

222

22

2222

5sec10

4sec224

sec24

2sec22sec

tt

tttt

yxtx

tyxxyx
dt

dz









 

 

 

3. tytsenxyxz  ,,cos . 

 

 

 

tsent

tsentsentt

ysenxty
dt

dz

22cos

coscos

1coscos







 

 

 

4. tytxxytgarcz 3,2,  . 

 

4

22

2222

361

12

941

2332

3
1

2
1

t

t

tt

tt

yx

x

yx

y

dt

dz

















 

 

 

5.   .,,coscos 23 tytxyxez x   

 

        

   
   
 
 .2cos3cos33

23coscos

23coscos

23coscos

2].0coscos[3coscos

2233

22233

22233

22233

2

3

33

33

3333

tsentttttsentte

tsentettttsene

tsentettttsene

ttsenettetetsene

tyxyseneteyxxsene
dt

dz

t

tt

tt

tttt

xxx











 

 

 

6. .ln,, tyex
y

x
z t    
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 

  tt

e

t

e

ty

x
e

ydt

dz

tt

t

2

2

lnln

1
1

1















 

 

 

7. .,12, 2 tsenytxxyz   

 

    tttsentttttsen
dt

dz

txty
dt

dz

cos124cos124

cos4

22 



 

 

 

8. Dada a função xye
y

x
yxf ),( , com 

t
tx

1
)(   e tty )( , encontrar 

dt

dh
  

onde ))(),(()( tytxfth  . 

1 2

1 2

1 2 1 2

1/2 1 2 1 2

2 2

2

3/2 5 2 3 2 3 2 5 2

5 2

22

1 1 1

2

1 1 1 1

2

1 1 1 1 3
.

2 2 2 2

3
.

22

xy xy t

t
t t

t t t

t

t

dh f dx f dy

dt x dt y dt

x
e y e x t

y t y

t e
e t t

t t tt

e t t e t e t t
t

t
e

tt t





 

      

 
   
 

    
          
   

   
            


      


 

 

 

 

9. Seja    tefth t cos,2 , onde RRf 2:  é uma função diferenciável. 

 

a) Determinar  th'  em função das derivadas parciais de f . 

b) Sabendo que  




2

2 1
1,

e
e

x

f





, determinar  'h . 

 

Para o item a) temos: 

 
dt

dy

y

f

dt

dx

x

f
th 









'  

Considerando que: 

  tyexyxff t cos;;, 2   

temos: 
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   

      tsente
y

f
ete

x

f
th

tsen
y

f
e

x

f
th

ttt

t























cos,2cos,'

2'

222

2

 

 Para o item b) temos: 

     2 2 2 2

2

1
' , 1 2 , 1 0 2 2

f f
h e e e e

x y e

   




 
        
 

 

 

 

10. Sejam      tyytxxyxfz  ,,, . Obter a derivada 
2

2

dt

hd
, sendo h  a 

função composta       tytxfth , . 

 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

dh f dx f dy

dt x dt y dt

d h f d x dx f dx f dy f d y dy f dx f dy

dt x dt dt x x dt y x dt y dt dt x y dt y dt

 
   
 

        
              
           

 

 
2 22 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
2 .

d h f d x f dx f dx dy f d y f dx dy f dy

dt x dt x dt y x dt dt y dt x y dt dt y dt

d h f d x f dx f dx dy f d y f dy

dt x dt x dt x y dt dt y dt y dt

        
               
          

       
           
        

 

 

 

11. Verificar a regra da cadeia para as funções: 

 

a) xyvxuvuz  ,1,22  

 

 

 

.222

212

22
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2

2

xyx
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vyu

yvu

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z
































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 
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xvu

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z

22

2

202































 

 

Para verificar os resultados obtidos temos: 

 

 

yx
y

z

xyx
x

z

yxxz

2

2

222

2

212

1













 

 

 

b)     22 2,,, vuvufyefz x   

 

2 2 0

2

x

x

z f u f v

x u x v x

e v

e

    
   

    

   



 

 

 

 2

3

2 0 2 2

4

4

4

z f u f v

y u y v y

v y

vy

y y

y

    
   

    

   

 

  



 

 

Para verificar os resultados obtidos temos: 

   
3

4222

4;2

222,

y
y

z
e

x

z

yeyevuvufz

x

xx













 

 

 

c) ysenvxuvuz  ,cos,522  
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     
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




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


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
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


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x

v

v

z

x

u

u

z

x
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5

0
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




































ysenx

yseny

y
vu

v

vu

u

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z

 

 

Para verificar os resultados obtidos temos: 

   

 
5cos

cos
cos25cos

2

1
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cos
cos25cos

2

1

5cos
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























ysenx

yysen
yysenysenx

y

z
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xsenx
xsenxysenx

x

z

ysenxz

 

 

 

 

d)   xyyxvyxuvuvvuf  ,,2, 222  

 

   

     

   

y.xxyxyyxxyy
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x

v

v

f

x

u

u

f

x

f
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22322222

2222
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






















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





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   

     2 2

3 2 2 2 2

2 2 1

2 2 2 2 1

3 3 3 2 6 2 2 .

f f u f v

y u y v y

v y u v x

x y xy y x y x y xy x

x x y xy x y xy x y

    
   

    

      

           

       

 

 

Para verificar os resultados obtidos temos: 

 

 

     
22222332323

222

2

2232

2

2,

yxyxyxyxxyyxyyxyxx

xyyxxyyxyx

vuvvuf







 

 

.2223362
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22223343

222232

23222

23222

yxxyxxyyyxxx
y

f

xyyyxyyxxyx

xyxyyxyyyxxyx
x

f













 

 

 

e)   2242 3,2,ln, vuyvuxxyyxf  . 

 

2242 3

6

2

4
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vu

u
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u

u
xy

x
u

xy

y

u

y

y

f

u

x
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f

u

f

































 

 

.
3

2

2
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2
1

4
1
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3

3
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v
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v

v
y

v
x

v

y

y

f

v

x

x

f

v

f

































 

 

Para verificar os resultados obtidos temos: 
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 

  
 
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vvuvu

v

f

vu

u

vu

u

vvuvuu

uvuvu

u

f

vvuvuu

vuvu

xyyxf


































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Nos exercícios 12 a 16, determinar as derivadas parciais: 
v

z
e

u

z








, usando a regra da 

cadeia. 

 

12. 3 2232 ,1, vyuxyxz   
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13.   vusenyvuxyxz cos,coscos,ln 22   
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 
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14. vuyuvxxez y  ,,  
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15. vuyvuxyxz 2,3,22  . 
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16. / , cos ,x yz e x u v y u sen v    
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17. Dada a função   22, yx
y

x
yxf   com  senryrx  ,cos , encontrar 







 f
e

r

f
. 
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Nos exercícios 18 a 22 determinar as derivadas parciais 
y

z
e

x

z








. 

 

18. yxsxr
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19. yxvyxuuvuvz  2,2,ln2  
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z
x xy y x

y

     

      

      

       


        

  


       




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
 

     
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1 1
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2 2

2
2 2 4 ln 2 .

2

y x y
x y x y

x y
x y x y x y

x y

 
   

 


       
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20. xysenmxylmlz  ,cos,22  

 

 

 

2 2 cos

2 2 cos

2 cos 2 cos 0.

2 2 cos

2 2 cos

2 cos 2 cos

0.

z
l sen xy y m xy y

x

l y sen xy m y xy

y xy sen xy y senxy xy

z
l sen xy x m xy x

y

l x sen xy m x xy

x xy sen xy x sen xy xy


      



  

   


     



  

  



 

 

 

21. xyevyxuvuz 22222 ,,   

 

 

   

     .44422

44422

422422

422422

4222

22

xyxy

xyxy

xy

xeyxyxeyyx
y

z

yeyxxyexyx
x

z
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













 

 

 

22. xyyxvxyuuuvz ln,, 222   

 

 

2 2 2

3 2 2

3 2 2

2 2

3 2 2 2

3 2 2

, , ln

3 ln 2

3 ln 2 .

1
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2 ln 2
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z x
x xy x y xy x y

y xy

x xy x x xy x y

z
x y xy xy y xy x

x x

y x y xy y xy x y y

y x y y xy y xy

     

 
      

  

    

  
      

  

     

    
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23. Seja    rsenyrxyxfz  ,cos,, , mostrar que 

2

2

222
1























































z

rr

z

y

z

x

z
 

 

.cos..  sen
y

f

x

f

r

y

y

f

r

x

x

f

r

z

y

f

y

z

x

f

x

z



















































 

 

 . . cos
z f f

r sen r
x y

 


  
  

  
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






















































































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









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







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r

y

f

r

sen
y

f
sen

y

f

x

f

x

f

y

f

x

f
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coscos2cos
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2

2

2

2

2

2
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
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x

f
sen
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x
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y

f
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f
sen

y

f

x
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x

f
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f


































































































 

 

 

24. Seja 2:f  uma função diferenciável. Mostrar que  xyyxfz  ,  

satisfaz a equação 0









y

z

x

z
. 

 

 

 

.0

1.1...

1.1...

































































































v

f

u

f

v

f

u

f

y

z

x

z

v

f

u

f

y

v

v

f

y

u

u

f

y

f

v
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u

f

x

v
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f

x

u

u

f

x
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25. Dada  22 yxfz  , f diferenciável, mostrar que 0









y

z
x

x

z
y . 

Temos que   ., 22 yxuufz   

.

.

.2 .2 0

z f u

x u x

z f u

y u y

f f
y x x y

u u

  


  

  


  

 
 

 

 

 

 

26. Supondo que ),( yxzz  é definida implicitamente por 0, 








z

y

z

x
f , mostrar que 

z
y

z
y

x

z
x 









. 
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
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
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
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


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1
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z

x

u

f

zv

f

u

f

z

v
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z

u

u

f

y

v

v
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y

u

u
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y
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
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
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
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
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




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
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 

2 2 2 2

2 2

2

1 1
. .

.

. . . .

1 1
. .

1
.

1
.

f f

u z v zx y
f x f y f x f y

u z v z u z v z

f f
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u z v z
f x f y
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f fz
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z u v

f f
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u vz z
f f
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u v

 
 
 

       
 

   

 
 

 
   


 

 
 

 
  

  
  

 
 

  
 

 
 

 

 

 

27. Determinar as derivadas parciais 
u

w




 e 

v

w




. 

 

a) vuzvuyuvxzyxw  ,,2,2 222  

 

 

   

  

   

vuvuvuvuvu
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z

w

u
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w

u

x

x

w

u

w

26822448

242.4

244

121.42.2

628242.4

244

1.21.42.2

...
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2

















































 

 

 

b)  222 ,,, vuzuvyvuxyzxzxyw   
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       
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u
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

        

     


   



 

 

 

28. Se    rsenyrxyxfz  ,cos,,  , onde f é uma função diferenciável, 

expressar 
x

z




 e 

y

z




 como funções de r e  . 

Temos que: 
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


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





























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
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z
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z

x

z

r
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x

z
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y
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x

f
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1
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
























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x
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1
 

Assim temos: 
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2

2

2

1 1 1
.

cos cos cos

1 1

cos cos

1 1

cos

1 1

cos sec

1
cos .

z z z z
sen sen sen

x r r x

z z sen z
tg

r r x

z z z z
tg tg

x x r r

z z z
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x r r

z z
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r r

  
   
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  

 
 


  

 


    
   

    

   
   

   

    
   

    

   
  

   

 
 
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1
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 
 

 

 

 

 

29. Supondo que a função diferenciável  xfy   é definida implicitamente pela 

equação dada, determinar sua derivada de 
dx

dy
: 

 

a) 3649 22  yx  

 

y

x

y

x

dx

dy

y

F
x

F

dx

dy

4

9

8

18 
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









 

 

 

b) xyyx 532 22   

 

 
.

56

54

56

54

0532 22

xy

yx

xy

yx

dx

dy

xyyx













 

 

 

30. Supondo que a função diferenciável  yxfz ,  é definida pela equação dada, 

determinar 
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x

z




 e 

y

z




: 

 

a) 13323  zzxyx  
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b) 0222  xyzyx  
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

















 

 

 

c) 32  xyxxyz  

 

 

 
xy

xz

xy

xz

y

z

xy

xyz

xy

xyz

x

z





















11

2121

 

 

 

31. Supondo que as funções diferenciáveis  xyy   e  xzz  , z>0 sejam definidas 

implicitamente pelo sistema dado, determinar as derivadas 
dx

dy
 e 

dx

dz
. 

a) 








2

4222

zyx

zyx
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 
 
 
 

,

,

,

,

F F

x z

F G G G
x zdy x z

FF Gdx F

y zy z

G G

y z

 

 

  
  

   
 

 

 

 

   
 

zy

zx

zy

zx

zy

zx











22

22

11

22

11

22

. 

 

 
 
 
 

z

G

y

G

z

F

y

F

x

G

y

G

x

F

y

F

zy

GF

xy

GF

dx

dz













































,

,

,

,

 
zy

xy

zy

xy

zy

xy














22

22

22

11

22

. 

 

 

b) 








2

2 222

yx

zyx
 

 

 

 

4 2

21 0
1; 0

2 2 2

1 0

2 4

2 41 1 2
; 0

2 2

x z

zdy
z

y zdx z

y x

y xdz y x
z

dx z z z





    
 




   
   

 

 

 

32. Determinar as derivadas parciais de 1ª ordem das funções  vuxx , ,  vuyy ,  

definidas implicitamente pelo sistema dado: 
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a) 










0

0

222

223

vyx

yux
 

Temos que: 

 
 

 
 

 
 

 
 

vy
yv

y

y

G

v

G

y

F

v

F

yv

GF

ux
x

ux

u

G

x

G

u

F

x

F

ux

GF

xyyx
yx

yx

y

G

x

G

y

F

x

F

yx

GF

uy
y

yu

y

G

u

G

y

F

u

F

yu

GF

4
22

20

,

,

4
02

23

,

,

46
22

23

,

,

4
20

22

,

,

2

2

2





























































































 

 

 

2

2
, 3 0

6
, 2 2

F F

x v
F G x

x v
x v x v

G G

x v

 

 


  


 

 

 

Assim, temos: 

 
 

 
 
 
 

 
 

xyyx

ux

xyyx

ux

yx

GF

ux

GF

u

y

xyyx

uy

xyyx

uy

yx

GF

yu

GF

u

x

23

2

46

4

,

,

,

,

23

2

46

4

,

,

,

,

22

22












































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 
 

 
 
 
 

 
 

xyyx

vx

xyyx

vx

yx

GF

vx

GF

v

y

xyyx

vy

xyyx

vy

yx

GF

yv

GF

v

x

23

3

46

6

,

,

,

,

23

2

46

4

,

,

,

,

2

2

2

2

22

















































 

 

 

b) 








03

3

2vuvy

vux
 

Temos que: 

 
 

 
 

 
 

 
 

uv
vu

v

G

x

G

v

F

x

F

vx

GF

u

y

G

v

G

y

F

v

F

yv

GF

v
v

u

G

x

G

u

F

x

F

ux

GF

v

y

G

u

G

y

F

u

F

yu

GF

32
230

11

,

,

1
13

01

,

,

3
30

11

,

,

1
13

01

,

,











































































































 

 
 

1
10

01

,

,























y

G

x

G

y

F

x

F

yx

GF
 

Assim, 
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1
1

1

3
3

1

1
1

1

2 3
3 2

1

x

u

y v
v

u

x

v

y v u
u v

v

 
  




 




 



  
  



 

 

 

33. Pode-se garantir que a equação 82 33  yxyx  define implicitamente alguma 

função diferencial  xyy  ? Em caso positivo, determinar 
dx

dy
. 

 

Vamos analisar as hipóteses do teorema da função implícita. 

 

2

2

33

32

23

82,

yx
y

F

yx
x

yxyxyxF













F
 

As derivadas são contínuas em 2 , portanto podemos garantir que 82 33  yxyx  

define implicitamente uma função diferencial.  Temos: 

2

2

32

23

yx

yx

dx

dy




  para 032 2  yx  

 

 

34. Verificar que a equação dada define implicitamente pelo menos uma função 

diferenciável  xyy  . Determinar 
dx

dy
. 

 

a) 4xye  

 

.0,

4),(





















x
x

y

xe

ye

dx

dy

xe
y

F

ye
x

F

eyxF

xy

xy

xy

xy

xy
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b) 0133  yyx  

 

13

3
2

2






y

x

dx

dy
 

 

 

35. Escrever a regra da cadeia para 

 

a)     , , ,h x y f x u x y  

Temos, 

   , , , ,f v u v x u u x y   

 

x

u

u

f

x

f

x

u

u

f

v

f

x

u

u

f

x

v

v

f

x

h



















































.

.1.

..

                                       

y

u

u

f

y

u

u

f

v

f

y

u

u

f

y

v

v

f

y

h














































.

.0.

..

 

 

 

b)       , ,h x f x u x v x  

            xvvxuuxwvuwfxvxuxfxh  ,,,,,,,  

 

dx

dv

v

f

dx

du

u

f

x

f

x

v

v

f

x

u

u

f

x

w

w

f

x

h

..1.

...















































 

 

 

c)         wzvuywvuxfwvuh ,,,,,,,   

 

u

y

y

f

u

x

x

f

u

z

z

f

u

y

y

f

u

x

x

f

u

h


















































..

...

 

v

y

y

f

v

x

x

f

v

h






















..  

. .
h f x f dz

w x w z dw

   
 

   
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36. Dadas as funções  vuxx ,  e  vuyy , , definidas pelo sistema 








yxv

yxu

2

2 22

, 

determinar as derivadas parciais de 1ª ordem de x e y em relação a u e v. 

 

 

 

1 2

0 2 2 1

4 2 8 2 4

1 2

0 2

1 2 2

8 2 8 2 8 2 4

4 1

1 0 1 1

8 2 8 2 8 2 8 2

F F

u y

yGG

yx u

F F x yu x y x y

x y

GG

yx

F F

v y

yGG

yx y yv

v x y x y x y x y

F F

x u

xG G

y x u

u x y x y x y x y

F F

x

y

v

 

 



 
     

    

   





 

 



  

    
       

 

 

  
  

    
       

 

 


 



4 0

1 1 4 2

8 2 8 2 8 2 4

v

xG G

x xx v

x y x y x y x y

  
 

   
      
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37. As equações  

1

02





uvxy

yxvu
  

determinam u e v como funções de x e y. Determinar  
x

u




, 

y

u




, 

x

v




, 

y

v




. 

 

 
 

 
 

vu

yu

vu

yu

uv

uy

v

G

u

G

v

F

u

F

v

G

x

G

v

F

x

F

vu

GF

vx

GF

x

u































































2212

11

,

,

,

,

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
vu

vx

vu

xv

vu

y

G

u

G

y

F

u

F

vu

GF

yu

GF

y

v

vu

vy

vu

yv

vu

x

G

u

G

x

F

u

F

vu

GF

xu

GF

x

v

vu

xu

vu

ux

vu

v

G

y

G

v

F

y

F

vu

GF

vy

GF

y

u








































































































































2

2

2

12

2

,

,

,

,

2

2

2

12

2

,

,

,

,

22

11

2

,

,

,

,
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38. Calcular o jacobiano 
 
 vu

yx

,

,




 para: 

a) usenvyvux  ,cos  

 

 
 

uvusenvu
vusenv

usenvv

v

y

u

y

v

x

u

x

vu

yx
























 22cos
cos

cos

,

,
 

 

 

b) 
u

v
yvux  ,  

 

 
  22

2

1

1

11

,

,

u

vu

u

v

u

uu

v

v

y

u

y

v

x

u

x

vu

yx 

























 

 

 

c) uvyvux  ,22  

 

 
 

22 22
22

,

,
vu

uv

vu

vu

yx





 

 

 

39. Supondo que as funções diferenciáveis  xyy   e  xzz   sejam definidas 

implicitamente pelo sistema 








4

22

yx

zyx
, determinar: 

a) 
dx

dy
 e 

dx

dz
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1
1

1

01

12

01

12













































y

x

z

G

y

G

z

F

y

F

z

G

x

G

z

F

x

F

dx

dy
 

 

 

 
 

 
 

yxxy
xyx

G

y

G

x

F

y

F

zy

GF

xy

GF

dx

dz
2222

11

22

1

,

,

,

,































 . 

b) um par de funções  xyy   e  xzz   definidas implicitamente pelo sistema dado. 

 

 

1682

4

4

2

22

22









xxz

xzx

xy

xzy

  

 

 

40. Achar as derivadas de 2ª ordem das seguintes funções: 

 

 

a) 2232 43 yxyxz   

 

2

2

2

2

82

82

y
x

z

xyx
x

z











         
2

2

2

22

818

89

xy
y

z

yxy
y

z











 

2

16 .
z

xy
y x




 
            

2

16 .
z

xy
x y




 
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b) xyyxz  22  

 

xyx
y

z

yxy
x

z











2

2

2

2

                 
2

2

2

2

2

2

2

2

x
y

z

y
x

z











                     

14

14

2

2











xy
xy

z

xy
yx

z

 

 

 

c) xyz ln  

 

22

2 1

1

xx

z

xxy

y

x

z













                            

22

2 1

1

yy

z

yxy

x

y

z













  

2

0
z

y x




 
                                 

2

0
z

x y




 
 

 

 

d) xyez   

 

xy

xy

ey
x

z

ye
x

z

2

2

2











                             
xy

xy

ex
y

z

xe
y

z

2

2

2











 

)1(
22










xyeexye

xy

z

yx

z xyxyxy  

 

 

41. Encontrar as derivadas de 3ª ordem da função 223 yxxyxz  . 

 

26

231

2

2

2











x
x

z

xx
x

z

             

2

21

2

2











y

z

y
y

z

  

6
3

3






x

z
                            0

3

3






y

z
 

0
3






xyx

z
. 

Obs.: As demais derivadas de 3ª. ordem são nulas. 
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Nos exercícios de 42 a 47, determinar as derivadas parciais indicadas. 

 

42.  
yx

f

x

f

yx
yxf












2

2

2

22
,,

4

1
,  

 

 
 

         

 
 

1
2 2 2

3
2 2 2

2 2 2 2 2 2

5 3 5 32
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2

2

52
2 2 2

5
2 2 2

1
4 .2

2 4
4 4 4

3
. 4 .2 4 1 3 4 4

2

3 12
4 .8

2
4

x y x
f x

x x y
x x y x y x y

f
x x y x x y x x y x y

x

f xy
x x y y

y x
x y





   



 
 

    
   

 
         



 
   

 


 

 

 

43. 
xy

z

yx

z

x

z
xyxz














22

2

2

,,,cos  

 

   

   

xsenxyxyyx

xsenxyxsenxyxyyx

xsenxyxsenxyxxyxy
xy

z

yx

z

ysenxyxyxy

ysenxyysenxyxyxy

ysenxyysenxyyxyxy
x

z

xyxysenxy

xyysenxyx
x

z

2cos

cos

...cos.

2cos

cos

..cos.

cos

cos..

2

2

22

2

2

2

2































 

 

 

44.  
2

3
22 ,ln

yx

z
yxz




  
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 

      

 

2 2

2 2 2

22
2 2

2
2 2 2 2 2 23

42
2 2

2

2 2

4 2 2 2

z y

y x y

z x y

y x y

x y x x y x y xz

x y x y




 

 


 

   


  

 

 322

23 124

yx

xyx




  

 

 

45. 
yx

w

z

w
zyxw










2

2

2
222 ,,1  

 

   

       

   

 

 

1
2 2 2 2

3 12
2 2 2 2 2 22 2

2

3 1
2 2 2 2 2 2 22 2

1
2 2 2 2

32
2 2 2 2

1
1 2

2

1
. 1 2 1 . 1

2

1 1

1

1

w
x y z z

z

w
z x y z z x y z

z

z x y z x y z

w
y x y z

y

w
xy x y z

x y



 

 






    



 
          



        


    




    

 

 

 

 

46. 
yxz

w

zyx

w
zyxw










33
222 ,,14  

 

0

0

2

33

2





















yxz

w

zyx

w

yx

w

x
x

w
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47. 
3

32
2 ,,2

xyx

z
yxyz








  

 

 

     

    

1
2 2

3 12 2
2 22 2

3 1
2 22 2

1
2 .2

2

1
. 2 . 2 2 2

2

2 2

z
xy y y

x

z z
y xy y x y xy y

x y y x

y x y xy y xy y



 

 


 



  
     

   

     

 

   

    2

5
23

2

5
22

3

3

2

3
22

2

3
2

2

2

232.2
2

3
.

22.2
2

1
.





















yxyyyyxyy
x

z

yxyyyyxyy
x

z

 

 

 

48. Verificar o teorema de Schwartz para as funções: 

 

a) 
22 yx

y
z


  

 

 

     

 

 

   

 
   

 

     

     

2
2 2

2
2 2 2 2 2 2 22 3 2 2

2 3 3
2 2 2 2 2 2

3 2

3
2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 22

.2

. 2 2 .2 .2 2 8 2 2 8

2 6
, 0,0

.1 .2 2

.2 .2 .

z y x

x x y

x y x xy x y y x y x xyz x xy xy

y x x y x y x y

x xy
x y

x y

x y y yz x y y x y

y x y x y x y

x y x x y x yz

x y

 


 

        
  

    

 
  



    
  

   

   


   

   

   

 
   

2 2 2 2 3 2 3 2

4 3 3
2 2 2 2 2 2

3 2

3
2 2

2 2 .4 2 2 4 4

2 6
, , 0,0

x x y x x y x x xy x xy

x y x y x y

x xy
x y

x y

     
 

  

 
  



 

 

b) 
2yxxez   
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 

   

 

2 2 2

2 2

2

2 2 2

2

2

1

1 .2 2 2

. .2

2 . .2 2 2

x y x y x y

x y x y

x y

x y x y x y

z
xe e e x

x

z
x e y e xy y

y x

z
x e y

y

z
xy e e y e xy y

x y

  

 



  


   




   

 







   

 

 

 

 

49. Se  yxf ,  tem derivadas parciais de 2ª ordem contínuas e satisfaz a equação 

0
2

2

2

2











y

f

x

f
 ela é dita uma função harmônica. Verificar se as funções dadas 

são harmônicas. 

 

a) senyez x  

 

senye
x

z

senye
x

z

x

x











2

2
             

senye
y

z

ye
y

z

x

x











2

2

cos

 

0 senyesenye xx  . É harmônica. 

 

 

b) yez x cos  

ye
x

z

ye
x

z

x

x

cos

cos

2

2











                           

ye
y

z

senye
y

z

x

x

cos
2

2











 

0coscos  yeye xx .  É harmônica. 

 

 

c) yxyz 23 3  

 

y
x

z

xy
x

z

6

6

2

2











                       

y
y

z

xy
y

z

6

33

2

2

22











 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 156 - 159. 

202 

 

066  yy    É harmônica 

. 

 

d) xyxz 22   

 

2

22

2

2











x

z

yx
x

z

                       

0

2

2

2











y

z

x
y

z

 

02   .  Não é harmônica. 

 

 

50. Calcular as derivadas parciais de 1ª ordem das seguintes funções: 

 

a)   2 2 2, , x y zf x y z y i x y z j e k    

keyzjzxy
x

f zyx







 222 . 

1
2 22

1
2

2

x y zf
y i x yz j xz e k

y


  


. 

2 22 x y zf
x y z j xy e k

z


 


. 

 

 

b)   











 3,2,,, x

yx

yx
zyxg


 

   

 
2

, 2,0
x y x yg

x x y

   
  
      















0,2,

2
2

yx

y
. 

     
    


































0,0,

2
0,0,

11
22

yx

x

yx

yxyx

y

g


. 

 0,0,0
2

2


z

g


. 

 

c)    222 9,9,9,, xyzzyxh 


 

 x
x

h
2,0,0 






 

 0,2,0 y
y

h







 

 0,0,2z
z

h






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d)    yx exyeyxp 32 ,, 


 

 yx yee
x

p 32 ,2





 

    yyy xeyxeexy
y

p 333 13,03,0 





 

 

e)     yyxyxyxq ln,, 


 

 yy
x

q
ln,






 

   





























 
y

y

yx

y

x
y

y
yxxy

y

q
ln,

2
1ln

1
,

2

1
2

1


 

 

 

f)   kjxziezyxu yx


2ln,,   

 

j
xz

z
iye

x

u yx






 

ixe
y

u yx






 

j
z

j
xz

x

z

u 
1





          

 

 

51. Dada    zxzyyx eeezyxf ,,,, 


 encontrar 
z

f

y

f

x

f
















. 

Temos: 

 zxyx ezey
x

f
,0,






 

 0,, zyyx ezex
y

f







 

 zxzy exey
z

f
,,0






 

 

      , , .x y y z x zf f f
x y e y z e x z e

x y z

  
     

  
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52. Dada    zxyxyxzyxf ,,,, 2 


, verificar que     a
y

f

x

f 











1,0,11,0,1  onde, 

   

 zyxfa
zyx

,,lim
1,1,1,,





 . 

Temos: 

 zxy
x

f
,1,2

 







 

   1,1,01,0,1 




x

f


 

 0,1,2x
y

f







 

   0,1,11,0,1 




y

f


 

   

   1,2,1,,2

1,1,1,,
lim 



xzyxyxa
zyx


 

Assim,  

     .1,2,11,0,11,0,1 









y

f

x

f


 

 

 

53. Seja f


 a função vetorial definida por    
2

, , 1f x y z xz i y x j z k    . 

 

a) Descrever a curva obtida fazendo 2y  e 1z  

 

    kjxixxf


 2121,2,  

 

 














1

12 2

z

xy

xx

  

É uma parábola no plano 1z .   

 

 

b) Representar nessa curva a derivada parcial 
x

f






 no ponto  1,4,10P  

 

 

2

1,4,1 8

f
z i xy j

x

f
i j

x


 




 


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Veja gráfico que segue: 

 

x

y

z

 
 

 

54. Seja f


 a função vetorial definida por    2, cos , ,3f u v u v u senv u   para 

30  u , 20  v . 

 

a) Determinar as curvas obtidas fazendo 3u  e 
2


v , respectivamente. 

   6,3,cos3,3 vsenvvf 


 , 20  v  

 

 23,,0
2

, uuuf 






 
 , 30  u  

 

b) Determinar 












2
,3


u

f
 e 













2
,3


v

f


 representando-os geometricamente. 

 

 uvsenv
u

f
2,,cos






 

 

 

 

3, 0,1,2 3
2

, cos ,0

f

u

f
u senv u v

v

  
 

  


 



 

 

 0,0,3
2

,3 










 

v

f

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x y

z

 
 

 

55. Dada a função    22,,, zxxyxyzyxf 


, determinar 
2 2 2

2 2
,

f f f
e

x y x y

  

   
. 

 

  











 
xzxyyz

x

f
2

2

1
,, 2

1
22



 

    














 



xzxxzx
x

f
2

2

1
,0,0 2

3
222

1
22

2

2

    






 


2
3

2222
1

22,0,0 zxxzx  

 0,, xxz
y

f







 

 0,0,0
2

2






y

f
 

 0,1,
2

z
yx

f





 

 

 

56. Determinar 
3 f

x y z



  
 e  

yzx

f




2

4


, sendo    4 3, , , 1, y zf x y z xy xz xe  . 
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 20,3 , y zf
xz xye

z





 

 
2

0,0, y z y zf
xyze xe

y z


 

 
 

    
3

0,0, 0,0, 1y z y z y zf
yze e e yz

x y z


   

  
 

  zyeyzy
yzx

f
2,0,0 2

2

4







 

 

 

57. Encontrar 
3

3

2

32

2

2

2

2

,,,
z

f
e

yx

f

yx

f

y

f

x

f






















 das seguintes funções: 

 

a)    zyxyzzyxf ln,ln,,, 


 

 

 0,0,zy
x

f







 

 
2

2
0,0,0

f

x





 














0,

1
,
y

zx
y

f


 

2

2 2

1
0, ,0

f

y y

  
  

  
 

 
2

,0,0
f

z
x y




 
 

 
3

2
0,0,0

f

x y




 
 

1
,0,

f
x y

z z

  
  

  
 

2

2 2

1
0,0,

f

z z

  
  

  
 

3

3 3

2
0,0,

f

z z

  
  

  
 

 

 

b)    zysenexsenezyxf xy ,,,, 

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 0,,cos ysenexe
x

f xy





 

 
2

2
, ,0y xf

e sen x e sen y
x


 


 

 0,cos, yexsene
y

f xy





 

 
2

2
, ,0y xf

e sen x e sen y
y


 


 

 0,cos,cos
2

yexe
yx

f xy





 

 0,cos,
2

3

yexsene
yx

f xy





 

 0,0,1
f

z





 

 
2

2
0,0,0

f

z





 

 
2

3
0,0,0

f

z





 

 

c)   







 xyz

yx
zyxf ,

1
,

1
,,

2


 

 








 





zy

xx

f
,0,

1
2



 

2

2 3

2
,0,0

f

x x

  
  

  
 








 





zx

yy

f
,

2
,0

3



 

2

2 4

6
0, ,0

f

y y

 
  

  
 

 
2

0,0,
f

z
x y




 
 

 0,0,0
2

3






yx

f


 

 0,0,
f

x y
z





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 
2

2
0,0,0

f

z





 

 
3

3
0,0,0

f

z





 

 

 

58. Encontrar 
     

2

0

2

2

0

2

2

0

2

4
z

Pf

y

Pf

x

Pf
















 dados, 

      32
,,,, zyxzyxzyxzyxf 


 e  1,0,10P . 

 

    2
3,2,1 zyxzyx

x

f







 

  zyx
x

f





6,2,0

2

2


 

 
 12,2,0

2

0

2






x

Pf


 

    2
1,2 ,3

f
x y z x y z

y


    


 

  zyx
y

f





6,2,0

2

2


 

 
 12,2,0

2

0

2






y

Pf


 

 
 12,2,0

2

0

2






z

Pf


 

Assim,  

     
     

2 2 2

0 0 0

2 2 2
4 2 0,2,12 4 0,2,12 0, 4, 24

f P f P f P

x y z

  
      

  
. 

 

 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 190 - 192. 

210 

 

CAPÍTULO 5 

5.10 - EXERCÍCIOS 

pág. 190 - 192 
 

1. Encontrar, se existirem, os pontos de máximo e de mínimo globais das funções: 

 

a) 224 yxz   

 

y
y

z

x
x

z

2

2











  

02

02





y

x
 

 0,0  é um ponto crítico. Este ponto é um ponto de máximo global; não existe um ponto de 

mínimo global. 

 

 

b) 522  yxz  

 

y
y

z

x
x

z

2

2











 

0

0





y

x
  

 0,0  é um ponto crítico. Este ponto é um ponto de mínimo global; não existe ponto de 

máximo global 

 

 

c) 4 yxz  

 

1

1











y

z

x

z

  

Não existem máximos ou mínimos globais. 

 

 

d) 222 yxz   
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 

 
22

2

1
22

22

2

1
22

2
2.2

2

1

2

2
4.2

2

1

yx

y
yyx

y

z

yx

x
xyx

x

z



















 

Em (0,0) as derivadas não existem e como a função é um cone com concavidade voltada 

para cima, (0,0) é mínimo global. Não existe ponto de máximo global. 

 

 

e) ysenxz cos  

 

seny
y

z

x
x

z










cos

 









0

0cos

seny

x
 

 

Znk    ,nk 







 ,2,2

2



 são pontos de máximo global e 

  Znk   ,nk 







 ,12,2

2

3



 são pontos de mínimo global. 

 

 

f)   44, yxyxf   

 

3

3

4

4

y
y

f

x
x

f











 

0

0





y

x
 

 0,0  é um ponto crítico. Este ponto é um ponto de mínimo global; não existe ponto de 

máximo global. 

 

 

g) 122 22  yyxxz  

Estamos diante do hemisfério superior de uma esfera, centrada em (1,1,0) e raio igual a 1.  

Assim, 
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 1,1  é ponto de máximo global e os pontos sobre a circunferência de centro em  1,1  e raio 

1  são pontos de mínimo global. 

2. Verificar se o ponto (0,0) é ponto crítico das funções: 

 

a) 22 22 yxz   

 

00.44

00.44











y
y

z

x
x

z

 é ponto crítico 

 

 

b) 224 yxz   

 

 

22

22

2

1
22

4

4
2.4

2

1

yx

y

y

z

yx

x
xyx

x

z

















 

 

Temos que  para    , 0,0x y  , 00 









y

z
e

x

z
.  Portanto (0,0) é um ponto crítico. 

 

 

c)  
   

   












0,0,,0

0,0,,
24

3

, 22

2

yx

yx
yx

x

yxf  

 

     

 
   

   

 

 

2

2 2

0

0

2

2

0

0

3
, 0,0 ,

4 2

0 ,0 0,0
0,0 lim

,0 0,0
lim

3
0

4
lim

3 1
lim .

4

x

x

x

x

x
x y f x y

x y

f x ff

x x

f x f

x

x

x

x

x

 

 

 

 

  


  


 

 















 
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A função dada não é diferenciável em (0,0). Portanto, temos um ponto crítico. 

 

 

Nos exercícios de 3 a 16 determinar os pontos críticos das funções dadas. 

 

3. 92 224  yxxz  

 

y
y

z

xx
x

z

2

44 3











  

Resolvendo o sistema temos: 

002

044 3





yy

xx
 

 

 

 

1

1

44

044

0044

2

2

2

2











x

x

x

x

xxx

 

Portanto, temos os seguintes pontos críticos: (1,0), (-1,0) e (0,0). 

 

 

4. 22 yxz   

 

 

22

22

2

1
22 2.

2

1

yx

y

y

z

yx

x
xyx

x

z













 

 

Para    , 0,0x y   as derivadas parciais não são ambas nulas. Portanto, esses pontos não 

são pontos críticos. 

Esta função não é diferenciável em (0,0), portanto (0,0) é um ponto crítico. 

 

 

5. 122 2244  yxyxz  

 

3

3

8 2

8 2

z
x x

x

z
y y

y


 




  


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Resolvendo o sistema temos: 











028

028

3

3

yy

xx
  

 

 
 

2

1

4

1

4

1

28

028

0028

028

2

2

2

2

2













y

y

y

y

yyy

xx

                     e                       

2

1

4

1

4

1

28

028

0

2

2

2











x

x

x

x

x

 

 

Portanto, temos os seguintes pontos críticos: 

  





































































2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1
,0,

2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1
,0,

2

1
,

2

1
,0,

2

1
,0,0,0 . 

 

 

6.   22cos, yxyxf   

 

 2cos .

2

f
x senx

x

f
y

y


 








 

Resolvendo o sistema temos: 









02

0.cos2

y

senxx
 

Temos que os pontos críticos são:  

Zn      
n









,0,

2


 

 

 

7.   xyxf cos,   

 

0









y

f

senx
x

f

 

Resolvendo a equação temos: 
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



kkx

senx

,

0


 

Pontos críticos    bkbk ;;, . 

 

 

8. 5632 243  yxxyz  

 

22

3

66

1212

xy
y

z

xyx
x

z











  

Resolvendo o sistema temos 





















0

0

066

01212

22

3

22

3

xy

xyx

xy

xyx

ou 

2

3

3

3 0

xy

x

x
y

xxy

xyx










                                      

 

 

2
2 2

4 2

2 2

0

0

1 0

0

1

x x

x x

x x

x

x

  

 

 



 

         

e 1y . 

Pontos críticos: (1,-1), (-1,-1) e (0,0) 

 

 

9.   22
2 yxz   

 

 

y
y

z

x
x

z

2

22











  

Resolvendo o sistema temos: 

 









002

202022

yy

xxx
 

Ponto crítico: (2,0) 

 

 

10.  22 2xyez yx    
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   

 

     

2 2

2 2

2 2

4 2 .

4 2

2 2 1

x y x y

x y x y

x y x y

z
e x y x e

x

xe y x e

z
e y y x e

y

 

 

 


   



   


   



 

 

Resolvendo o sistema temos: 

 
 

 

2 2

2 2

4 2 0

2 2 0

x y

x y

e x y x

e y y x





    


  

  

ou 
2 2 2 2

2 2 2 2

4 2 0 2 4

2 2 0 2 2

x y x y x x

y y x y x y

      


     

 

Assim,  

2 22 2 4 2 0

2 4 0

2 0

2

y x x x

y x

y x

y x

   

 

 



    

 
2 2

2

4 2 2 0

2 4 0

0 0

2 4

x x x

x x

x y

x y

   

 

  

  

 

Assim, os pontos críticos são: (0,0) e (2,4). 

 

 

11. 
22 yxxez   

 

 

 yxe
y

z

exxe
x

z

yx

yxyx

2

2

22

2222















 

Resolvendo o sistema temos: 

 
02

012
22

222









yx

yx

xye

ex
 

2

1

2

1

12

012

2

2

2









x

x

x

x

 

e 
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0

02





y

xy
 

Assim, os pontos críticos são: 
















0,

2

1
0,

2

1
e . 

 

 

12. yyxyz 33 23   

333

6

22 









xy
y

z

xy
x

z

 

Resolvendo o sistema temos: 









0333

06

22 xy

xy
 

Da primeira equação temos que x=0 ou y=0.  

Para y=0 temos 

1

1

33

033

2

2

2









x

x

x

x

 

Para x=0, temos: 

 

2

2

3 3 0

3 3

y

y

 

 
 Impossível. 

Assim, os pontos críticos são: (1,0) e (-1,0). 

 

 

13.  yxz  2cos  

 

 

 yxsen
y

z

yxsen
x

z











2

2.2

 

Resolvendo o sistema temos: 

 





kkyx

yxsen

,2

02


 

.;2;  aakyax   

Assim, os pontos críticos são: 

  .,,2,  kaaka   
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14. xyxyz  224

2

1

2

1
 

 

yy
y

z

x
x

z

2.
2

1
4

12.
2

1

3 









 

Resolvendo o sistema temos: 









04

01

3 yy

x
 

Da primeira equação temos que 1x  e da segunda equação temos: 

 

.
2

1
;140

014

04

2

2

3







yyouy

yy

yy

 

Portanto, os pontos críticos são:  0,1
2

1
,1,

2

1
,1 e

















. 

 

 

15. 126822  yxyxz  

 

62

82











y
y

z

x
x

z

 

Resolvendo o sistema temos: 









362062

482082

yyy

xxx
 

Portanto temos o ponto crítico  (-4,3). 

 

 

16.   xy
xy

yxf 
641

,  

x
yy

f

y
xx

f

















2

2

1

64

 

Resolvendo o sistema vem: 
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















0
1

0
64

2

2

x
y

y
x

  ou  



















0
1

0
64

2

2

2

2

y

xy

x

yx

 

Da segunda equação temos: 

2

22 1
101

y
xexyxy   

Aplicando este resultado na primeira equação temos: 

.
4

1

64

1

64

1
64

1

0
1

64

0.
1

64

3

3

3

3

4












y

y
y

y

y
y

 

Dessa forma 16

16

1

11
2


y

x .  Temos, então o ponto crítico 









4

1
,16 . 

 

 

Nos exercícios de 17 a 34 determinar os pontos críticos das funções dadas, classificando-os 

quando possível. 

 

17. 2210 yxz   

 

2

2

z
x

x

z
y

y


 




 



 

Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crítico (0,0). 

Temos que: 

 

  020,0

04
20

02
,

2

2












x

f

yxH

 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de máximo. 

 

 

18. 52 22  yxz  
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y
y

z

x
x

z

2

4











  

Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crítico (0,0). 

Temos que: 

 

  040,0

08
20

04
0,0

2

2








x

f

H

 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de mínimo. 

 

 

19. 22 324 yxz   

y
y

z

x
x

z

6

4











 

Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crítico (0,0). 

Temos que: 

 

 

  040,0

00,0

024
60

04
,

2

2














x

f

H

yxH

 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de máximo. 

 

 

20. 72622  yxyxz  

22

62











y
y

z

x
x

z

 









122022

362062

yyy

xxx
 

Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crítico (3,1). 

Temos que: 
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  04
20

02
, yxH  

                     021,3
2

2






x

f
 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (3,1) é um ponto de mínimo. 

 

 

21. senyxyz .  

yx
y

z

seny
x

z

cos.1









 









yx

seny

cos1

0
 

Da primeira equação temos que  kky , .  Substituindo esse valor na segunda equação 

vamos obter: 

 

 

101

101

011

0cos1









xx

xx

x

kx 

 

Assim temos: 

 

 

     . com 12,1;2,1

par é ,,1

zeroou  impar é ,,1







kkk

ou

kk

kk







 

Assim, igualando as derivadas a zero encontramos os pontos críticos 

      kkk  com 12,1;2,1  . 

Temos que: 

  0cos
.cos

cos0
, 2 


 y

senyxy

y
yxH  

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que todos os pontos são pontos de sela. 

 

 

22. yxsenz 2  

2.2cos.

2

yx
y

z

ysen
x

z










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







02cos2

02

yx

ysen
 

Da primeira equação temos 

2
ou  ,202




k
ykkyysen   

Aplicando na segunda equação vem: 

 

 

0

02

012

0cos.2

0
2

.2cos.2











x

x

x

kx

k
x





 

Temos que 







k

k
,

2
,0


 são pontos críticos.  Temos: 

  02cos4
2.222cos2

2cos20
, 2 


 y

yxseny

y
yxH  

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que 








2
,0
k

 são pontos de sela. 

 

 

23. 
22 yxez   

ye
y

z

xe
x

z

yx

yx

2.

2.

22

22















 















02

02
22

22

yx

yx

ye

xe
00  yex  

Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crítico (0,0). 

Temos que: 

 

 

 

   

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2
2 2

2

2

2 .2 .2 4
,

2 .2 2 .2 .2

. 16 8 8 4 16

. 8 8 4 0

0,0 2 0

x y x y x y

x y x y x y

x y x y

x y

xe x e xye
H x y

xe y ye y e

e e x y x y x y

e x y

f

x

  

  

 








    

   


 



 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de mínimo. 
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24. xyz 4  

x
y

z

y
x

z

4

4











  

 

Temos o ponto crítico (0,0), que é um ponto de sela pois  
0 4

0,0 16 0
4 0

H    . 

 

 

25. 3 2 28 2 3 1z x xy x y      

yx
y

z

xyx
x

z

22

6224 2











 

 









022

06224 2

yx

xyx
 

Da segunda equação temos: 

xy

yx



 0
 

Aplicando o resultado obtido na primeira equação vem: 

 

 

3

1

13

0

0138

0824

06224

2

2













x

x

x

xx

xx

xxx

  

Temos que   









3

1
,

3

1
0,0 e  são pontos críticos 

Temos que: 

 

  169641296
22

2648
, 


 xx

x
yxH  

  0160,0 H   
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2

2

1 1 1
, 96. 16 0

3 3 3

1 1 1
, 48. 6 0

3 3 3

H

f

x

 
    

 

  
    

  

 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de sela e 









3

1
,

3

1
 é 

um ponto de mínimo. 

 

 

26.   yxxyxyxf 12153, 23   

2 23 3 15

6 12

f
x y

x

f
xy

y


  




 



 









0126

01533 22

xy

yx
 

ou 









02

0522

xy

yx
 

Da segunda equação temos que .
2

2
x

youxy    Aplicando o resultado obtido na 

primeira equação vem: 

12

14

045

054

05
4

22

24

24

2

2











xex

xex

xx

xx

x
x

  

Assim temos os pontos críticos: (1,2); (-1,-2); (2,1) e (-2,-1). 

Temos que: 

 

  04.36362,1

3636
66

66
, 22





H

yx
xy

yx
yxH

 

  04.36362,1 H  
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 

 

 

   

2

2

2

2

2,1 36.4 36 0

2,1 12 0

2, 1 36.4 36.1 0

2, 1 6. 2 0

H

f

x

H

f

x

  


 



    


    



 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (1,2) e (-1,-2) são pontos de sela; (2,1) é 

um ponto de mínimo e (-2,-1 é um ponto de máximo. 

 

 

27. 121234 22  yxyxyxz  

223

1238











yx
y

z

yx
x

z

 









0223

01238

yx

yx
 

Da segunda equação temos: 

2

32

322

x
y

xy






 

Aplicando este resultado na primeira equação vem: 

 

.
7

18

0187

0249616

02432316

012
2

32
.38














x

x

xx

xx

x
x

 

Assim,  

.
7

20

7

54
2

2

1

2

7

18
.32














y  

Temos o ponto crítico 









7

20
,

7

18
. 

Temos que: 
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 

2

2

8 3
, 16 9 0

3 2

18 20
, 8 0

7 7

H x y

f

x

   

  
   

  

  

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que 









7

20
,

7

18
é um ponto de mínimo. 

 

28. 15
3

1

4

1 354  yxyxz  

 

24

3

3.
3

1
5.

4

1

14

yy
y

z

x
x

z











 

 













0
4

5

014

24

3

yy

x

 

Da primeira equação temos, .
4

1
14

3

3  xoux    Da segunda equação temos: 

.0 ,01
4

5 22 







 yyy   

Assim, temos o ponto crítico 







 0,

4

1
3

. 

Temos que: 

 

   

00,
4

1

2512
220.

4

1
0

012
,

3

32
3

2
















H

yyx
yy

x
yxH

 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que nada se pode afirmar a respeito do ponto 











7

20
,

7

18
 . 

 

 

29. 78222  yxyxz  
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82

22











y
y

z

x
x

z

 

 









082

022

y

x

.482

.122





youy

xoux
 

Dessa forma temos o ponto (1,4) para analisar. 

Temos que: 

 

 

  024,1

04
20

02
,

2

2








x

f

yxH

 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (1,4) é um ponto de mínimo. 

 

 

30. 24 24 yxxyz   

 

yx
y

z

xy
x

z

44

44 3











 

 









044

044 3

yx

xy
 

Da segunda equação temos: 

yx

yx



 0
 

Usando o resultado obtido na primeira equação vem: 

 

1

1

0

01

0

044

044

2

2

3

3

3















x

x

x

xx

xx

xx

xx

 

Temos assim os pontos: (0,0), (1,1), (-1,-1). 

Temos que: 
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 

  0160,0

1648
44

412
, 2

2









H

x
x

yxH
 

 

  0121,1

016481,1

2

2








x

f

H

 

 

 
2

2

1, 1 48 16 0

1, 1 12 0

H

f

x

    


    



 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de sela; (1,1) é um 

ponto de máximo e (-1,-1) é um ponto de máximo. 

 

 

31. 
422 


yx

x
z  

 

   

   
 

   222222

22

222

222

222

22

4

2

4

2.0.4

4

24

4

214





























yx

xy

yx

yxyx

y

z

yx

xyx

yx

xxyx

x

z

 

 
2 2 4 0

2 0

x y

xy

   

 

 

Da segunda equação obtemos: .00  youx   Aplicando este resultado na primeira 

equação vem: 
2

2

2

2

2

0 4 0

4

0 4 0

4 0

4 2.

x y

y não

y x

x

x x

   

  

    

 

   

 

Temos os pontos (2,0) e (-2,0) para analisar. 

Para a análise vamos precisar das derivadas de segunda ordem: 
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 

       

 

     

 

 

2 2

2
2 2

2
2 2 2 2 2 22

42
2 2

2
2 2 2 2 2 22

4
2 2

2
2 2

4

4

4 . 2 4 .2 4 .2

4

4 .2 4 .2 4 .2

4

2

4

z x y

x x y

x y x x y x y xz

x x y

x y y x y x y yz

y x x y

z xy

y x y

   


  

        


  

       


   

 


  

 

 

 

       
 422

22222

2

2

4

2.42.22.4










yx

yyxxyxyx

y

z
 

Assim,  

 

       
 

     
 

     
 

       
 422

22222

422

2222222

422

2222222

422

2222222

4

2.42.22.4

4

2.42.42.4

4

2.42.42.4

4

2.42.42.4

,



















yx

yyxxyxyx

yx

yyxyxyyx

yx

yyxyxyyx

yx

xyxyxxyx

yxH

Temos que: 

 

 

 
2

2

1
0

16
2,0 0

1
0

16

2,0 0 0

H

z
H e

x



 



 



 

 

    00,20,2

0

16

1
0

0
16

1

0,2

2

2









x

z
eH

H

 

 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (2,0) é ponto de máximo e (-2,0) é ponto 

de mínimo. 
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32. xyz cos   

x
y

z

ysenx
x

z

cos









 

 

 











nnxx

senxouyysenx

;
2

120cos

000

  

Assim, temos os pontos:   







 0,

2
12


n  com n . 

Temos que: 

 

 

  010,
2

12

0

cos
, 2


















nH

xsen
senx

senxxy
yxH

 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que os pontos   







 0,

2
12


n  com n , 

são pontos de sela 

 

 

33. 23 94
3

1
xyxyyz   

943
3

1

24

2 









xy
y

z

xy
x

z

 

 









094

024

2 xy

xy
 

Da primeira equação temos que  

.
24

2

24

xx
y

xy





 

Substituindo este valor encontrado na segunda equação temos: 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 190 - 192. 

231 

 

2

2

4 9 0
4

16 36 0

2 18

x
x

x x

x x

  

  

  

 

Dessa forma temos os pontos críticos: (2,1)   (-18,-9) 

Temos que: 

 

  0201641,2

164
24

42
,








H

y
y

yxH
 

   18, 9 4. 9 16 36 16 20 0H            

 
2

2
18, 9 2 0

z

x


    


 

Dessa forma usando a Proposição 5.6.1 temos que (2,1) é ponto de sela e  (-18,-9) é um 

ponto de máximo. 

 

 

34. 
yx

y
z


  

 
   22

1.0.

yx

y

yx

yyx

x

z














 

 

     222

1.1.

yx

x

yx

yyx

yx

yyx

y

z

















 

Não existem pontos críticos no domínio da função. 

 

 

Nos exercícios de 35 a 43 determinar os valores  máximo e mínimo da função dada, na 

região indicada. 

 

Vamos aplicar o Teorema de Weierstrass (seção 5.7) nos exercícios de 35 a 43. 

 

35.   yxyxf 2,   no retângulo de vértice (1,-2), (1,2), (-1,2), (-1,-2). 

Neste caso não temos pontos críticos no interior do retângulo dado (ver Figura que segue), 

pois, 

2

1











y

z

x

f
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-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

BC

D A

 
Dessa forma vamos analisar a fronteira. 

 

1

1, 1 2 , 2 2

AB x

f y y y

 

    
 

Não tem pontos críticos. 

     

   

1, 2 1 2 2 1 4 3 min

1,2 1 2.2 5

f

f máx

       

  
 

 

 

   

   

2 ; 1 1

,2 4

Não tem pontos críticos.

1,2 1 4 3 min

1,2 1 4 5

BC y x

f x x

f

f máx

    

 

    

  

 

 

 

     

   

1

1, 1 2 ; 2 2

Não tem pontos críticos.

1, 2 1 2 2 5 min

1,2 1 2.2 3

CD x

f y y y

f

f máx

  

      

       

    

 

 

   

   

 

2

, 2 2 2 4

Não tem pontos críticos.

1, 2 1 4 3

1,2 1 4 5

DA y

f x x x

f máx

f

  

     

    

    

 

 

Dessa forma temos que: 

 (-1,-2) é ponto de mínimo e o valor mínimo é  -5; 
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 (1,2)é ponto de máximo e o valor máximo é igual a 5. 

 

 

36.   1, 22  yxyxf  no círculo 122  yx  

A figura que segue mostra o domínio em análise. 

-1 1

-1

1

x

y

 

  xyx
z

f
2.1

2

1
2

1
22







 

  yyx
y

z
2.1

2

1
2

1
22







 



















0
1

0
1

22

22

yx

y

yx

x

  

Resolvendo o sistema obtemos o ponto (0,0) no interior do domínio. 

  10,0 f . 

Para a fronteira temos todos os pontos tais que 122  yx .  Para esses pontos vamos 

sempre obter a imagem da função igual a   .2111, 22  yxyxf  

Dessa forma: 

 (0,0) é ponto de mínimo da função e o valor mínimo é igual 1; 

 Todos os pontos da fronteira, pares (x,y) tais 122  yx  são pontos de máximo e o 

valor máximo é igual a 2 . 

 

 

37. yxyxz 2222   no triângulo de vértices (0,0), (3,0), (0,3). 

A Figura que segue mostra o domínio em análise. 
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-1 1 2 3

-1

1

2

3

x

y

B

C
A

 

22

22











y
y

z

x
x

z

 









1022

1022

yy

xx
 

No interior temos o ponto (1,1) 

 

  021,1

04
20

02
,

2

2








x

f

yxH

 

Pela proposição 5.6.1 temos que (1,1) é um ponto de mínimo. 

Vamos agora analisar a fronteira do domínio. 

30;33  xxyyxAB  

   
22

2 2

2

3 2 2 3

9 6 2 6 2

2 6 3

' 4 6 4 6 0

4 6

3
.

2

z x x x x

x x x x x

x x

z x x

x

x

     

      

  

    





 

Temos assim o ponto (3/2,3/2) para ser analisado, sendo que em x=3/2 vamos ter um ponto 

de mínimo. 

 

122'

2

30;0

2







yyz

yyz

yxBC

 

Temos assim, o ponto (0,1) para ser analisado, sendo que vamos ter um ponto de mínimo. 
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2

0;0 3

2

' 2 2; 1

CA y x

z x x

z x x

   

 

  

 

Temos o ponto (1,0) para ser analisado sendo que em x=1 temos um ponto de mínimo. 

 

O quadro que segue ajudará na definição dos valores máximo e mínimo. 

 

PONTOS LOCALIZAÇÃO IMAGEM DO PONTO 

(1, 1) Interior do triângulo -2 (mínimo) 
(0,3) Fronteira 3 (máximo) 

(3,0) Fronteira 3 (máximo) 

(3/2,3/2) Fronteira -3/2 (mínimo) 

(0,1) Fronteira -1 (mínimo) 

(0,0) Fronteira 0 (mínimo) 

(3,0) Fronteira 3 (máximo) 

 

Portanto o valor mínimo da função do domínio dado é igual a -2 e o valor máximo é igual a 

3. 

 

 

38.     yexyxsensenysenxz 00 . 

A Figura que segue mostra o domínio a ser considerado. 

/2

/2

x

y

 

 

 yxy
y

z

yxx
x

z











coscos

coscos

 

 

 







0coscos

0coscos

yxy

yxx
 

Subtraindo as equações termo a termo temos 
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cos cos 0

cos cos ,  já que 0 ,0

x y

x y x y x y 

 

      
 

Substituindo este valor na primeira equação vamos ter: 

 

 

.1cos

2

1

4

2
cos

4

31

4

811
cos

01coscos2

0cos1cos2

02coscos

2

2

















x

e

x

x

xx

xx

xx

 

Considerando-se que  1cos22  xxsen , e aplicando os valores encontrados, podemos 

escrever que: 

2

3

2

1
.

2

3
.22

00.22

cos22

2

3
0

4

3

4

1
1

011

2

2













xsen

xsen

xsenxxsen

senxesenx

xsen

xsen

 

Assim, temos: 

2

33

2

3

2

3

2

3

0





z

z

 

O valor  mínimo é zero e o valor  máximo é .
2

33
 

Observação. Para a fronteira deve-se proceder como no exercício anterior. 

 

 

39. xyz  ; no círculo 2 2 1x y  . 

A figura que segue mostra o domínio em análise. 
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-1 1

-1

1

x

y

 

0

0











x
y

z

y
x

z

 

Temos assim o ponto  0,0  para analisar. 

0

1

0

2

2

2

2

2
















y

z

yx

z

x

z

 

  01
01

10
, yxH   

Assim, o ponto (0,0) é um ponto de sela. 

Para 122  yx  temos: 

yyz

yx

.1

1

2

2




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   

2

1

2

1
1

1

2

1

2

1

12

021

01

0
1

1

2.1
2

1
.1'

2

2

2

2

22

2

2
2

2

1
22





















x

yx

yy

y

y

yy

y

y
y

yyyyz

 

Resumindo temos: 

  00,0 f  - ponto de sela 

2

1

2

1
,

2

1

2

1

2

1
,

2

1
































f

f













 valores máximo. 

2

1

2

1
,

2

1

2

1

2

1
,

2

1

































f

f













 valores mínimo. 

Portanto, o valor máximo é
2

1
 e o valor mínimo é

2

1
 . 

 

 

40. 2222  yexxyz  

A figura que segue mostra o domínio em análise. 
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-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

BC

D A

 
No interior já foi analisado no exercício anterior. 

 

 

 

 

2

2

' 2

2, 2 4 valor  mínimo

2,2 4 valor  máximo

Similarmente:

2,2 4 valor  mínimo

2, 2 4 valor  máximo

AB x

z y

z

f

f

f

f

 





   

 

   

   

 

Portanto, o valor máximo é 4 e o valor mínimo é -4. 

 

 

41.    10032,  yxyxyxyxf  

A figura a seguir mostra o domínio em análise. 

1

1

x

y

B

C

A
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A função não tem pontos críticos no interior do domínio. Na fronteira, também não há 

pontos críticos. Por exemplo, no segmento que une os pontos (1,0) e (0,1), temos:  

yx

yx





1

1
 

2'

23

312







z

yz

yyz

 

Basta, então, verificar o valor de f nos pontos (0,0), (1,0) e (0,1). Temos: 

 

 

  máximof

f

mínimof







5321,0

120,1

20,0

 

Portanto, o valor mínimo é 2 e o valor máximo é 5. 

 

 

42. 3130333  yxxyyxz  

A figura que segue mostra o domínio em análise. 

1 2 3

-1

1

2

3

x

y

BC

D A

 

033

033

2

2











xy
y

z

yx
x

z

 

 

2

2 2

4

3

3

0

0

0

1 0

0 0

1

1 1

x y

y x x y

y y

y y

y x

y

y x

 

   

 

 

  



  
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Pontos para análise (1,1) e (0,0). 

Analisando a fronteira temos: 

3

2

2

2

3, 1 3

27 9

' 3 9

3 9 0

3 9

3

x y

z y y

z y

y

y

y

   

  

 

 



 

 

Pontos para análise:  3,3 . 

 

3

3,0 3

27 9

3

y x

z x x

x

  

  

 

 

Pontos para análise:  3,3 . 

 

3

2

0, 1 3

' 3 0

x y

z y

z y y

   



  

 

Pontos para análise:  0,0  

 3

2

2

2

1,0 3

1 3

' 3 3

3 3

1

y x

z x x

z x

x

x não valores

   

  

 

 

  

 

Vamos fazer o quadro resumo: 

 

PONTOS LOCALIZAÇÃO IMAGEM DO PONTO 

(0,0) Fronteira 0 
(1,1) Interior -1 

 3,3  Fronteira 3627  

 3,3  Fronteira 3627  

(0,-1) Fronteira -1 

(0,3) Fronteira 27 

(3,-1) Fronteira 35 

(3,3) Fronteira 27 

 

Portanto o valor mínimo da função do domínio dado é igual a -1 e o valor máximo é igual a 

27.  
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43. 2211333  yxxyxyz  

A figura que segue mostra o domínio em análise: 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

BC

D A

 

033

033

2

2











xy
y

z

yx
x

z

 

Resolvendo o sistema temos 











0

0

2

2

xy

yx
 

Da primeira equação temos 2xy  .  Substituindo este resultado na segunda equação 

obtemos: 

 

11

0

01

0

3

3

4









xx

x

xx

xx

 

Temos assim os pontos    1,10,0 e  para analisar. 

Analisando a fronteira vem: 

3

2

2

1, 2 2

1 3

' 3 3

3 3

1

x y

z y y

z y

y

y

   

  

 



 

 

Assim, temos os pontos (1,1) e (1,-1). 
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3

2

2

2

2, 1 1

8 6

' 3 6

3 6 0

3 6

y x

z x x

z x

x

x

   

  

  

 

 

 

Neste caso não temos pontos para analisar. 

 

 

3

2

2

1, 2 2

1 3

' 3 3

3 3

x y

z y y

z y

y

    

  

 

 

 

Não existem pontos para analisar. 

 

3

2

2

2

2, 1 1

8 6

3 6 0

3 6

2

2

y x

z x x

x

x

x

x

    

   

  





 

 

Os pontos    2,22,2   não pertencem a região analisada. 

Estabelecendo o quadro resumo vem: 

 

 

PONTOS LOCALIZAÇÃO IMAGEM DO PONTO 

(0,0) Interior 0 
(1,-1) Fronteira 1 

(1,1) Fronteira -3 

(1,2) Fronteira 1 

(-1,2) Fronteira 15 

(-1,-2) Fronteira -13 

(1,-2) Fronteira -3 

 

Dessa forma temos que o valor máximo é 15 e o valor mínimo é -13. 

 

 

44. Dada a função cbyaxz  22 , analisar os pontos críticos, considerando que: 

 a) 0a  e 0b   

 b) 0a  e 0b   

 c) a e b têm sinais diferentes. 
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 a) Temos um parabolóide virado para cima, com vértice em (0,0,c). Portanto,  0,0  é 

ponto de mínimo; 

 b) Temos um parabolóide virado para baixo, com vértice em (0,0,c). Portanto,  0,0  é 

ponto de máximo; 

 d) Neste caso temos que  0,0 é ponto de sela. 

 

 

45. Um disco tem a forma do círculo .122  yx  Supondo que a temperatura nos pontos 

do disco é dada por 22 2),( yxxyxT  , determinar os pontos mais quentes e 

mais frios do disco. 

y
y

T

x
x

T

yxxyxT

4

12

2),( 22













 

Resolvendo o sistema: 









04

012

y

x
 

obtemos o ponto 







0,

2

1
 na região interior do disco. 

Analisando a fronteira temos: 

2 2 2( , ) 2(1 ) 2

2 1

2 1 0

1/ 2

3

2

T x y x x x x x

T x

x

x

y

       

   

  

 

 

 

Assim temos os pontos 
1 3

,
2 2

 
  

 
. 

Verificando as imagens dos pontos dados temos: 

(1/ 2,0) 1/ 4

1 3
, 9 / 4.

2 2

T

T

 

 
   

 
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Os pontos mais quentes do disco são 
1 3

,  
2 2

 
  

 
e o ponto mais frio é 








0,

2

1
 . 

 

 

46. A distribuição de temperatura na chapa circular 122  yx  é 

.1052),( 22  yxyxyxT  Achar as temperaturas máxima e mínima da chapa. 

Temos: 

52

22











y
y

T

x
x

T

 

Resolvendo o sistema  









052

022

y

x
 

obtemos o ponto (1,-5/2), que está fora do domínio. 

Na fronteira, usando 21y x  , temos 

2 2 2

2

2 5 1 10

9 2 5 1

T x y x x

x x

     

    

 

e 

.
1

5
2

2x

x
T


  

Fazendo 0
1

5
2

2





x

x
, obtemos o ponto 

2 5
, .

29 29

 
 
 

 

Observe que 
2

29
x   não satisfaz a equação ' 0T  . 

 

Ainda, na fronteira, usando 21y x   , temos 

2 2 2

2

2 5 1 10

9 2 5 1

T x y x x

x x

     

    

 

2

5
2 .

1

x
T

x
   


 

Fazendo ' 0T  , obtemos o ponto 
2 5

, .
29 29

 
 

 
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Analisando as imagens dos pontos vem: 

2 5
, 9 29

29 29

2 5
, 9 29.

29 29

T

T

 
    
 

 
    

 

 

Portanto, a temperatura máxima da chapa é  299 e a temperatura mínima é 

9 29   . 

 

47. Achar as dimensões de uma caixa com base retangular, sem tampa, de volume 

máximo, com área lateral igual a 5 cm
2
. 

O problema pode ser modelado por 





 .522..

max

acbcabas

abc
 

Usando a função lagrangeana temos: 

0522

022

02

02

)522(























acbcb
L

abab
c

L

caac
b

L

cbbc
a

L

acbcababcL












 

Resolvendo o sistema vamos obter as dimensões da caixa iguais a 
32

5

3

5

3

5
  ,  , . 

 

48. Entre todos os triângulos de perímetro igual a 10 cm, achar o que tem maior área. 

Supondo o triângulo de lados a,b e c, a situação dada pode ser modelada por: 









10..

))()((max

cbaas

csbsass
 

sendo que s é o semiperímetro. 

A função lagrangeana fica: 
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010

0)5)(5(5

0)5)(5(5

0)5)(5(5

)10()5)(5)(5(5























cba
L

ba
c

L

ca
b

L

cb
a

L

cbacbaL











 

Resolvendo vamos obter todos os valores das dimensões iguais a 
3

10
cm. Dessa forma 

estamos diante de um triângulo equilátero. 

 

49. Achar o ponto da esfera 4222  zyx  mais próximo do ponto )3,3,3( . 

A situação dada pode ser modelada por: 











4..

)3()3()3(min

222

222

zyxas

zyx
 

A função lagrangeana fica: 

.04

02)3(2))3()3()3((
2

1

02)3(2))3()3()3((
2

1

02)3(2))3()3()3((
2

1

)4()3()3()3(

222

2/1222

2/1222

2/1222

222222





























zyx
L

zzzyx
z

L

yyzyx
y

L

xxzyx
x

L

zyxzyxL











 

Resolvendo o sistema vamos obter o ponto 














3

32
,

3

32
,

3

32
. 

 

 

50. Em uma empresa que produz dois diferentes produtos, temos as funções de demanda 

212

211

35

240

PPQ

PPQ




 

onde iQ , 2,1i , representa o nível de produção do i-ésimo produto por unidade de 

tempo e iP , ,2,1i  os respectivos preços. A função custo é dada por 

102
2

2
1  QQC  
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 e a função receita é dada por 

.2211 QPQPR   

 a) Sabendo-se que 

lucro = receita – custo 

 encontrar a função lucro. 

A função Lucro é dada por 102
2

2
12211  QQQPQPL . 

 

 b) Achar os níveis de produção que maximizam o lucro. 

Temos: 

2835185327087

10)35()240()35()240(

10

2

2

2121

2

1

2

21

2

21212211

2

2

2

12211







PPPPPP

PPPPPPPPPP

QQQPQPL

 

Derivando vem: 

18568

270814

21

2

21

1











PP
P

L

PP
P

L

 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema obtemos  1 2

43
, 7,

2
P P

 
  
 

 que é um 

ponto de máximo. 

Assim, os níveis de produção que maximizam o lucro são: 

.
2

13
35

2

9
240

212

211





PPQ

PPQ

 

 

 c) Qual é o lucro máximo? 

Quando aplicamos esses valores na função lucro vamos obter o lucro máximo que é igual a  

75,98 . 

 

51. Determinar o ponto ),,( zyxP  do plano ,623  zyx  cuja distância à origem seja 

mínima. 

A situação dada pode ser modelada por: 

623..

min 222





zyxas

zyx
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Usando a função lagrangeana vem: 

)623(222  zyxzyxL  . 

Derivando vamos ter 

 

 

 

)623(

22
2

1

32
2

1

2
2

1

2/1222

2/1222

2/1222



























zyx
L

zzyx
z

L

yzyx
y

L

xzyx
x

L









 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos obter o ponto 








7

6
,

7

9
,

7

3
. 

 

52. Determinar três números positivos cujo produto seja 100 e cuja soma seja mínima. 

Podemos modelar essa situação como: 









100..

min

xyzas

zyx
 

A função lagrangeana fica 

)100(  xyzzyxL   

Derivando vem: 

)100(

1

1

1





















xyz
L

xy
z

L

xz
y

L

yz
x

L









 

Igualando a zero e resolvendo o sistema vamos obter os valores  

333 100,100,100  zyx . 

 

 

53. Uma firma de embalagem necessita fabricar caixas retangulares de 64 cm
3
 de volume. 

Se o material da parte lateral custa a metade do material a ser usado para a tampa e 

para o fundo da caixa, determinar as dimensões da caixa que minimizam o custo. 

Supondo a caixa com dimensões da base igual a e b e altura c.  Supondo também que o custo 
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da tampa e fundo é igual a x, vamos ter que a situação pode ser modelada por: 













64.

)22(
2

2min

abcas

bcac
x

abx
 ou 









64.

2min

abcas

bcxacxabx
 

A função lagrangeana é dada por: 

)64(2  abcbcxacxabxL   

Calculando as derivadas, vem: 

abc
L

bcacab
x

L

abbxax
c

L

accxax
b

L

bccxbx
a

L


























64

)(2

)(

)(2

)(2









 

Igualando a zero e resolvendo o sistema obtemos as dimensões da caixa como: 

333 322,32,32  cba . 

 

54. Determine, pelo método dos mínimos quadrados, a reta que melhor se ajusta aos dados: 

 a) )2,1( ; )0,0(  e ).3,2(  

Para estruturar o sistema de equação que nos dá a solução vamos calcular: 

.5302

83.20.02.1

3201

5201

1

1

1

1

2222

























n

k

k

n

k

kk

n

k

k

n

k

k

y

yx

x

x

 

 Temos, então, o sistema 









.533

835

ba

ba
 

 Resolvendo esse sistema, obtemos 

2

3
a   e 

6

1
b . 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 190 - 192. 

251 

 

 Assim, a reta que melhor aproxima o conjunto de pontos dados é a reta 

6

1

2

3
 xy . 

 A Figura que segue ilustra o resultado. 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
 

 

 

 b) )1,0( ; )2,1( ; )3,2(  e ).4,2(  

Para estruturar o sistema de equação que nos dá a solução vamos calcular: 

.104321

164.23.22.11.0

52210

92210

1

1

1

1

22222

























n

k

k

n

k

kk

n

k

k

n

k

k

y

yx

x

x

 

 Temos, então, o sistema 









.1045

1659

ba

ba
 

 Resolvendo esse sistema, obtemos 

11

14
a   e 

11

10
b . 

 Assim, a reta que melhor aproxima o conjunto de pontos dados é a reta 

11

10

11

14
 xy . 

 A Figura ilustra esse exemplo. 
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-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 
 

 

 

55. Determinar as dimensões do paralelepípedo de maior volume que pode ser inscrito no 

tetraedro formado pelos planos coordenados e pelo plano .1
2

1

3

1
 zyx  

A situação pode ser modelada por: 









 .1
2

1

3

1
..

max

zyxas

xyz

 

Escrevendo a função lagrangeana e derivando, temos: 

2/3/1

2/

3/

)1
2

1

3

1
(

zyx
L

xy
z

L

xz
y

L

yz
x

L

zyxxyzL

































 

Resolvendo o sistema vamos encontrar 
3

2
,1,

3

1
     para as dimensões do paralelepípedo. 

 

56. Precisa-se construir um tanque com a forma de um paralelepípedo para estocar 270 m
3
 de 

combustível, gastando a menor quantidade de material em sua construção. Supondo 

que todas as paredes serão feitas com o mesmo material e terão a mesma espessura, 
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determinar as dimensões do tanque. 

A situação pode ser modelada por: 









270..

222min

abcas

bcacab
 

Escrevendo a função lagrangeana e derivando, temos: 

abc
L

abba
c

L

acca
b

L

bccb
a

L

abcbcacabL























270

22

22

22

)270(222











 

Resolvendo o sistema vamos encontrar 333 103103103    ,   ,  para as dimensões do 

paralelepípedo. 

 

 

Nos exercícios 57 a 61, determinar os pontos de máximo e/ou mínimo da função dada, 

sujeita às restrições indicadas: 

57. yxz 324  ; 122  yx  

Vamos definir a função lagrangeana 

)1(324 22  yxyxL  . 

Calculando as derivadas temos: 

221

23

22

yx
L

y
y

L

x
x

L






















 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar dois pontos: 










13

3
,

13

2
 que é ponto de mínimo e 







 

13

3
,

13

2
que é ponto de máximo. 

Observe que o método de Lagrange não permite classificar os pontos. Isso foi feito através 

de uma visualização geométrica. 
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58. yxz  2 ; 422  yx  

Vamos definir a função lagrangeana 

)4(2 22  yxyxL  . 

Calculando as derivadas temos: 

224

21

22

yx
L

y
y

L

x
x

L






















 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar dois pontos: 








 

5

2
,

5

4
 que é ponto de mínimo e 









5

2
,

5

4
 que é ponto de máximo. 

Veja observação no final do exercício anterior. 

 

59. ;22 yxz   1 yx        

Vamos definir a função lagrangeana 

2 2 ( 1)L x y x y     . 

Calculando as derivadas temos: 

2

2

1

L
x

x

L
y

y

L
x y








 




 




  



 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar um único ponto 










2

1
,

2

1
.  Observando que estamos diante de um parabolóide virado para cima, temos que este ponto 

é um ponto de mínimo. 

 

60. xyz  ; 162 22  yx  

Vamos definir a função lagrangeana 

)162( 22  yxxyL  . 

Calculando as derivadas temos: 
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2216

2

4

yx
L

yx
y

L

xy
x

L






















 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar quatro pontos para 

serem analisados. Basta lembrar-se da geometria do gráfico da função (função com um 

ponto de sela), e conferindo as imagens dos pontos podemos dizer que  22,2  e  22,2   

são pontos de máximo e  22,2   e  22,2  são pontos de mínimo. 

 

 

61. 222),,( zyxzyxf  ; 9 zyx  

Vamos definir a função lagrangeana 

)9(222  zyxzyxL  . 

Calculando as derivadas temos: 

zyx
L

z
z

L

y
y

L

x
x

L





















9

2

2

2









 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar um único ponto: 

 3,3,3 . Analisando geometricamente o problema concluímos que o mesmo é ponto de 

mínimo. 

 

62. Determinar o ponto do plano 12423  zyx  para o qual a função 

222 54),,( zyxzyxf   

 tenha um valor mínimo. 

A situação pode ser modelada por: 









012423..

54min 222

zyxas

zyx
 

Escrevendo a função lagrangeana e derivando, temos: 
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)12423(

410

28

32

)12423(54 222























zyx
L

z
z

L

y
y

L

x
x

L

zyxzyxL











 

Igualando a zero e resolvendo o sistema obtemos o ponto 








11

8
,

11

5
,

11

30
, que é um ponto de 

mínimo. 

 

 

63. A reta t é dada pela interseção dos planos 1 zyx  e .632  zyx  

Determinar o ponto de t cuja distância até a origem seja mínima. 

A situação pode ser modelada por: 
















632

1..

min 222

zyx

zyxas

zyx

 ou 















632

1..

min 222

zyx

zyxas

zyx

 

Escrevendo a função lagrangeana e derivando, temos: 

zyx
L

zyx
L

z
z

L

y
y

L

x
x

L

zyxzyxzyxL




























326

1

2

32

22

)632()1(222













 

Igualando a zero e resolvendo o sistema obtemos o ponto 






 

3

5
,

3

7
,

3

1
. 
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64. Determinar a distância mínima entre o ponto (0, 1) e a curva .42 yx   

A situação pode ser modelada por: 











yxas

yx

4..

)1()0(min

2

22

 ou 










yxas

yx

4..

)1(min

2

22

 

Derivando a função lagrangeana temos: 

2

222

4

4)1(2

22

)4()1(

xy
L

y
y

L

xx
x

L

yxyxL


























 

Igualando a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar o ponto (0,0).  Dessa forma a 

distância mínima é 22 )1()0(  yx = 1)10()00( 22  . 

 

 

65. Achar os valores extremos de xyz 2  sujeitos à condição .2 yx  

Vamos definir função lagrangeana 

)2(2  yxxyL  . 

Calculando as derivadas temos: 

yx
L

x
y

L

y
x

L
















2

2

2







 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar o ponto  1,1  que é 

ponto de máximo. 

 

 

66. Determinar o ponto do plano 1 zyx  cuja distância ao ponto (1, 1, 1) seja mínima. 

Como o ponto (1,1,1) pertence ao plano dado, a distância mínima é zero e portanto o ponto 

do plano é (1,1,1). 
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67. Mostrar que o paralelepípedo retângulo de maior volume que pode ser colocado dentro 

de uma esfera tem a forma de um cubo. 

 Vamos considerar que o paralelepípedo tem dimensões a, b e c. A esfera tem raio r. 

A única hipótese para termos um paralelepípedo de maior volume inserido na esfera de raio 

r é que a sua diagonal ( )222 cba   tenha a medida do diâmetro, ou seja, 2r. 

 Dessa forma podemos modelar um problema de maximização como segue: 





 2222 4..

max

rcbaas

abc
  

Escrevendo a função lagrangeana e derivando,  temos: 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

(4 )

2

2

2

4

L abc r a b c

L
bc a

a

L
ac b

b

L
ab c

c

L
r a b c











    


 




 




 




    



 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema obtido vamos obter que 

cba  , o que caracteriza que o paralelepípedo é um cubo. 

 

 

68. Calcular as dimensões de um retângulo de área máxima inscrito numa semi-

circunferência de raio 2. 

 Ao inscrever um retângulo, de dimensões a e b, de área máxima, na 

semicircunferência de raio 2, fica estabelecida uma relação tal que 
4

2
2

22 a
b  .  

Dessa forma a modelagem da situação fica: 

2 2

max

1
. . 4

4

ab

s a a b





 


  

Escrevendo a função lagrangeana e derivando, temos: 
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2
2

2
2

(4 )
4

/ 2

2

4
4

a
L ab b

L
b a

a

L
a b

b

L a
b









   


 




 




  



 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema, obtemos ba 2  e 2b , 

caracterizando as dimensões do retângulo  2,22 . 
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CAPÍTULO 6 

6.2 - EXERCÍCIOS 

pág. 197 - 198 
 

 

Nos exercícios de 1 a 9 representar graficamente os seguintes campos vetoriais. 

 

1.   jyixyxf


,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.   kzjyixzyxf


,,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

y 

x 

y 

z 
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3.   jxiyyxf


,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.   iyxf


2,   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

y 

x 

y 
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5.   jiyxf


 2,  

 
 

 

6.  
222

,,
zyx

kzjyix
zyxf









 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x
x 

y
x 

x 

y 

z 
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7.   









2
,,

y
xyxf


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. Suponha que a temperatura em um ponto  zyx ,,  do espaço é dada por 
222 zyx  . Uma partícula P se move de modo que no tempo t a sua posição é 

dada por  32 ,, ttt . 

 

a) Identificar a função escalar que nos dá a temperatura num ponto qualquer do 

espaço. 

 

  222,, zyxzyxf    

 

b) Identificar a função vetorial que descreverá o movimento da partícula P. 

 

  ktjtittr
 32   

 

c) Determinar a temperatura no ponto ocupado pela partícula em 
2

1
t . 

Para 
2

1
t  temos o ponto 










8

1
,

4

1
,

2

1
P . Assim,    

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 16 4 1 21

, , .
2 4 8 2 4 8 4 16 64 64 64

f uni temp
        

              
      

. 

x 

y 
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9. O campo vetorial j
yx

x
i

yx

y
f


2222 





  aproxima o campo de velocidade da 

água, que ocorre quando se puxa um tampão numa canalização. Representar 

graficamente este campo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. Seja D um sólido esférico de raio r. A temperatura em cada um de seus pontos é 

proporcional à distância do ponto até a superfície da esfera. 

 

a) Usando coordenadas cartesianas, determinar a função que define o campo de 

temperatura. 

 

 222 zyxrKT     

 

 

b) Determinar as superfícies isotermas do campo de temperatura em D, isto é 

determinar as superfícies em que a temperatura é constante. 

 

Supondo que a temperatura é constante temos  

1kT    

  1

222 kzyxrk   

 

k

kkr
zyx 1222 

  

2

1222







 


k

kkr
zyx  

x 

y 
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Assim temos uma superfície esférica de raio 
k

k
r 1 , centrada na origem. 

 

 

11. As funções a seguir definem campos vetoriais sobre 2 . Determinar e fazer os 

gráficos das curvas onde f


 é constante. 

 

a) jyixf


  

 
22 yxf 


 

 

222

22

kyx

kyx




 

Temos uma família de circunferências de raio k centrada na origem.  A figura que segue 

mostra a representação gráfica, apresentando-se alguns membros da família de curvas. 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 
 

 

b) jyixf


4  

22 16yxf 


 

1

16

16

16

2

2

2

2

222

22







k

y

k

x

kyx

kyx

 

 

Temos uma família de elipses centrada na origem. A figura que segue mostra a 

representação gráfica, apresentando-se alguns membros da família de curvas. 
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-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
 

 

c) jxif


 2   

 
24 xf 


 

4

4

4

4

2

22

22

2









kx

kx

kx

kx

 

 

Temos uma família de retas verticais.  A figura que segue mostra a representação gráfica, 

apresentando-se alguns membros da família de curvas. 

 

        













x

y
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d)     jyixf


42   

 

   22
42  yxf


 

   

    222

22

42

42

kyx

kyx




 

 

Temos uma família de circunferências centradas em (2,4). A figura que segue mostra a 

representação gráfica, apresentando-se alguns membros da família de curvas. 

 

-2 2 4 6 8

2

4

6

8

x

y

 
 

 

12. Um tanque tem a forma de um paralelepípedo retângulo cuja base tem dimensões 

1m e 2m e cuja altura é 1,5m. O tanque está cheio de uma substância com densidade 

variável. Em cada ponto, a densidade é proporcional à distância do ponto até a 

superfície superior do tanque. 

 

a) Determinar a função que define o campo de densidade.  

 

   zkzyxf  5,1,,   

 

b) Determinar as superfícies em que a densidade é constante. 

 

 

cz

bz

bz

k

a
z

azk











5,1

5,1

5,1

5,1

 

Planos paralelos ao plano xy. Ou planos paralelos à base do tanque. 
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13. A temperatura nos pontos de um sólido esférico é dada pelo quadrado da distância 

do ponto até o centro da esfera. Usando coordenadas cartesianas, determinar o 

campo temperatura. 

A distância de um ponto até o centro é dada por 2222 zyxd  . Assim a função que 

modela o campo de temperatura é   222,, zyxzyxT  . 

 

 

14. Um campo minado tem a forma de um retângulo de lados a e b. O campo foi 

dividido em pequenos retângulos de lados 
n

b
e

m

a
, m e n inteiros e positivos. Os 

explosivos foram colocados nos vértices desses retângulos. Usando coordenadas 

cartesianas, descrever analiticamente este campo. 

 

 
 1 , | , 1, , 1, ,

,

0 nos demais pontos.

ia jb
se x y x e y i m j n

f x y m n


   

 



   

 

 

15. As funções a seguir definem campos vetoriais em 2 . Determinar e fazer os 

gráficos das curvas onde f


 tem direção constante. 

a) jyixf


2  

 

Devemos ter tg c  , c constante, onde  é o ângulo formado pelo eixo positivo dos 

x e f


. Assim, se  1 2,f f f , devemos ter 2

1

f
c

f
 . 

Temos, 2

1

2f y
c

f x
   ou

2

cx
y  , que é uma família de retas que passam pela origem. 

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

x

y
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b) jyixf


 2  

Temos,  

2

y
c

x
  ou 2cxy  , que é uma família de parábolas. 

-2 2

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

x

y

 
 

 

c) jixf


  

Temos: 
1

c
x
  ou 

1
x

c
 ., que é uma família de retas verticais. 

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

x

y

 
 

 

d) jyixf


2  

Temos: 
2y

c
x
  ou cxy 2 , que é uma família de parábolas. 
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-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

-2

2

x

y

 
 

 

16. O campo   jxiyyxf


,  representa a velocidade de um volante em rotação 

rígida em torno do eixo z. Descrever graficamente o campo. Qual o sentido do 

movimento de rotação? 

 

Segue a descrição gráfica do campo 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Temos o sentido horário. 

 

 

17. Um furacão se desloca na superfície terrestre, atingindo uma faixa retilínea de 20 

km de largura. Na zona central da faixa (2 km de largura) a velocidade do vento é 

de 200 km/h. Nos demais pontos é dada por xv 14200


, onde x é a distância do 

ponto até o centro da faixa. Esboçar o campo. 

 

A figura que segue apresenta um visual focado em um ponto.  Mostrando apenas que os 

vetores velocidades diminuem na medida em que nos afastamos do centro da faixa.  

x 

y 
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-90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 10 20 30 40 50 60 70 80 90

5

10

15

20

x

y

 
 

 

18. Seja 0P  um ponto fixo no espaço e  0, PPd  a distância de um ponto qualquer P até 

0P . Se 0P  têm coordenadas cartesianas  000 ,, zyx  e  zyxPP ,, , descrever 

analiticamente este campo. 

 

        




 

2

0

2

0

2

0,, zzyyxxzyxf  

 

 

19. Uma cidade x está localizada a 1100m acima do nível do mar. O plano diretor da 

cidade prevê a construção de edifícios, desde que eles não ultrapassem a cota de 

1140m. O relevo da cidade é bastante irregular, tendo partes altas e baixas. 

Definimos um campo escalar em x, associando a cada ponto P, a altura máxima que 

poderá ter um edifício ali localizado. Descrever analiticamente este campo. 

 

A altura máxima do edifício  A , é função da cota e é dada por 1140A z  , onde z é a 

cota da localização do edifício.    

 

 

20.  
a) Escrever uma função vetorial em duas dimensões que define um campo vetorial, 

cuja intensidade seja igual a 1. 

 

 jyixf


   
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22

22

2222

1

1

11

yx

yx

yxf















 

Portanto,  

j
yx

y
i

yx

x
f



2222 



 . 

 

Observa-se que outras funções podem ser definidas. 

 

b) Escrever uma função vetorial em três dimensões que defina um campo radial, 

cuja intensidade seja igual a 1. 

 

k
zyx

z
j

zyx

y
i

zyx

x
f



222222222 






  

 

 

c) Escrever uma função vetorial em duas dimensões que defina um campo vetorial 

tangencial, cuja intensidade em cada ponto  yx,  é igual a distância deste ponto 

até a origem. 

 

   

  22,

0,

yxyxf

yxfjyix








 

   

  2 2 2 2

2 2

. . 0

, ,

,

x y y x

f x y y x

f x y y x

x y

 

 

 



 

 

 

 

 

Dessa forma temos que 1  .  Assim 

   xyyxf  ,,


 ou  xyyxf ,),( 


. 
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CAPÍTULO 6 

6.6 - EXERCÍCIOS 

pág. 212 -214 

 
1. Calcular, usando a definição, a derivada direcional do campo escalar  ,f x y  no 

ponto indicado e na direção jiv


  

 

a)   22 22, yxyxf   em  1,1P  

 

O vetor unitário na direção de v


 é 
 














2

1
,

2

1

11

1,1

v

v
b 


.  Observe a Figura 

x

y

R1

M

N

Q

P

1

 
 

O MNPaosemelhanteéQRP  .  Temos: 

 

2

1

2

1

1







MN

PN

PM

      e  

2

2

s
QR

s
PR

sPQ







  

 

Assim as coordenadas do ponto Q são 









2
1,

2
1

ss
. 

Temos: 

   
s

PfQf

s

f

S








0
lim  
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 

0

1 ,1 1,1
2 2

lim
s

s s
f f

s

 
   

   

    

 
2 2

0

2 1 2 1 2.1 2.1
2 2

lim
s

s s

s

   
       

   
  

    
s

ss

s

4
22

2
14

lim

2

0














 

    
s

s
s

s

2

0

2
2

8

lim






 

    










s

s
2

2

8
lim

0
 

    24
2

8
 . 

 

 

b)    2,12,  Pemyxyxf  

O vetor unitário na direção de v


 é 
 














2

1
,

2

1

11

1,1

v

v
b 


.  Observe a Figura 

x

y

R

-1

M

N

Q

P 2

 

Temos que: 
2

s
PR    e 










2
2,1

2

ss
Q . 

Assim, 

 
 

s

f
ss

f

P
s

f

S

2,1
2

2,1
2

lim
0

















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  

s

ss

S

21.2
2

21
2

2

lim
0














 

 

          
s

ss

S

0
2

22
2

2

lim
0






 

 

          
s

s

S 2

3
lim

0
  

 

          
2

3


2

23
 . 

 

 

c)    1,0, Pemeyxf yx  

O vetor unitário na direção de v


 é 
 














2

1
,

2

1

11

1,1

v

v
b 


.  Observe a Figura 

x

y

R
1

MN

Q

P

 
 

Temos que 









2
1,

2

ss
Q . 

Assim: 

 
 

0

,1 0,1
2 2

lim
s

s s
f f

f
P

s s

 
    


 

          

1
0 12 2

0
lim

s s

s

e e

s

 





  
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2
1

2

0
lim

s

s

e e

s






  

          

2
1

2

0

(2 / 2)
lim

1

s

s

e



  

         
2

2e
 e2 . 

 

Nos exercícios de 2 a 6, calcular, usando a definição, a derivada direcional no ponto e 

direção indicados. 

 

2.     jivdedireçãonaPyxyxf


222,1,, 22   

 

O vetor unitário na direção de v


 é 
 














2

1
,

2

1

44

2,2

v

v
b 


.  Veja a figura que segue 

 

x

y

R
2

M

N

Q

P

1

 
 

 

Temos o ponto Q dado por: 











2
2,

2
1

ss
Q  

Assim, 

 
 

s

f
ss

f

P
s

f

S

2,1
2

2,
2

1

lim
0

















 

 
 

s

ss

P
s

f

S

22

22

0

21
2

2
2

1

lim


























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 
s

ssss

P
s

f

S

3
22

4
4

22

2
1

lim

22

0









 

 
s

s

P
s

f

S

2

2

lim
0









 

  2
2

2
lim

0









S
P

s

f
. 

 

 

3.    0,1,2,,, Pzxyzyxf  , na direção do eixo positivo dos z. 

 

O vetor unitário na direção dada é kb


 .  O ponto Q ficará  sQ ,1,2 . Ver figura que segue.  

x

y

z

P

Q

 
 

Assim,  

 

 
   








 






 s

fsf
P

s

f

S

0,1,2,1,2
lim

0 s

s

S

1.21.2
lim

0




 s

s

S 0
lim


 1 . 

 

 

4.    2,1,32,  Pyxyxf  na direção da reta xy 2  

 

Um vetor na direção dada é jiv


2 .  Mais especificamente temos que o vetor unitário é 

igual a 
 














5

2
,

5

1

41

2,1
b


. 
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O ponto Q é dado por 









5

2
2,1

5

ss
Q . Ver Figura que segue 

 

 

x

y

2

-1

M

N

Q

P R

 
Assim,  

 
 

s

f
ss

f

P
s

f

S

2,1
5

2
2,1

5
lim

0

















 

  

0

2
2 1 3 2 2. 1 3.2

5 5
lim
S

s s

s

   
        

     

s

ss

S

62
5

6
62

5

2

lim
0






 

s

s

S

5

8

lim
0


5

58
 . 

 

 

5.    1,1,2, 22 Pyxyxf  , na direção do vetor tangente utilitário à curva 

     1,1,: 2 PemtttrC 


. 

 

Para definirmos o vetor tangente unitário temos: 

   ttr 2,1' 


 

   2,11' r


 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 212-214. 

279 

 

 










5

2
,

5

1

5

2,1
b


. 

 

Dessa forma temos que 









5

2
1,

5
1

ss
Q . Ver figura que segue 

x

y

1

1

M

N

Q

P
R

 
 

Portanto, 

 
 

s

f
ss

f

P
s

f

S

1,1
5

2
1,

5
1

lim
0

















 

 

s

ss

S

112
5

2
1

5
12

lim

22

0























 

s

ssss

S

0
5

4

5

4
1

55

2
12

lim

22

0




 s

s
s

S

5

6

lim

2

0




 5

56

5

6
lim

0












s

S
. 

 

 

6.    1,1,1,32,,  Pzyxzyxf , na direção do eixo positivo dos y. 

 

O vetor unitário na direção dada é jb


 . 

Dessa forma temos  1,1,1  sQ . Ver figura que segue. 
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x

y

z

P

Q  
Portanto, 

 
   

s

fsf
P

s

f

S

1,1,11,1,1
lim

0










   
s

s

S

11.31.21132
lim

0





=3. 

 

 

Nos exercícios 7 a 17, calcular o gradiente do campo escalar dado. 

 

7.   yzxzxyzyxf ,,  

     kyxjzxizyfgrad


 . 

 

 

8.   222 42,, zyxzyxf   

kzjyixfgrad


842  . 

 

 

9.   yxyyxf 23, 3   

 jxyiyfgrad


293 23  . 

 

 

10.   xyzzyxf ,,  
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      kxyzyxjxzxyziyzxyzfgrad


.,,
2

1
.

2

1
.

2

1
2

1

2

1

2

1


  

k
z

xyz
j

y

xyz
i

x

xyz
fgrad



222
 . 

 

 

11.   22,, yxzzyxf   

    kjyyxixyxfgrad





2.
2

1
2.

2

1
2

1
222

1
22  

kj
yx

y
i

yx

x
fgrad












2222
. 

 

 

12.   yxeyxf 
22,  

jeixefgrad yxyx


 
22 22 4. . 

 

 

13.   xytgarcyxf ,  

j
yx

x
i

yx

y
fgrad


2222 11 




 . 

 

 

14.  
yx

x
yxf




2
,  

 

 

   

 
2 2

.2 2 .1 .0 2 1x y x x y x
grad f i j

x y x y

    
 

 
 

   
2 2

2 2
 

y x
grad f i j

x y x y


 

 
. 

 

 

15.   zyzxyzyxf ln2,, 2   

  k
z

yzjzxiyfgrad












1
222 2  

 

 

16.  
z

yx
zyxf


,,  
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 
k

z

yx

z

yx
j

zz

yx
i

zz

yx
fgrad


2

2

1

2

1

2

1

1
.

2

11
.

2

11
.

2

1 







 








 








 







 

k
yx

z

z

yx
j

yx

z

z
i

yx

z

z
fgrad














222

1

2

1
. 

 

 

17.   yxezzyxf 
2

.,,  

kejeziexzfgrad yxyxyx


 
222

..2 . 

 

 

Nos exercícios de 18 a 24, representar geometricamente o campo gradiente definido pela 

função dada:  

 

18.    222

6

1
,, zyxzyxu 


  

kzjyixugrad


2.
6

1
2.

6

1
2.

6

1



  

1 1 1

3 3 3
grad u x i y j z k


    

Veja a representação gráfica a seguir 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

19.   yxyxu 42,   

jiugrad


42   

y 

z 

x 
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Veja a representação gráfica a seguir 

           

























x

y

 
 

 

20.  
222

1
,

yx
yxu


  

   2 2 2 2 2 2 2 22 2

x y
grad u i j

x y x y x y x y


 

   
 

 

x

y

 
 

 

 

21.   2

2

1
, xyxu   
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ixixfgrad


 2.
2

1
 

Veja a representação gráfica a seguir 

 

x

y

 
 

 

22.   22, yxyxu   

jyixugrad


22   

Veja a representação gráfica a seguir 

 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

x

y
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23.   yxyxu  2,  

jiugrad


 2  

Veja a representação gráfica a seguir. 

 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

x

y

 
 

 

24.   222 222,, zyxzyxu   

kzjyixugrad


444   

Veja a representação gráfica a seguir 

x
y

z
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25. Seja   22 52, yxyxf  . Representar geometricamente  00 , yxf , sendo  00 , yx  

dado por: 

 

a)  1,1  

b)  1,1  

c) 







3,

2

1
 

Temos: 

jyixf


104   

Assim: 

a)   jif


1041,1   

b)   jif


1041,1   

c) jif


31023,
2

1









  

Veja a representação gráfica 

 

-6 -4 -2 2 4 6

5

10

15

20

x

y

gradf(-1,1)

gradf(1/2,10sqrt(3))

gradf(1,1)

 
 

 

26. Dados 








2

3
,1A  e 








2,

2

1
B  e a função   xyyxf ln,  , determinar o ângulo formado 

pelos vetores    BfeAf  . 

Temos que: 

  xyyxf ln,   

j
xy

x
i

xy

y
f


 j

y
i

x

 11
  

jif


3

2

2

3
,1 







  

jif


2

1
22,

2

1









  

Assim, 
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4

1
4

9

4
1

3

2
.

2

1
2.1

cos













 =
221

14
. 

Assim, 

221

14
cosarc . 

 

 

27. Provar as propriedades (a), (b), (d) da Subseção 6.4.3 

 

(a)   fgradccfgrad   

 

Seja  zyxff ,,  uma função e c uma constante.  Podemos escrever  zyxcfcf ,,  

 

  kcf
z

jcf
y

icf
x

cfgrad















  

 

Usando propriedades das derivadas, vem: 

 

  k
z

f
cj

y

f
ci

x

f
ccfgrad
















  

 

               





















 k

z

f
j

y

f
i

x

f
c


 

 

               fgradc . 

 

 

(b)   ggradfgradgfgrad   

 

Seja    zyxggezyxff ,,,,   e    zyxgzyxfgf ,,,,   

Temos: 

                kzyxgzyxf
z

jzyxgzyxf
y

izyxgzyxf
x

gfgrad


,,,,,,,,,,,, 















  k
z

g

z

f
j

y

g

y

f
i

x

g

x

f
gfgrad























































  

  k
z

g
k

z

f
j

y

g
j

y

f
i

x

g
i

x

f
gfgrad































  

  











































 k

z

g
j

y

g
i

x

g
k

z

f
j

y

f
i

x

f
gfgrad


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  ggradfgradgfgrad   

 

 

(d) 
2

..

g

ggradffgradg

g

f
grad











 

 

k
g

f

z
j

g

f

y
i

g

f

xg

f
grad

















































 

 

k
g

z

g
f

z

f
g

j
g

y

g
f

y

f
g

i
g

x

g
f

x

f
g

g

f
grad


222




































 

 

 

2g

k
z

g
fk

z

f
gj

y

g
fj

y

f
gi

x

g
fi

x

f
g

g

f
grad








































 

 

2g

k
z

g
j

y

g
i

x

g
fk

z

f
j

y

f
i

x

f
g

g

f
grad

























































 

 

2

..

g

ggradffgradg

g

f
grad











 

 

 

28. Determinar e representar graficamente um vetor normal à curva dada no ponto 

indicado: 

 

a)  2,1;832 22 Pyx   

Temos: 

  832, 22  yxyxf  

jyixf


64   

  jif


2642,1   

Veja a representação gráfica. 
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-2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

x

y

 
 

 

b)  2,1;2 2  Pxy . 

Temos: 

  yxyxf  22,  

jixf


 4  

  jif


 42,1 . 

Veja a representação gráfica. 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

1

2

x

y

 
 

 

c)  2,2822 Pyx   

Temos: 

  2 2, 8f x y x y    

jyixf


22   

  jif


442,2   

Veja a representação gráfica. 
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-6 -4 -2 2 4 6

-6

-4

-2

2

4

6

x

y

 
 

 

d) 









2

1
,

2

1
;25 Pxy  

Temos: 

  yxyxf  25,  

jif


 5  

jif










 5

2

1
,

2

1
 

Veja a representação gráfica: 

-1 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

x

y

 
 

 

29. Determinar um vetor normal à superfície dada no ponto indicado e representá-lo 

geometricamente. 

 

a) 









3

2
,2,1;10352 Pzyx  

Temos 

  10352,,  zyxzyxf  
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kjif


352   

kjif


352
3

2
,2,1 







  

Veja a representação gráfica: 

x y

z

(1,2,2/3)

 
 

 

b)  0,0,0;42 22 Pyxz   

Temos: 

  zyxzyxf  22 42,,  

kjyixf


 44  

 0,0,0 0 0 1f i j k k       

Veja a representação gráfica 

x y

z

 
 

 

c)  2 22 ; 1,1,1z x y P   

Temos: 

  zyxzyxf 2,, 22   

kjyixf


222   

 1,1,1 2 2 2f i j k     

Veja a representação gráfica: 
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x
y

z

(-1,1,1)

 
 

 

30. Traçar as curvas de nível de   22

2

1

2

1
, yxyxf   que passam pelos pontos  1,1 , 

 2,1  e  1,2  . Traçar os vetores  1,1f ,  2,1f  e  1,2 f  

Temos as curvas de nível: 

  2222 2
2

1

2

1
111.

2

1
1.

2

1
1,1 yxyx   

  5
2

1

2

1

2

5

2

5

2

4

2

1
4.

2

1
1.

2

1
2,1 2222  yxyx  

  5
2

5
1.

2

1
4.

2

1
1,2 22  yx . 

Temos os vetores gradientes: 

jyixf


  

  jif


 1,1  

  jif


22,1   

  jif


 21,2  

Veja a representação gráfica: 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

x

y
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Nos exercícios 31 a 35, determinar uma equação para a reta normal à curva dada, nos 

pontos indicados: 

 

31.    4,2,1,1; 10

2 PPxy   

Para o ponto  1,10P  temos: 

  yxyxf  2,  

jixf


 2  

          jtitttbatr


 1211,21,1  

Assim,  

 

032

221

12111

21









yx

yx

yxytty

tx

 

 

Para o ponto  4,21P  temos: 

  jijif


 42.24,2  

          jtitttr


 4421,44,2  

Assim, 

 









ytty

tx

44

42
 

Assim,  

  .01844162442  yxyxyx  

 

 

32.  1,2;1 0

22 Pyx   

Temos: 

  1, 22  yxyxf  

jyixf


22   

 2,1 2 2 2f i j    

     ttr 2,221,2 


 

      jtittr


21222   

Assim, 














2

1
1221

222

y
tytty

tx

 

Portanto, 
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2

1
.222

y
x


  

yx 222   

0222  yx  

 

 

33.  2

04 ; 3,1x y P     

Temos: 

  4, 2  yxyxf  

jyif


2  

   3,1 1, 2f     

     3,1 1, 2r t t     

      jtittr


213   

Assim, 









ty

xttx

21

33
 

 321  xy  

621  xy  

052  yx . 

 

 

34.  1,3;4 0Pyx   

Temos: 

  4,  yxyxf  

jif


  

  jif


 1,3  

     ttr 1,11,3 


 

   


 jtittr )1(3


 

Assim, 









11

3

ytty

tx
 

3 1

2 0.

x y

x y

  

  
 

 

 

35.  0,2;4 0

22 Pyx   

Temos: 

  4, 22  yxyxf  
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jyixf


22   

   0,40,2 f  

     ttr 0,40,2 


 

   2 4 ,0r t t   

Assim, 









0

42

y

tx
 

0y . 

 

Nos exercícios de 36 a 40, determinar uma equação vetorial para a reta normal à superfície 

dada, nos pontos indicados: 

 

36.  1,1,1;1 0

22 Pyxz   

Temos: 

 

   

2 2, , 1

2 2

1,1,1 2,2, 1

f x y z x y z

f x i y j k

f

   

   

  

 

     

     

     ktjtit

ou

ttjtit

ttr













12121

12121

1,2,21,1,1

 

 

 

37.    2,1,1,2,1,1;4 10

222  PPzyx  

Temos: 

 

   22,2,22,1,1

222

4,, 222







f

kzjyixf

zyxzyxf


 

     
     ktjtit

ttr




2222121

22,2,22,1,1




 

 

   
     

     ktjtit

ttr

f





2222121

22,2,22,1,1

22,2,22,1,1







 

 

 

38.  5,4,3; 0

222  Pzyx  
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Temos: 

 

   

2 2 2, ,

2 2 2

3,4,5 6,8, 10

f x y z x y z

f x i y j z k

f

  

   

  

 

 

     

     

3,4,5 6,8, 10

3 6 4 8 5 10

r t t

t i t j t k

  

     
 

 

 

39.  3,2,1;1
3

1

2

1
0  Pzyx  

Temos: 

1
3

1

2

1
),,(  zyxzyxf  

  











3

1
,

2

1
,13,2,1

3

1

2

1

f

kjif


 

 

   

  ktjtit

ttr


































3

1
3

2

1
21

3

1
,

2

1
,13,2,1

 

 

40. 















2

33
,

2

1
,0;1

94
0

2
2

2

P
z

y
x

 

Temos: 

 
2 2

2, , 1
4 9

2 2
2

4 9

1 3 3 3
0, , 0,1,

2 2 3

x z
f x y z y

x z
f i y j k

f

   

   

   
       

   
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 

ktjt

ttr



























































3

3

2

33

2

1

3

3
,1,0

2

33
,

2

1
,0

 

 

 

41. Calcular  00 , yx
s

f




 na direção jiv


 2 : 

 

a)      2,1,;23, 00

22  yxyxyxf  

Temos: 

  jifgrad

jyixfgrad




862,1

46




 

O vetor unitário na direção dada é ji
ji

b





5

1

5

2

14

2





   

   

.54
5

520

5

20

5

8

5

12

8,6.
5

1
,

5

2
2,1










 






s

f

 

 

 

b)      2,1,;, 00  yxeyxf xy  

Temos: 

  jeiegradf

jxeiyegradf xyxy





22 122,1  


 

 

   

.5
5

5

5

5

1

5

4

,2.
5

1
,

5

2
2,1

2

2222

22














 






e
eeee

ee
s

f

 

 

 

c)     














2

1
,0,;

1
, 00 yx

x

yx
yxf  

Temos: 
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    

 

   

 

   

   
.

1

1

1

1

1

1

1

1

1

011

1

111

22

22

22

j
x

x
i

x

y

j
x

x
i

x

yxx

j
x

yxx
i

x

yxx
gradf





































 

jigradf











2

3

2

1
,0  

 

.
5

2

5

1

5

3

1,
2

3

5

1
,

5

2

2

1
,0


















 














s

f

 

 

 

42. Calcular as derivadas direcionais das seguintes funções nos pontos e direções 

indicados: 

 

a)   yeyxf x cos,   em (0,0) na direção que forma um ângulo de 45° com o eixo positivo 

dos x, no sentido anti-horário.  

Temos: 

.
2

)1,1(








b

jia
 

 
     

 
 

 

.
2

2

2

1
1.

2

1

0,1.
2

1,1

0,10,1.10,0

,cos














 

s

f

f

senyeyef xx

 

 

 

b)   zyxzyxf  22 34,,  em (-1,2,3) na direção da normal exterior à superfície 

4222  zyx , no ponto  2,1,1P . 
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Temos: 

  2 2 2, , 4F x y z x y z     

 

   

2 ,2 ,2

1,1, 2 2,2,2 2

F x y z

F

 

 
 

 

 
   





















2

2
,

2

1
,

2

1

4

22,2,2

844

22,2,2

22,2,2

b

a


 

 

 

   1,12,83,2,1

1,6,8





f

yxf
 

 

   

2

220

2

2

2

12

2

8

1,12,8.
2

2
,

2

1
,

2

1
3,2,1





























s

f

 

 

 

Nos exercícios de 43 a 47, determinar a derivada direcional da função dada: 

 

43.   zyxzyxf  22 43,, , na direção do vetor kjia


22  . 

 

   1,2,2, 1,2,2

31 4 4
b  

 
 

 

 1,8,6 yxf   

 

 
 

.
3

2

3

16
2

3

2166

1,8,6.
3

2,2,1











yx

yx

yx
s

f

 

 

 

44.   yzxzxyzyxf ,, , na direção de máximo crescimento de f. 

Temos: 
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 yxzxzyf  ,,  

 

     222

),,(

yxzxzy

yxzxzy
b







 

 

 
 

     
 

     

     

     

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1
2 2 2 2

1
2 2 2 2 2 2 2

1
2 2 2 2

, ,
, . , ,

2 2 2

2 2 2 2 2 2 .

y z x z x yf
x y y z x z x y

s y z x z x y

y z x z x y

y z x z x y

y z x z x y

y yz z x xz z x xy y

x y z yz xz xy f

  
   

     

    


    

      
 

          

         

 

 

 

45.   22, yxyxf  , na direção da semi-reta 0,4  xxy . 

Temos: 

     

2

1,1

2

4,05,1



b


 

 

 yxf 2,2  

 

 
 

  .22
2

22
2,2.

2

1,1
, yx

yx
yxyx

s

f








 

 

 

46.   224, yxyxf  , na direção de máximo decrescimento de f. 

Temos: 

 yxf 2,2   

 

   
2222

,

44

2,2

yx

yx

yx

yx
b








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 
 

 
.2

222

2,2.
,

22

22

22

22

22

22

yx
yx

yx

yx

yx

yx
yx

yx

s

f




















 

 

 

47.   2221,, zyxzyxf  , na direção do vetor kjia


 . 

Temos: 

 

3

1,1,1
b


 

 

           










zzyxyzyxxzyxf 2.1

2

1
,2.1

2

1
,2.1

2

1
2

1
222

2

1
222

2

1
222

 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1
. . .

3 3 31 1 1

.
3 1

f x y z

s x y z x y z x y z

x y z

x y z

   
  

         

  


  

 

 

 

48. A derivada direcional da função  yxfw ,  em  1,10P  na direção do vetor 


10PP , 

 2,11P  é 2, e na direção do vetor 


20PP  ,  0,22P  é 4. Quanto vale 
s

w




 em 0P  na 

direção do vetor 


00P , onde 0 é a origem? 

 


10PP =      1,01,12,1   

 
 1,0

1

1,0
b


 



20PP =      1,11,10,2   

 

2

1,1
b


 

 

   

 































4
2

1
,

2

1
.1,1

21,0.1,1

f
s

w

f
s

w
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     

 

 
 

2

1,1
.1,1

2

1,1

1,11,10,000














f
s

w

b

P


 

 

 

  

 



















4
2

1
,

2

1
.,

21,0.,

ba

ba

 

Da primeira expressão temos que 2b . Da segunda temos que: 

224

2

2
4

2

4
2

2

2
4

22







a

a

aba

 

Assim, 

 

422

2

2242

2

1
.2

2

242

2

1
,

2

1
.2,242


























s

w

 

 

 

49. Em que direção devemos nos deslocar partindo de  0,1,1Q  para obtermos a taxa de 

maior decréscimo da função      22
2522, yxyxyxf  ? 

 

         

 

 

2 2 2 .2 2 5 2 .5,2 2 2 2 5 2 2

8 4 8 50 20 ,4 2 4 20 8

58 16 8, 16 10 4

f x y x y x y x y

x y x y x y x y

x y x y

          

        

     

 

 

   

 10,34

41016,816580,1,1



f
 

A direção solicitada é dada por  ( ) 34,10 .f Q    
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50. Em que direção a derivada direcional de   22, xxyyxf   no ponto  1,1  é nula? 

 

 

   2,01,1

2,22





f

xxyf
 

   

   
















a

b

b

ba

ba

b
s

f

0

02

02.0.

02,0.,

02,0.1,1


 

Como b é unitário, 1 ou 1a a   . 

Assim, a derivada direcional é nula na direção do vetor   aa 0, -{0}. 

 

 

51. Em que direção e sentido a função dada cresce mais rapidamente no ponto dado? 

Em que direção e sentido decresce mais rapidamente? 

 

a)   22 22, yxyxyxf   em  1,1  

Temos: 

 

   

   

4 , 4

1,1 5,5 direção de máximo crescimento

1,1 5, 5 direção de máximo decrescimento

f x y x y

f

f

   

  

    

 

 

 

b)   xyeyxf ,  em  1,2   

Temos: 

 

   

   

2 2

2 2

,

2, 1 ,2 direção de máximo crescimento

2, 1 , 2 direção de máximo decrescimento

xy xyf ye xe

f e e

f e e

 

 

 

    

    

 

 

 

52. Determinar os dois vetores unitários para os quais a derivada direcional de f no 

ponto dado é zero. 

 

a)    10,10,, 33 Pxyyxyxf   

Temos: 
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 
   

 

    01010.3,1010.3.10,10

1010.3,1010.3

1010.10.3,1010.10.310,10

3,3

55

55

3232

3232












b
s

f

f

xxyyyxf



 

Assim, 

   

  

5 5

5

2
2 2 2

. 3.10 10 . 3.10 10 0

3.10 10 0

0

1
1 1 1 2 1

2

a b

a b

a b b a

b b a b a a

   

  

    

          

 

Dessa forma temos: 

 


















2

2
,

2

2

2

,

2a

aa
b


 

 

 

b)    2,3,, P
yx

x
yxf


  

Temos: 

 

   

   

  






 














































25

3
,

25

2
2,3

,

,

22

22

f

yx

x

yx

y

yx

x

yx

xyx
f

 

Assim, 

  






 






25

3
,

25

2
.2,3 b

s

f 
 

2

3

32

032

0
25

3
.

25

2
.

b
a

ba

ba

ba












 

2
2 29 2

1 1 1
4 13

b b b b b          

Dessa forma: 
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 
.

13

2
,

13

3

4

9

,2/3

2
2















b
b

bb
b


 

 

 

c)    0,1,, 2 Peyxf yx  

Temos: 

 
   22

22

,20,1

,2.

eef

eef yxyx



 

 

Assim, 

  00,1 




s

f
 

 

   

ab

ba

beae

eeba

2

02

0.2

0,2.,

22

22









 

2
2 2 1

1 1 4 1
5

b b a a a          

Dessa forma, 

.
5

2
,

5

1







 
b


 

 

 

53. Uma função diferenciável  yxf ,  tem, no ponto 








2
,0


, derivada direcional igual a 

5

2
 na direção ji


43   e igual a 

5

11
 na direção ji 34 


.Calcular: 

 

a) 









2
,0


f  

 

 

 



























































5

11

2
,0.

5

3,4

2
,0

5

2

2
,0.

25

4,3

2
,0





f
s

f

f
s

f

 

Seja  0, ,
2

f a b
 

  
 

. Temos: 
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












5

11
.

5

3
.

5

4

5

2
.

5

4
.

5

3

ba

ba

 

 









1134

243

ba

ba
 

 

1

2525

33912

81612













b

b

ba

ba

 

 

263

423





aa

a
 

Assim,  1,2
2

,0 










f . 

 

 

b) 












2
,0


s

f
 na direção jia


  

Temos: 

 
  .

2

2

2

1
1.

2

1
2.

2

1
1,2.

2

1,1

2
,0 











 

s

f
 

 

 

54. Determinar a derivada direcional da função 
 

x

y
z

2
1

  no ponto  2,10P  na 

direção da normal à elipse 832 22  yx  no ponto P0. 

 

Seja 2 2( , ) 2 3 8F x y x y   . A direção normal à elipse é dada por: 

 

   

4 ,6

1, 2 4,6 2

F x y

F

 

 
 

       
22

23,2

222

26,4

88

26,4

2.3616

26,4



b


 

 

Para determinar a derivada direcional temos: 
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   

     












 














 


1

122
,

1

12
2,1

12
,

1

2

2

2

z

x

y

x

y
z

 

 
 

     
2 22,3 2 2 3 2

1, 2 . 2 1 ,2 2 2 . 2 1 . 2 2 2
22 22 22

6 2 2
.

22

f

s

          
 




 

 

 

Nos exercícios  55 a 58, encontrar o valor máximo da derivada direcional do campo escalar 

dado, nos pontos indicados: 

 

55.      1,1;, 0

22 Pxyxyyxf   

Temos: 

    
     .2,12,011,1

22,22





f

xyxyxyyf
 

 

    .5411,11,1 



f

s

f
máx  

 

 

56.      .2,2,10,0,0;2,, 10

22  PePzxyxzyxf  

Temos: 

 

   

     4,2,64,2,422,2,1

0,0,00,0,0

2,2,22







f

f

zxyxf

 

 

    00,0,00,0,0 



f

s

f
máx  

 

    .142164362,2,12,2,1 



f

s

f
máx  

 

 

57.    zyxPsenyxzyxf ,,;cos,, 0  

Temos: 

 

   0,cos,,,

0,cos,

ysenxzyxf

ysenxf




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    .cos0,cos,,, 22 yxsenysenxzyx
s

f
máx 




 

 

 

58.    1,1;, 0  P
x

y
arctgyxf . 

Temos: 

























2

2

2

2

2

1

1

,

1
x

y

x

x

y

x

y

f  

  .
2

1
,

2

1

11

1

1

,
11

1

1

1,1 






 




























f  

  .
2

2

4

2

4

1

4

1

2

1
,

2

1
1,1 







 






s

f
máx  

 

 

59. Dada a função 222 zyxw  , determinar sua derivada direcional no ponto 

 2,1,1P  na direção da normal exterior à superfície 222 yxz   em P. 

Para obtermos a normal exterior à superfície 222 yxz  , tomamos: 

  222,, zyxzyxf   

 

   22,2,22,1,1

2,2,2





f

zyxf
 

Para 222 zyxw   temos: 

 

   22,2,22,1,1

2,2,2





w

zyxw
 

Assim,  

   
.0

4

0

16

844

844

22,2,2
.22,2,2 













s

w
 

 

 

60. Suponha que   2 2, 4 2 2T x y x y   , represente uma distribuição de temperatura 

no plano xy. Determine uma parametrização para a trajetória descrita por um ponto 

P que se desloca a partir de (1,2), sempre na direção e sentido de máximo 

crescimento da temperatura. 

Temos: 
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      

    

, .

'

r t x t y t trajetória do ponto P

r t gradT r t

 


 

Assim, 

    tytx
dt

dy

dt

dx
4,4, 








 

Resolvendo o sistema: 













y
dt

dy

x
dt

dx

4

4
 

Temos: 

4
dx

dt
x
    

4

1

ln 4

t

x t C

x C e

  


 

Assim, teCx 4

1

  e teCy 4

2

 . 

Para particularizar 1C  e 2C , temos que para  00, 1,2t P .  Dessa forma obtemos  

11 C      e    22 C . 

A trajetória é dada por: 

    0;2, 44   teetr tt
. 

 

 

61. A figura 6.24 mostra uma plataforma retangular, cuja temperatura em cada ponto é 

dada por   yxyxT  2, . Um indivíduo encontra-se no ponto 0P  desta plataforma 

e necessita esquentar-se o mais rápido possível. Determinar a trajetória (obter uma 

equação) que o indivíduo deve seguir esboçando-a sobre a plataforma. 

 

x y

z

P
o

4

6

2

4

 
Temos: 

  yxyxT  2,  

 1,2T  

    trgradTtr


'  
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 1,2, 








dt

dy

dt

dx
 

Resolvendo o sistema: 

 













1

2

dt

dy
dt

dx

 

Temos 

12 Ctx   e  2Cty  .  Particularizando as constantes vem: 

22  tx  e  4 ty  

Portanto: 

    104,22  ttttr


. 

 

 

62. Uma plataforma retangular é representada no plano xy por 

100150  yex . A temperatura nos pontos da plataforma é dada por  

63.   yxyxT 3,  . Suponhamos que duas partículas 21 PeP  estejam localizadas nos 

pontos (1,1) e (3,7), respectivamente. 

 

a) Se a partícula 1P  se deslocar na direção em que se esquentará mais rapidamente e a 

partícula 2P  se deslocar na direção em que se esfriará mais rapidamente, elas se 

encontrarão? 

b) Obter uma equação para a trajetória da partícula 1P , representando-a sobre a 

plataforma.   

Temos: 

 yxT 3  

 3,1T  

      

    

,r t x t y t

r t gradT r t



 
 

Considerando-se a partícula 1P  temos: 

 3,1, 








dt

dy

dt

dx
 

1
dt

dx
   e   3

dt

dy
 

Temos: 

1Ctx      e    23 Cty   

Particularizando as constantes vem: 1 tx  e    13  ty . 

Assim a trajetória é dada por  30,)13,1(  ttt .  
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Considerando-se a partícula 2P  temos: 

 3,1, 








dt

dy

dt

dx
 

1
dt

dx
   e   3

dt

dy
 

Temos: 

1Ctx      e    23 Cty   

Particularizando as constantes vem: 3 tx  e    73  ty . 

Assim a trajetória é dada por  ( 3, 3 7)t t    .  

Dessa forma temos as conclusões para os itens dado: 

a) As duas trajetórias estão sobre a mesma reta 23  xy  no plano xy. Como elas 

estão em sentido contrários se encontrarão. 

b) A equação para a trajetória 1P  é dada por 30,)13,1(  ttt  e está representada 

na figura que segue. 

x
y

z

15

10

P
1

 
 

 

64. Resolver o exercício 62 supondo que a temperatura seja dada por 

    100
2

1
, 22  yxyxT . 

Temos: 

    100
2

1
, 22  yxyxT  

 yxT ,  

      

    

,r t x t y t

r t gradT r t



 
 

 

Considerando-se a partícula 1P  temos: 

 yx
dt

dy

dt

dx
,, 








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











y
dt

dy

x
dt

dx

 

Resolvendo obtemos: 
tt eCyeeCx 21   

Particularizando as constantes vem: tt eyeex   

Assim a trajetória é dada por  xy   para ]10,0[x . 

 

Considerando-se a partícula 2P  temos: 

 yx
dt

dy

dt

dx









,,  

Obtemos: 
tt eCyeeCx   21  

Particularizando as constantes vem tt eyeex   73  

Assim a trajetória é dada por  xy
3

7
 . 

Dessa forma temos as conclusões para os itens dados: 

a) As trajetórias estão sobre duas retas distintas que se interceptam na origem. Como 

pode ser observado na figura apresentada a seguir, as trajetórias não se encontrarão. 

b) A equação para a trajetória 1P  é dada por xy   para ]10,0[x  e está representada 

na figura que segue. 

x

y

z

15

10

P
1

P
2

 
 

 

65. A densidade de uma distribuição de massa varia em relação a uma origem dada 

segundo a fórmula 
2

4

22 


yx
 . Encontrar a razão de variação de densidade 

no ponto (1,2) na direção que forma um ângulo de 45° no sentido anti-horário, com 

o eixo positivo dos x. Em que direção, a razão de variação é máxima? 
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Temos: 

  2

1
22 24


 yx  

   

      






 




























77

8
,

77

4
2.2414,1.24142,1

2.2
2

1
.4,2.2

2

1
.4

2

3

2

3

2

3
222

3
22



 yyxxyx

 

Para a direção considerada (forma um ângulo de 45°) temos: 

 

2

1,1
b


 

Assim,  

 
.

49

146

147

84

77

8
,

77

4
.

2

1,1 











 






s


 

 

A razão de variação é máxima na direção 






 

77

8
,

77

4
 e o seu valor é .

49

146
 

 

 

66. Usando o gradiente, encontrar uma equação para a reta tangente à curva 

122  yx , no ponto  1,2 . 

 

   

      
   

0 0. 0

2,1 . , 2,1 0

2 2, 2 . 2, 1 0

f P r r

f x y

x y

  

  

   

 

   2 2 2 2 1 0

2 2 4 2 2 0

2 1 0

x y

x y

x y

   

   

  

 

 

 

67. Encontrar o vetor intensidade elétrica gradVE 


 a partir da função potencial V, 

no ponto indicado. 

 

a)  2,2,2;22 222 PzyxV  . 

Temos: 

 

   4,8,82,2,2

2,4,4





gradV

zyxgradV
 

 4,8,8 


E . 
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b) 







 0,0,

2
;cos


PxeV y . 

Temos: 

 

 0,0,10,
2

cos,
2

.0,0,
2

cos,

00 




















esenegradV

xesenxegradV yy

 

 0,0,1


E . 

 

c)    2,2,1;2

1
222 


PzyxV . 

      










zzyxyzyxxzyxgradV 2.

2

1
,2.

2

1
,2.

2

1
2

3
222

2

3
222

2

3
222  

  






 


27

2
,

27

2
,

27

1
2,1,1gradV  

 27/2,27/2,27/1 


E . 

 

68. Um potencial elétrico é dado por 
2 2 2

10
V

x y z


 
. Determinar o campo elétrico 

representando-o graficamente. 

      


























222222222222

2.10
,

2.10
,

2.10

zyx

z

zyx

y

zyx

x
gradV  

 

     

 
 zyx

zyx

zyx

z

zyx

y

zyx

x
E

,,
20

20
,

20
,

20

2222

222222222222





















 

 

Ver representação gráfica a seguir. 
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x
y

z

 
 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 227-228. 

316 

 

CAPÍTULO 6 

6.10 - EXERCÍCIOS 

pág. 227 -228 
 

1. Dado o campo vetorial f


, calcular fdiv


. 

 

a)   jeixyxf xy


 42,  

xyxexfdiv  38


 

 

b)   jxixsenyxf


cos2, 2   

xsenxfdiv cos2


 

 

c)   kzyjxyziyxzyxf


222 32,,   
22 34 yxzxyfdiv 


 

 

d)   kzjxixyzyxf


 ln,,  

1
1

10 
xxy

y
fdiv


. 

 

 

2. Um fluido escoa em movimento uniforme com velocidade v


 dada. Verificar se v


 

representa um possível fluxo incompressível.  

 

a) kyjxizv
 22    

.0000 ívelincompressÉvdiv 


 

 

b) kjxiv


 2  

.0 ívelincompressÉvdiv 


 

 

c) jxixyv


 2  

.2 ívelincompressénãoyvdiv 


 

 

 

3. Provar a propriedade (a) da Subseção 6.7.3. 

 

a)   gdivfdivgfdiv


  

Seja: 
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 

 321

321

,,

,,

gggg

ffff








 

Temos: 

 332211 ,, gfgfgfgf 


 

 

       

.

321321

332211

332211

gdivfdiv

z

g

y

g

x

g

z

f

y

f

x

f

z

g

z

f

y

g

y

f

x

g

x

f

gf
z

gf
y

gf
x

gfdiv




































































































 

 

 

4. Encontrar a divergência e o rotacional do campo vetorial dado. 

 

a)    yzxzyzxzyxf  3,,42,,


 

yyfdiv  312


 

yzxzyzx
zyx

kj

frot















342

1



 

       1 4 3 0 0 1 .rot f z i j k z i j          

 

 

b)    2222 ,, yxyxyxf 


 

 yxyxfdiv  222


 

02222 yxyx

zyx

kji

frot



















 

    .222 kyxkyxfrot


  

 

 

c)    222 ,,,, zyxzyxf 


 

 .2222 zyxzyxfdiv 

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













 0

222 zyx

zyx

kji

frot




. 

d)    yseneyeyxf xx ,cos, 


 

cos cos 2 cos .x x xdiv f e y e y e y    

cos 0x x

i j k

rot f
x y z

e y e seny

  


  
 

  2x x xrot f e seny e seny k e senyk   . 

 

 

e)    yzxxyxyzzyxf 233 ,2,,, 


 

yxxyyzfdiv 223 6 


 

yzxxyxyz

zyx

kji

frot

233 2 

















 

   kxzyjxyzxyzizxfrot


3322 223  . 

 

 

f)      0,0,,,,
2222



















 yx

yx

x

yx

y
yxf


. 

   

   
0

2.
2

1
.2.

2

1
.0.

22222222

22

2

1
22

22

2

1
2222






















yxyx

xy

yxyx

xy

yx

yyxx

yx

xyxyyx

fdiv


 

0
2222 yx

x

yx

y
zyx

kji

frot




















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 

 

     

.

1
.

1
.

2.
2

1
12.

1
.

22

2222

22

2222

222

22

222

22

22

2
22

22

22

2
22

22

2

1
2222

22

2

1
2222

yx

k

k
yxyx

yx

k
yxyx

yyx

yx

xyx

k
yx

yx

y
yx

yx

yx

x
yx

k
yx

yyxyyx

yx

xyx
x

xyx

frot











































































































 

 

 

g)    kjizxyzyxf


32,, 2   
22 34 xyxyzzyfdiv 


. 

zxyzxyzxy

zyx

kji

frot

222 32

















 

     kxyzzyjzyxyixyxyzfrot


22326 2222  . 

 

 

5. Determinar  frot


 sendo: 

 

a) kzjxyisenxyf


 cos  

zxysenxy
zyx

kji

frot

cos
















 

  .cos kxyxysenxyfrot


  

 

 

b) kyjxziyxf


 32 2  
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yxzyx

zyx

kji

frot
















32 2




 

   kxzixfrot


22331  . 

 

 

c)   kziyxf


ln  

zyx
zyx

kji

frot

ln0 
















k


 . 

 

 

6. Provar a propriedade (a) da Subseção 6.8.3. 

 

  grotfrotgfrot


  

Seja: 

 

 321

321

,,

,,

gggg

ffff








 

 

 332211 ,, gfgfgfgf 


 

 

 

332211 gfgfgf
zyx

kji

gfrot


















 

 

              kgf
y

gf
x

jgf
x

gf
z

igf
z

gf
y

gfrot






















































 112233112233

 

   

kg
y

f
y

g
x

f
x

jg
x

f
x

g
z

f
z

ig
z

f
z

g
y

f
y


















































































 112233112233

j
x

g

z

g
j

x

f

z

f
i

z

g

y

g
i

z

f

y

f 





























































 





 31312323

2
 

k
y

g

x

g
k

y

f

x

f 



































 1212  

grotfrot


 . 
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7. Sejam  xyyzxzf ,,


 e  222 ,, zyxg 


. Determinar: 

 

a) . f  

. 0 2f divf z z z       

 

b) .g  

 . 2 2 2 2g x y z x y z        

 

c) f


  

xyyzxz
zyx

kji

f
















 

     

   

  jiyx

jyxiyx

kjyxiyxf











 0

 

 

d) g


  

222 zyx

zyx

kji

g
















0


 . 

 

 

e)  gf


  

222 zyx

xyyzxz

kji

gf




  

     3 3 3 3 2 2f g yz xy i x y xz j xy z x yz k       . 

 
3 3 3 3 2 2

i j k

f g
x y z

yz xy x y xz xy z x yz

  
  

  

  

 

       2 2 2 2 2 3 22 3 3 2 3 2 3f g xyz x z xz i yz y z xyz j x y z xy k           . 

 

 

f)   gf


  
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 
222

0

zyx

yxyx

kji

gf 




 

          kyxxyxyjxyzizyxgf


 2222 . 

 

 

g)    gf


  

    00,0,0.0,,  yxyx . 

 

 

8. Seja  2 2 .u x y f   . Calcular udiv


 no ponto  3,2,1P , sendo: 

 

a) xsenxyf   

    jxyxixyyf


cos1cos   

 

      jxyxixyyyxu


cos1cos.22   

 

          

 

2 2 2 2 2 2

2 2 4 4 2 2

4 4

cos 1 2 cos 2

2 cos 2 2 cos

2

divu x y y senxy y xy x x y x senxy x xy y

x y senxy y senxy xy xy x x senxy x y senxy xy xy

y senxy x x senxy

         

        

  

 

 

No ponto P(1,2,3) temos: 

.221522216  sensensenudiv


 

 

 

b) xyxyzf 2  

    kxyjxxziyyzf


 22  

 

       
     kxyyxjxyxzyxzxiyzyyxyzx

kxyyxjxxzyxiyyzyxu




3322333322

222222

2222

22




 

 

     

0

04242



 xyyxzxyxyzudiv


 

 

 

9. Se yzxf 32  e kxsenjxzixv


 3 , calcular: 

 

a)   vrotf


  
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kyxjzxiyzxf


332 226   

 

kzjxix

senxxzx

zyx

kji

vrot


















cos

2
3

 

 

       kzyxjxzxixyzxvrotf


 332 2cos26  

 

 

b)  vfdiv


 

 

     
ksenxyzxjyzxiyzx

ksenxyzxjxzyzxixyzxvf




.222

.2.2.2

3246

3333




 

 

  ysenxxzxyzxvfdiv 3245 2212 


. 

 

 

c)  

yzsenxxyzxyzx

zyx

kji

vfrot

3246 222

















 

 

       3 4 6 2 3 3 2 62 4 2 6 . 2 cos 8 2 .rot fv x zsenx x yz i x y x yz senx x yz x j x yz x z k      

 

 

10- Sendo    kzxjzxixzu


22 222  , calcular  urotrot


 

 

   

.22

02222

22 222

kxiz

kxjxxiz

zxzxxz

zyx

kji

urot



























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 

 

2 0 2

2 2

0

i j k

rot rot u
x y z

z x

j

  

  

 



 

 

 

11- Supondo que v


 representa a velocidade de um fluido em movimento, verificar se v


 

representa um possível fluxo incompressível. 

 

a)     jxiyyxv
 232,   

ívelincompressévdiv  0


 

 

b)    zyxzyxv ,,,, 


 

ívelincompressénãovdiv  3111


 

 

c)    0,2,2,, yxzyxv 


 

simvdiv  022


 

 

d)    xyyxv ,, 


 

simvdiv  0


 

 

e)    zyzxzzyxv 2,2,2,, 


 

nãozzvdiv  2222


 

 

 

12- Um fluido escoa em movimento uniforme no domínio   80|,  yyxD . Se a 

velocidade em cada ponto é dada por  iyv


1 , verificar que todas as partículas se 

deslocam em linha reta e que v


 representa um possível fluxo incompressível. 

 

ívelincompressévdiv  0


 

Veja o gráfico que segue. 
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-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

1

2

x

y

 
 

13. Verificar se as seguintes funções são harmônicas em algum domínio. 

 

a)   xyxzzyxf ln,,   

 

0gradfdiv ? 

kxj
y

i
x

zf












11
 

2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2

1 1
0

y x x y
div grad f f

x y x y x y

   
         

Portanto não é harmônica. 

 

 

b)     102, 22  yyxyxf  

 

  044

144

2 



f

jyixf


  

Portanto é harmônica em 2 . 

 

 

c)   ysenxyxf cosh,   

.0cosh.cos

cos.cosh

2 



yxsenxsenyhf

jyhxsensenixyf


 

Portanto é harmônica em 2 . 

 

 

d)   222,, zyxzyxf   

.06222

222

2 



f

kzjyixf


 

Portanto não é harmônica 
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e)   222

2

1

2

1
,, zyxzyxf   

0112

2

2 



f

kzjyixf


 

Portanto é harmônica em 3 . 

 

 

f)   zyxzyxf ,,  

.02 



f

kjif


 

Portanto é harmônica em 3 . 

 

 

g)   yeyxf x cos,   

 

  .0coscos

cos

2 



yeyef

jyseneiyef

xx

xx


 

Portanto é harmônica em 2 . 

 

14.  Verificar se o campo dado é irrotacional.  

a)    xyxzyzzyxf ,,,, 


  

     

Sim

kzzjyyixx

xyxzyz
zyx

kji

frot


















0








 

 

 

b)    zxxxyzzyxf 2,12,,, 

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    Nãokxzjxzxy

zxxxyz

zyx

kji

frot
























22

12 2

 

 

 

c)    xyzxyzxyz xyexzeyzezyxf ,,,, 


 

   
  .022

2222

Simkzexyezzexyez

jyexzeyyexzeyixeyzexxeyzex

xyexzeyze

zyx

kji

frot

xyzxyzxyzxyz

xyzxyzxyzxyzxyzxyzxyzxyz

xyzxyzxyz


























 

 

 

d)    yzsenxyyzsenxzyzxzyxf  ,,cos2,,


 

.0

cos2

Sim

yzsenxyyzsenxzyzx
zyx

kji

frot





















 

 

 

e)    222 ,,,, zyxzyxf 


  

.0

222

Sim

zyx

zyx

kji

frot





















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15- Um escoamento é representado pelo campo de velocidade 

  kyxjxzizyv
 2222 2 .  

Verificar se o escoamento é: 

a) um possível escoamento incompressível; 

b) irrotacional. 

 

Para o item (a) temos que: 

ívelincompressévdiv  0


 

 

Para o item (b) temos que: 

      .2424

2

22

2222

alirrotacionéNãokyzjxyzixyx

yxxzzy

zyx

kji

vrot
























 

 

 

16. Para um escoamento no plano xy, a componente em x da velocidade é dada por 

222 yxxy  . Determinar uma possível componente em y para escoamento 

incompressível. 

 

Temos: 

  jviyxxyv


2

222   

y

v
xyvdiv




 222


 

Assim, 
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   

 

 xaxyyv

xaxy
y

v

xadyxyv

y

v
xy















2

2
2

2

22

022

2

2

2

2

2

2

 

Sendo que a(x) é uma função arbitrária. 

 

 

17- Mostrar que se  zyxf ,,  é solução da equação da Laplace, f  é um campo vetorial 

que é, ao mesmo tempo, solenoidal e irrotacional. 

 

Se  zyxf ,,  é solução da equação de Laplace, temos que 02  f  ou   0fgraddiv . 

Para  zyxf ,,  podemos escrever que 





















z

f

y

f

x

f
f ,, .  Assim, pela hipótese dada 

temos que é solenoidal, pois   0fgraddiv .  Também é irrotacional, pois 

.0)(






























z

f

y

f

x

f
zyx

kji

frot  

 

 

18. Usando o teorema 6.9.3, o que se pode afirmar sobre o campo vetorial dado? 

a)    yeyseneyxf xx cos,, 


 em 2  

  .0coscos

0cos





















kyeye

yeysene

zyx

kji

frot

xx

xx

 

Podemos afirmar que f


é um campo conservativo em 2 . 
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b)  
    




















2

3
22

2

3
22

,,

yx

y

yx

x
yxf


 em       353|,

22
 yxyxD  

   

   

3 3
2 2 2 22 2

5 5
2 2 2 22 2

0

3 3
. .2 . .2

2 2

0.

i j k

rot f
x y z

x y

x y x y

y x y x x x y y k
 

  


  

 

  
    
 



 

Analisando o domínio (ver figura a seguir), observamos que não contém a origem e é 

simplesmente conexo.  Portanto, f


 é conservativo em D. 

1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

7

x

y

 

 

 

c)  
    




















2

3
22

2

3
22

,,

yx

y

yx

x
yxf


 em   1|, 22  yxyxD  

Temos que 0frot


.   
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Analisando do domínio (ver figura a seguir) observamos que D contém  0,0  e dessa forma 

f


 não é contínua em D. Portanto, f


 não é conservativo em D. 

-1 1

-1

1

x

y

 

 

 

 

d)  
      




















2

3
2222

3
2222

3
222

,,,,

zyx

z

zyx

y

zyx

x
zyxf


 

em   10|,, 222  zyxzyxD  

Temos que: 

     

   

   

   

.0

2.
2

3
.2.

2

3
.

2.
2

3
.2.

2

3
.

2

3
.2.

2

3
.

2

5
2222

5
222

2

5
2222

5
222

2

5
2222

5
222

2

3
2222

3
2222

3
222






















 












 











 






























kyzyxxxzyxy

jxzyxzzzyxx

izzyxyyzyxz

zyxzzyxyzyxx

zyx

kji

frot
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Analisando o domínio (ver figura a seguir), observamos que não contém a origem, sendo que 

D é simplesmente conexo.  Portanto, f


 é conservativo em D. 

x

y

z

 

 

 

e)     322 ,1cos,,,  emxyzyyzysenxzyxf


 

Temos: 

      .0cos010

1cos

2

22
























kyxjyix

xyzyyzysenx

zyx

kji

frot
 

Portanto, f


não é conservativo em 3 . 

 

 

f)     222 ,,  emxyyxyxf


 

Temos: 
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 

.2

11

022

k

k

xyyx

zyx

kji

frot




























 

Portanto, f


não é conservativo em 2 . 

 

 

g)     3,,cos,,  emyzxxsenzyxf


 

Temos: 

  .00011

cos






















kji

yzxxsen
zyx

kji

frot
 

Portanto, f


é conservativo em 3 . 

 

 

h)     2cos,,  emyxsenyxf


 

.0

0cos





















yxsen
zyx

kji

frot
 

Portanto, f


é conservativo em 2 . 

 

 

19. Verificar se os seguintes campos vetoriais são conservativos em algum domínio. Em 

caso afirmativo, encontrar uma função potencial. 
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a) kzyxjyzixf


22252   

Temos: 

0

52 222






















zyxyzx

zyx

kji

frot
 

O campo não é conservativo. 

 

 

b)     jxiysenxf


cos11   

Temos: 

  .0

0cos11






















ksenxsenx

xysenx
zyx

kji

frot
 

Portanto o campo é conservativo.  Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o 

sistema: 



















x
y

u

ysenx
x

u

cos1

1

 

Usando a primeira equação temos: 

   

   yaxyx

yadxysenxu



 
cos

1
 

Levando este resultado na segunda equação temos: 

cos 1 cos

1

u da
x x

y dy

da

dy


    





 

Assim, 
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  Cydya  

A função potencial é dada por Cyxyxu  cos . 

 

 

c) kzxjyzixyf


lnlnln   

 

.0

lnlnln





















zxyzxy
zyx

kji

frot
 

Portanto o campo não é conservativo. 

 

 

d) jyxy
yx

i
xyx

y
yf
























 22

1
3

2

2
 

Temos: 

2

2

1
3 2 2 0

i j k

rot f
x y z

y
y xy y

x xy x y

  


  

   
 

 

 
   

 

   

0

1

1.
22

1

22

2

2

22

2

2









































yxx

xyxyx

yx

k
xyx

xyxyx
yy

yx
frot

 

Portanto, o campo é conservativo em domínio simplesmente conexo que não contém pontos 

da reta xy  . 

Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o sistema: 
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






















yxy
yxy

u
xyx

y
y

x

u

22
1

3
2

2

 

Usando a primeira equação temos: 

xyx

y
y

x

u







2

2 3  

 

 yayxxxxy

dx
yxx

xxy

dx
yxx

y
xxy

dx
xyx

y
yu






































lnln3

11
3

3

3

2

2

2

2

2

 

Levando este resultado na segunda equação temos: 

1 1
2 2 2

u da
yx xy y

y x y dy x y


     

  
 

2
da

y
dy

  

.
2

22 2
2

CyC
y

dyya    

A função potencial é dada por Cyyxxxxyu  22 lnln3 . 

 

 

e)   kxjxsenxyiysenxyxzf


2510   

Temos: 

   

210 5

10 10 cos cos .

0.

i j k

rot f
x y z

xz ysenxy xsenxy x

x x j yx xy senxy y xy x senxy k

  


  



     


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Portanto, o campo é conservativo.  Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o 

sistema: 































25

10

x
z

u

xsenxy
y

u

ysenxyxz
x

u

 

Usando a primeira equação temos: 

ysenxyxz
x

u





10  

   
2

10 10 cos , .
2

x
u xz ysenxy dx z xy a y z       

Levando este resultado na segunda equação temos: 

0 ( )

u a
xsenxy xsenxy

y y

a
b z

y

 
  

 


 



 

 zba   

Usando a terceira equação temos )(cos5 2 zbxyzxu  : 

2 25 5

0

u db
x x

z dz

db

dz


  





 

Cb   

A função potencial é dada por Cxyzxu  cos5 2  

 

 

f) kejeief zyx


32   

Temos: 
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0

32





















zyx eee

zyx

kji

frot
 

Portanto, o campo é conservativo.  Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o 

sistema: 






























z

y

x

e
z

u

e
y

u

e
x

u

3

2  

Usando a primeira equação temos: 

xe
x

u





 

 zyaedxeu xx ,   

Levando este resultado na segunda equação temos: 

ye
y

a

y

u
2









 

 zbedyea yy   22  

 zbeeu yx  2  

Levando este resultado na terceira equação temos: 

3 zu db
e

z dz


 


 

Cedzeb zz   33  

A função potencial é dada por Ceeeu zyx  32 . 
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20. Encontrar uma função potencial para o campo f


, no domínio especificado: 

 

a)  
      

















2

3
2222

3
2222

3
222

,,,,

zyx

z

zyx

y

zyx

x
zyxf


em qualquer domínio 

simplesmente conexo que não contem a origem. 

f


 é conservativo em qualquer domínio simplesmente conexo que não contem a origem. 

Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o sistema: 

 

 

 



































2

3
222

2

3
222

2

3
222

zyx

z

z

u

zyx

y

y

u
zyx

x

x

u

 

Usando a primeira equação temos: 

  2

3
222







zyxx

x

u
 

),(

2

1

)(

2

1

)(

2

1

222

2

3

222

yxa
zyx

dxzyxxu
















 

Aplicando na segunda equação temos: 

    2

3
2222

3
222 2.

2

1
.















zyxy

y

a
yzyx

y

u
 

Assim, 0




y

a
. 

 zba   

   zbzyxu 


2

1
222  

Aplicando na terceira equação temos: 
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   
3 3

2 2 2 2 2 22 2
1

.2
2

u db
x y z z z x y z

z dz

 


      


 

0 .
db

b C
dz

    

.
1

222
C

zyx
u 




  

 

 

b)   











222222222

2
,

2
,

2
,,

zyx

z

zyx

y

zyx

x
zyxf


 

em qualquer domínio simplesmente conexo que não contém a origem. 

f


 é conservativo em qualquer domínio simplesmente conexo que não contém a origem. 

Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o sistema: 

 

 

 

































222

222

222

2

2

2

zyx

z

z

u

zyx

y

y

u
zyx

x

x

u

 

Usando a primeira equação vem: 

222

2

zyx

x

x

u







 

 .,ln
2 222

222
zyazyxdx

zyx

x
u 


   

Aplicando na segunda equação temos 

222222

22

zyx

y

y

a

zyx

y

y

u















 

0




y

a
 

 a b z  

Usando a terceira equação temos: 
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2 2 2 2 2 2

2 2

0

u z db z

z x y z dz x y z

db
b C

dz


  

    

  

 

A função potencial é dada por: Czyxu  222ln . 

 

c)    zzz xyexeyezyxf ,,,, 


 

f


 é conservativo em 3 . 

Vamos então encontrar a função potencial, resolvendo o sistema: 






























z

z

z

xye
z

u

xe
y

u

ye
x

u

 

Usando a primeira equação temos: 

zye
x

u





 

   zyaxyedxyeu zz ,  

Aplicando na segunda equação temos: 

.zz xe
y

a
xe

y

u










 

0




y

a
 

 a b z  

Usando a terceira equação temos: 

.z zu db
xye xye

z dz


  


   

0
db

b C
dz

    

A função potencial é dada por: 

Cxyeu z  . 
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CAPÍTULO 7 

7.6 - EXERCÍCIOS 

pág. 241 -244 

 
1. Calcular  ,

R

f x y dx dy , onde: 

 

a)   .10;31:;,  yxretângulooéRexyxf xy  

 

    2131

1

313
3

1

3

1

1

0

1

0

3

1

1

0









 

eeeexxedxe

exy
edyex

dxdyex

x

xxy

xy

 

 

 

b)  , ; : 0 3; 0 1.xyf x y y e R é o retângulo x y      

 

 
1

31 3 1 1

3 3 3

00 0 0 0 0

1 1 1 41 31 1 .
3 3 3 33

xy yxy yy e dx dy dy e dy e ee ye           
 

     

 

 

c)   .
2

0;20:;cos,


 yxretângulooéRxyxyxf  

 

   




















4
11

2
0cos2

2
cos

2

2
cos

2

2

2
cos

cos

2

0

2

0

2

0

2/

0

2

0

2

0

















 

xdxxsen

x
senxysendyxyx

dxdyxyx

 

 

 

d)   .21;32:;ln,  yxretânguloéRxyyxf  
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 

 

     

 

2 3

1 2

3
3

2
2

2
2

1
1

ln

ln

1
ln

1
ln ln ln

ln 3 ln 3 3 2 ln 2 2 3 ln 3 2 ln 2 1ln

2 4 1
3 ln 3 2 ln 2 1 3 ln 3 2 ln 2 13 ln 3 2 ln 2 1

2 2 2

3
3 ln 3 2 ln 2 1 .

2

y x dx dy

x dx

u x du dx
x

dv dx v dx x c

x dx x x x dx x x x
x

x dx x x x

y
y dy

  

    

     

       

 
           

 

  

 





 





 

 

 

e)   .21;21:;
1

, 


 yxquadradooéR
yx

yxf  

 

2 2

1 1

2 2

1
1

2

1

1

ln 2 ln 1ln

ln 2 ln 1

dx dy
x y

dx
y yx y

x y

y y dy



    


  

 





 

Resolvendo as integrais temos: 

 

 

   

 

 

   .2ln22ln                        

2

2
12ln                        

2
2ln                         

2

1
2ln2ln

2

1
2ln

2ln

yyyy

dy
y

yy

dy
y

y
yy

dy
y

yyydyy

cydyvdydv

dy
y

duyu

dyy





































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Assim,  

      

     

 

2 2

1
1

2
2

1
1

2

1

2

1

ln 2 4 ln 4 3 ln 3 1ln 2 2 ln 2

ln 1 ln 1 3 ln 3 2 ln 2 1ln 1

4 ln 4 3 ln 3 1 3 ln 3 2 ln 2 1 4 ln 4 6 ln 3 2 ln 2

4 ln 4 3 ln 3 2 ln 2 4 ln 4 6 ln 3 2 ln 2 10ln 2 6ln 3.

y dy y y y y

y dy y y y y

dx

x y

dy

       

       

        


      









 

 

 

2. Esboçar a região de integração e calcular as integrais iteradas seguintes: 

 

a)   dxdyyx

x

x

  

1

0

2

42  

Temos que: 









10

2

x

xyx
 

Veja gráfico a seguir. 

-1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

 
 

     

2

2

2 2 2 2 2

1
1

2

0
0

2
2 4 2 2 2 4 2 6 8 .2 4

2

3 8
8 .8

33

x

x

x
x

y
x y dy x x x x x x x xxy

x
x dx

 
          

 
 

 




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b)   dydxxxy

y

y

 




2

0

2
 

Temos que: 









20 y

yxy
 

Veja gráfico a seguir. 

-2 -1 1 2

-1

1

2

x

y

 
 

     
2

2 2 2 2 2

2

0

2 2 12 0
2 22 2

0 0

y

y

y
y

yx x
xy x dx y y y yy

dy




 
       

 
 







 

 

 

c)  
e

x

dxdyx
1

1

ln

 

Temos que: 









ex

yx

1

1ln
 

Veja gráfico a seguir. 
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-1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

x

y

 
 

 

  dxxxx

xxxxxxydyx

e

x
x









1

1

ln

1

ln

ln

lnln1

 

Resolvendo a integral temos: 

c
x

x
x

dx
x

xx
xdxxx

c
x
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dx
x

duxu
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






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1
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2
 

Portanto. 
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4

3
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4

3

4

1

22
                                                                

4

1

2
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4

1
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2
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2
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1
1
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e

e
ee
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e
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d)   

e x

y
dxdy

ee
1

ln

0

1
 

Temos: 









ex

xy

1

ln0
 

Veja gráfico a seguir. 
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Invertendo os limites de integração temos: 

 


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e
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y
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e
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e

y
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e)  


0 0

xsen

dxdyy  

Temos que: 









x

xseny

0

0
 

Veja gráfico a seguir. 

π/2 π
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x
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  
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4

1
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0
0
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


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



sensenxxxsendxxsen
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y

dyy
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f)  
1

0

1

0

2y

dydxx  

Temos que: 











10

10 2

y

yx
 

Veja gráfico a seguir. 

1

1

x
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 

2
2 1

1

2 2

0
0

1

1

2

0
0

2 1 1 1
1

2 2 22

31 1 1 1 11 1
.

2 2 2 6 32 2 3
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x
x dx y y

y
y dy y




    

  
       

  
 





 

 

 

g)  






1

1

4

1

2

2

x

x

dxdyx  

Temos que: 











11

41 22

x

xyx
 

Veja gráfico a seguir. 
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
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


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 
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 
 
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
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h)  
1

0 2

2

x

x

dxdyxy  

Temos que: 




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

10

2

x

xyx
 

Veja gráfico a seguir. 
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 
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i)  
2

1 0

ln

x

dxdyxy  

Temos que: 









21

0

x

xy
 

Veja gráfico a seguir. 
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0
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2 2
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2
ln lnln
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ln
2

x
x
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x
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

  

 

Vamos resolver a integral 
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3 3 3
2 3

2
2 2

1 1

1 1 1
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j)   

1

0 0

y

dydxyx  

Temos que: 









10

0

y

yx
 

Veja gráfico a seguir. 

1
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Resolvendo a integral vem: 

     
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k)  
1

0

1

0

3sec dxdyx  

Temos que: 




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

10

10

x

y
 

Veja gráfico a seguir. 
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l)  




1
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1

1

|| dydxyx  

Temos que: 








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11

y

x
 

Veja gráfico a seguir. 
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m)   
 



1
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22 2

x

dxdyyx  

Temos que: 








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1

x
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Veja gráfico a seguir. 
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n)  


2

1

1

0

2

x

dxdyx  

Temos que: 


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Veja gráfico a seguir. 
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3. Inverter a ordem de integração: 

 

a)   
4

0

2

0

,

y

dydxyxf  

Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 

-1 1 2

1

2

3

4

x

y

 

 
2 4

0 2

0 2

0 4

Portanto,

,
x

x y

y

f x y dy dx

 


 

 

 

 

 

 

b)   
1

0

2

3

,

x

x

dxdyyxf  

Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 

 

-1 1

1

2

x

y
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x
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c)   
2

1 0

,

xe

dxdyyxf  

Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 

1 2

x

y

e
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      



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 Portanto,
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d)   


3

1

32

0

2

,

xx

dxdyyxf  

Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 
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e)   
4

0 22

,





xsen

x

dxdyyxf  

Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 
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f)   
2

0 0
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,

y

dydxyxf  

Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 
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g)   
1

0
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,

x

x

dxdyyxf  

Veja a representação gráfica e analítica da região de integração. 

 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 241 – 244. 

359 

 

1

1

2

3

x

y

 
 

      





2

0

2

3

3

2

1

3

,,

Portanto,

10

32

y

y y

dydxyxfdydxyxf

x

xyx

 

 

 

4. Calcular   
R

dydxx 4 , onde R é o retângulo 60,20  yx . Interpretar 

geometricamente. 

 

 

 

6 2

0 0

2

2

0

0

6 6

0
0

4

2

4 2 8 10

10 60

4
2

10

x dx dy

x dx

dy

x
x

y



    

 

 

 
  

 



  

 

Volume do sólido com base retangular e superiormente delimitado pelo plano: 4 xz . 

 

 

5. Calcular   
R

dydxyx8 , onde R é a região delimitada por 42  yexy . 

Segue a região de integração. 
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-2 -1 1 2

1

2

3

4

x

y

 

 
2

2

4

4 4 4
2 3 3 2

2

2 4
3 2

2

2

2
16

8 8 4 4 8 8 4 24
2 2 2

5 4 3 2

8 4 24
2

1 1
                                               32

10

8
2

1
8 4 24

2 5 4 3 2

x

x

x x
x y dy x x x x x x

x
x x x dx

y
y xy

x x x x
x





  
                 

   

 
     

 

  

 
   

 

 
      

 

     
8 1 1 8

16 8 2 4 24 2 32 16 8 2 4 24 2
4 3 10 4 3

896

15

   
                    

   



 

 

 

6. Calcular  
R

dydxyxsenx  onde R é a região delimitada por 

xyexy 
2

,0


. 

Segue a representação gráfica da região: 

π/2

x

y

2



 
Assim, 
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 

 

   

2

0 0

0

0

2
/2

0
0

cos( ) cos cos 0 cos 1

1 cos 1
2 2 2

x

x
x

x sen x y dy dx

x sen x y dy x y x x

x dx x senx sen




   

       

      

 





 

 

 

7. Calcular 
R

dydxysenxsen  onde R é o retângulo  
2

0
2

0


 yex . 

 

2 2

0 0

2
2

0
0

2
2

0
0

cos cos 0 0 1
2

cos cos 0 1
2

cos

cos

sen x sen y dx dy

sen x sen y dx sen y sen y sen y sen y

sen y dy

xseny

y

 











       

    

 





 

 

 

8. Calcular 
R

dydx
x

xy ln
 onde R é o retângulo 1121  yex . 

 

 
 

   
    

 

 











1

1

2

1

1

2

2

1

2

2

1

1

1

2

1

0112ln
4

1
22

2

2ln

2ln
2

2
ln

ln

22

2ln

2

ln

y

x
y

dyy

y
dx

x

xy

dydx
x

xy

  

 

 

9. Calcular   
R

dydxyx 22  onde R é a região delimitada por 

04  yexexy . 

 

Veja a representação gráfica da região: 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 241 – 244. 

362 

 

1 2 3 4

1

2

x

y

 
Assim,  

 

 

2

2

2

2 4

2 2

0

4

4 6
2 2 2 4

2

2 6
2 4

0

0

3
642

4
3 3

3 7 5
64

4
3 3

4288
.

105

3

64 1
4

3 3 3 7 5

y

y

y

x y dx dy

y
x y dx y y

y
y y dy

x
y x

y y y
y



     

 
     

 



 

 
  

 

 
     

 

 

 

 

10. Calcular 
 
R yx

dxdy
2

 onde R é o retângulo 2143  yex . 

 

 

 
 

 

4 2

2

3 1

2
2

2
2

1

1
1

44

33

1

1 1

2 1

1 1
2 ln 5 ln 3 3 ln 2

2 1

1

1

ln 2 ln 1

dy dx

x y

x y dy
x x

dx
x x

x y

x y

x x








    

 

 
     

  

 

 


 

   

 

 

 

11. Calcular  
R

dydxyx )2(  onde R é a região delimitada por 

21;5;12  yeyxyx . 



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 241 – 244. 

363 

 

Veja a representação gráfica da região a seguir: 

-1 1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

x

y

 
Assim,  

 

 

 

2

2

2

3

2 5

1 1

5

5

1

1

4 2

2

2

4 3 2

1

1

2

2

2

2 6 24

5 4 3 2
1533

2 6 24
20

2
2

2 6 24
5 4 3 2

y

y

y

x y dx dy

x y dx

y y y y

y y y y dy

x
yx

y y y y
y

 











  

     

      

 

 
  

 

 
      
 

 

 

 

12. Calcular 
2

2

R

x
dx dy

y   onde R é a região delimitada por 2
1

;  xe
x

yxy . 

 

Veja a representação gráfica da região, a seguir: 

-1 1 2 3

1

2

x

y

 
Assim,  
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32
22
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2

2

2

1 1

2
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1
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 



 
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




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y

xy
x

dxxx

xxxxx

x

x

x

x
dy

y

x

dxdy
y

x

x

x

x

x

x

x

x

x

  

 

 

13. Calcular  
R

dxdyyx )(  onde R é a região delimitada por 

11;1;1 22  xexxyxy . 

Veja a representação gráfica a seguir: 

-1 1

-2

-1

1

2

x

y

 
Assim,  

 

         

  .022
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1
1
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 
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























dxxx

xx

x
xx

x
xxdyyx

dxdyyx

y
xy

x

x

x

x

x

x

 

 

 

14. Calcular 


R

x dydxe
2

, sendo R a região delimitada por 40;4  xeyyx . 

Veja a representação gráfica da região a seguir: 
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x
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x
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dxdye
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x

x

x

x

x

x
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15. Calcular   dydxx
R

1 , sendo R a região delimitada por 1 yx . 

 

Veja a representação gráfica a seguir: 

-1 1

-1

1

x

y

y=1-x

y=x-1y=-x-1

y=1+x
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 
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 
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



       
       

 
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  




 
   
 
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Resposta Final: 1+1=2.    

 

 

16. Calcular 
R

dydxy2 , sendo R a região delimitada por 232  xyexy . 

Veja a representação gráfica da região a seguir: 

1 2

-1

1

2

3

4

x

y
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 

 



 
  
 
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17. Calcular 
R

dydxx , sendo R a região delimitada por 

3 5
, 4 e

2 2
y x y x y x     . 

Veja a representação gráfica da região a seguir: 

 

-1 1 2
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1

2

3

4

x

y

 
 

 

0
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5
1

0

4 4
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


   




y

y

y

y

dydxxdydxx  

 

 

18. Calcular 
R

dydxy , sendo R a região delimitada por 

22,1,0 2  yeyyxx . 

Veja a representação gráfica da região a seguir: 
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19. Sejam    yqexp  funções contínuas. Se R é o retângulo    dcba ,,  , verificar que 

          

b

a

d

c

dyyqdxxpdydxyqxp . 

 

            

d b d b b d

c a c a a c

p x q y dx dy q y p x dx dy p x dx q y dy
 

   
 

       

 

 

20. Calcular   
R

dydxyx  onde R é a região descrita na figura 7.17. 

Veja a representação gráfica da região a seguir: 
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Resposta Final: 2
768

1536

768

375

768

1161
  

 

 

21. Calcular   
R

dydxyx1  onde R é delimitada pelo triângulo de vértices (1,1), (1,2) 

e (2,-1). 

 

Veja a representação gráfica da região, a seguir: 
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1 2 3

3 5
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2 3
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x

x y dy dx

dx
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y xy
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 

 

 

 



 

 
  

 

 

 

 

22. Calcular 
R

xdx dy  onde R é a região descrita na figura 7.18. 
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1

2

x
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2

2

3 4

0 1

3

3 34
2

1
0 0

0

3 2
2 2

5
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6

41

2 3 2 2

x

x

x dy dx

dx x x x dx

x x
xy





    

 

 


      
 
 

 

 

 

23. 
R yx

dydx

1
, onde R é a região descrita na Figura 7.19. 
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24. Calcular 
R

x dxdye
2

 onde R é a região descrita na Figura 7.20. 
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2
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1 1
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2 2 1 1

2 2
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x
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x x
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 
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CAPÍTULO 7 

7.8 - EXERCÍCIOS 

pág. 254 - 256 
 

1. Calcular     dydxyx
R

222  onde R é a região da Figura 7.32. 

 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

 
Temos: 

 

2

222 2
2

2

0

2 2 0 2

6
64 64 32

.
6 2 6 2 3

64

6 6
r r dr d d

r


 

  

 
  

  

          

 

 

2. Calcular     dydxyxsen
R

22  onde R é a região da Figura 7.33. 

 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

y

 
Temos: 
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       


















  


0

2

0 0 0

2

0

2

2

1
4cos

2

1

2

1
4cos

2

12cos
2

1
ddddrrrsen r . 

 

3. Calcular    221 yx

dydx

R

, onde R é a região da Figura 7.34. 

 

-2 -1 1 2

-2
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1
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x

y

 
Temos para a região do primeiro quadrante: 

    



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
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1
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1
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2

1
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
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
dd

r

ddrr
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Para a região do terceiro e quarto quadrante temos: 

  .5ln
2

5ln
2

12

1

2 2

0

2 2

0

2 1ln
2

1
   








 



















dd

r

ddrr
r

a

 

Portanto, a resposta final fica: 5ln
8

5 . 

Observe que também poderia ter sido calculada só uma integral com r variando de 0 a 2 e 

  variando de  a 
4


 . 

 

4. Calcular 
  


23221 yx

dydx

R

 onde R é a região da Figura 7.35. 
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Temos: 
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1 2
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2

3 2 22
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1 1 .

12 2 2 2 22 11
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1
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d dr r r dr

ar r



   




   
       

   


  


 

 

 

5. Usando coordenadas polares, calcular: 

 

a)   




4

0

4

0

22

2yy

dydxyx  

Veja a representação gráfica da região de integração. 

1 2 3 4

1

2

3

4

x

y
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 
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
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b)  






2

2

4

4 2

x

x

dxdyy  

Veja a representação gráfica da região de integração. 
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


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0
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011
3

8

3

8
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3

8

3
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x
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r
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c)  


1

1

1

0

2x

dxdyy  

Veja a representação gráfica da região de integração. 
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3
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r
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d)  
1

0 0

2yy

dydxy  

Veja a representação gráfica da região de integração. 

 

1

1

x

y

  



Resolução dos exercícios de GONÇALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Cálculo B: Funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície. São Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 254 – 256. 

377 

 

2

2 2

2 2

2

2

2
2 2 2

4

0 0 0 0
00

2

0

0

0 1

0

1 1

2 4

3
1 3 2

3

3

16

1 1 3
cos

3 3 4 4

1 1 1 1
cos cos

12 4 2 2

sen

sen

x y y

y

x y y

x y y

x y

r sen r dr d d sen d
r

sen sen sen d

sen sen



   



    



    

    

  

 

 

  

 
   
 

    

 

 
       
 

  
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e)  








1

1

1

1

22

2

2

1

x

x

dxdyyx  

Veja a representação gráfica da região de integração. 
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 


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f)  
2

0

4 2y

y

dydxx  

Veja a representação gráfica da região de integração. 
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g)  
2

0 0

y

dydxx  

Veja a representação gráfica da região de integração. 
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Esta integral tem uma resolução mais simples se resolvida em coordenadas cartesianas, 

mas é possível resolvê-la em coordenadas polares como segue: 
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Veja a representação gráfica da região de integração. 
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i)  
2

0

2

0
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dxdyx  

Veja a representação gráfica da região de integração. 

1 2

1

2

x

y

 
Temos: 

2

2 cos

2 2 cos 2 2 22 2

3 3 4

0 0 0 0 0 0 0

0

3
1 8

cos cos 2 cos cos
3 3

.
2

cos
3

x x

x dy dx r r dr d d d d
r



    

       






       



        

 

 

6. Calcular    dydxyx
R

22 , sendo R a região delimitada por 

91 2222  yxeyx . 
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Veja a representação gráfica da região de integração. 
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7. Calcular  
 

 dydxe yx

R

222 , sendo R o círculo 422  yx . 
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8. Calcular   dydxx
R

, sendo R a região delimitada por 0422  xyx . 

Veja a representação gráfica da região de integração. 
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9. Calcular     dydxyx
R

22 , sendo R a região interna à circunferência yyx 422   e 

externa à circunferência yyx 222  . 

Veja a representação gráfica da região de integração. 
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10. Calcular   dydxy
R

, sendo R a região delimitada por 

242, xyexyxy  . 

Veja a representação gráfica da região de integração. 
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11. Calcular   dydxxy
R

, onde R é delimitada por 
2 2

1
4 9

x y
  . 

Veja a representação gráfica da região de integração. 
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-1

1

2

3

x

y

 
Para resolver essa questão podemos usar uma dupla transformação como segue: 

 Usar vyux 3;2  , com o Jacobiano igual a 6, resultando a região R’ como um 

círculo centrado na origem de raio igual a 1; 

 Usar a transformação para coordenadas polares. 

 

12 1 2 4

0 0 0 0

2 .3 .6

36 cos 36 cos . 0.
4

R R

xydxdy u v dudv

r
r rsen r dr d sen d

 

     



 

   

 

  
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12. Calcular       dydxyx
R

22
21 , onde R é a região delimitada por 

    121
22
 yx . 

Veja a representação gráfica da região de integração. 

1 2 3

1

2

3

x

y

 
Neste caso vamos fazer a transformação: 

 

 

1
10

01

22

11







Jacobiano

vyvy

uxux

 

E posteriormente a transformação para coordenadas polares. 

 

.
3

2
..

1

0

2

0

22 




 


drdrrdvduvu
R

 

 

 

13. Calcular   dydx
R

 sendo R a região delimitada pela elipse     4234
22
 yx . 

Interpretar geometricamente. 

 

Veja a representação gráfica da região de integração. 

 

1 2 3 4

1

2

3

4

x

y

 
Neste caso temos uma tripla transformação: 
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 Fazendo 2,3  yvxu  temos o Jacobiano igual a 1.  A região fica delimitada 

por uma elipse centrada na origem; 

 Fazendo wvzu 2,   temos o Jacobiano igual a 2.  A região fica transformada em 

um círculo centrado da origem de raio 1. 

 A última transformação é o uso das coordenadas polares. 

 

Assim, temos: 

.222
"

2

0

1

0'




   
RRR

rdrddzdwdudvdxdy  

O resultado obtido representa a área da região delimitada pela elipse. 

 

 

14.     dydxyx
R

8 , sendo R delimitada por 122  yx . Interpretar 

geometricamente. 

Veja a representação gráfica da região de integração. 

-1 1

-1

1

x

y

 

   

 

2 1 2 1

2 2

0 0 0 0

2

2

0
0

8 cos 8 cos

1 1
4 cos

3 3

1
4 2 1 1 8 .

3

1 1
4 cos

3 3

r r sen r dr d r r r sen dr d

sen d sen

 





     

  

 

  

    

 
    

 

    

   

 
   

 

O valor encontrado representa o volume de um tronco de cilindro. 

 

 

15. Calcular     dydxyx
R

22 9cos , sendo R dada por 019 22  xeyx . 

Veja a representação gráfica da região de integração. 
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-1 1

x

y

 
Temos neste caso também uma dupla transformação: 

 

.1
6

1

1
6

1

3

1
cos

3

1
cos

2

2

2

2

1

0

222

'

sen

dsenddrrrdvduvu
R















   
  

 

 

16. Calcular     dydxyx
R

22ln , sendo R o anel delimitado por 

2516 2222  yxeyx . 

Veja a representação gráfica da região de integração. 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

 
Temos: 

     

     .294ln165ln252294ln2165ln225
2

1
2916ln1625ln25

2

1

916ln1625ln25
2

1
1616ln162525ln25

2

1222

2

1
ln

2

0

2

0

2

0

5

4

2

0

5

4

2 ln



     




  

dddddrrr rrr

 

 

17. Calcular 
R

y dx dy  sendo R o círculo 0422  yyx . 

Veja a representação gráfica da região de integração. 
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-2 -1 1 2

1

2

3

4

x

y

 
Temos: 



 








 





0

4

4

0

0 0

34

0

.8
3

64

3
.

dsen

d
r

senddrrsenr
sen

sen

 

 

 

18. Calcular     dydxyx
R

22  onde R é dada por: 

 

a) Círculo centrado na origem de raio a; 

 

b) Círculo centrado em  0,a  de raio a; 

 

c) Círculo centrado em  a,0  de raio a. 

 

a) .
2

4

4

4
2

0 0

2

0

2

0

4

2

0

4

0

2

44
    

  




 

a

a

a
d

a
dddrrr

ar
 

 

 

b) .
2

3
cos

4

16
4

2

2

cos2

0

2

2

2

2

4
44

cos2

0

2

4
   
  





















a

a

a
dadddrrr

r
 

 

 

c) 

2

2 4
2 4 4

0 0 0 0

0

4
16 3

.
4 24

a sen

a sen
a

r r dr d d a sen d
r



  


          
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19. Calcular   dxdyx
R

 onde R é a região do primeiro quadrante delimitada por 

0,1,4 2222  yexyyxyx . 

Veja a representação gráfica da região de integração. 

 

1 2

1

2

x

y

 
Temos: 

    

4

0

2

1

4

0

4

0

4

0

2

1

2

2

3

7

43

7
7

3

cos
3

cos

3

7

3
cos

  






  senddddrrr sen

r

= .
6

27
 

 

 

20. Calcular     dydxyx
R

22 9436  onde R é a região delimitada pela elipse 

1
49

22


yx

. 

Veja a representação gráfica da região de integração. 

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

x

y

 
 

Usamos: 

3

2

( , )
6

( , )

x u

y v

x y

u v









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A região R se transforma em R’, delimitada por 2 2 1u v  . 

 

Passando para coordenadas polares, temos: 

     
2 1

2 2 2 2 2

' '
0 0

1

2 2

0 0

0

36 4 9 9 4 6 36 36 36 6 36 36 6

2 4

54 108 .216 216
2 4

R R
u v du dv u v du dv r r dr d

d d
r r



 



  

             

  

     

 
    

 

 

 

 

21. Calcular   





4

0

9144
4

1

0

22

2

916144

y

dydxyx : 

1 2 3 4

1

2

3

4

x

y

 
 

Usamos: 

3

4

( , )
12

( , )

x u

y v

x y

u v










 

A região R se transforma em R’, que é a região do primeiro quadrante delimitada por 
2 2 1u v   e os eixos coordenados. 

 

Passando para coordenadas polares, temos: 

 

     
1 12 2

2 2 2 3

'
0 0 0 0

144 16 9 9 16 12 144 144 12 1728 1728
R

u v du dv r r dr d r r dr d

 

                   

1
2 42 2

0 00

1 1
1728 1728 1728 1728 216 .

2 4 2 4

r r
d d

 

  
   

           
  

   
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22. Calcular     dydxyx
R

, sendo R a região delimitada por 

10,0,4  xyexyyxyx . 

 

Veja a representação gráfica da região de integração. 

 

1 2 3 4

1

2

3

4

x

y

 
 

Usamos: 

   
1 1

,     ou, isolando  e ,  ,
2 2

( , ) 1

( , ) 2

u x y v y x x y y u v x u v

x y

u v

       






 

 

A região R se transforma no retângulo delimitado por 0, 4, 0, 1u u v v     . 

Temos,  

 

   
0 4

1 0

1 1 1

2 2 2
u v u v dudv



 
    

 
   

.4
4

16
2

21

0

1

4

0

0

1

0

1

0

1

4

0

4
2

21   
  



 v
u

dvdvdvduu  

 

 

23. Calcular     dydxyx
R

 onde R é a região do primeiro quadrante delimitada por 

xyexyxyxy  4,2,1  . 

Veja a representação gráfica da região de integração. 
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1 2 3 4

1

2

3

4

5

x

y

 
 

Usamos: 

 
,     

( , )

( , )

( , ) 1

( , )

u xy v y x

u v
y x

x y

x y

u v y x

  


 






 

 

 

A região R se transforma no retângulo delimitado por 1, 2, 0, 4u u v v     

 

Temos: 

 
4 2 4

2

1

0 1 0

1
4.x y du dv u dv

x y
   

    
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CAPÍTULO 7 

7.10 - EXERCÍCIOS 

pág. 270 - 272 
 

Nos exercícios de 1 a 12, calcular o volume dos sólidos delimitados pelas superfícies dadas. 

 

Observação: Para os exercícios de 1 a 12, haverá uma escolha de uma região de integração 

e a partir dessa escolha tem-se a delimitação do sólido superiormente e inferiormente, 

entretanto a escolha apresentada não é única. 

 

1. 40,4,2  zezyxy  

 

Vamos considerar a região de integração no plano xz. Dessa forma o sólido será delimitado 

superiormente pelo plano 4y e inferiormente pela calha 2xy  , sendo a região de 

integração dada por: 









40

22

z

x
 

Considerando-se a simetria do sólido vamos definir o volume como: 

 

  dzdxxV   

4

0

2

0

242  

Temos: 

 

3

64

3

16
4

0
3

16

3

16

3

3
2

0

44

4

0

2

0

2









zdz

x
xdxx

 

Portanto, 

 volume.de unidades
3

128

3

64
2





V

V

 

 

 

2. 40,2,0,0,4 2  yeyxxzxz  

 

Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 

superiormente pela calha 24xz  e a base fica em z=0, definida como  
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







40

20

y

x
 

Assim, 

 

4

0

2

0

24 dydxxV  

 

3

128

3

32
4

0
3

32

3

32

3

3
4

2

0

4

4

0

2

0

2









ydy

x
dxx

 

Portanto,  volume.de unidades
3

128
4

4

0

2

0

2    dydxxV  

 

 

3. 04,0,1 2  yeyxzxz  

 

Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 

superiormente pela calha 21 xz  e inferiormente por 0z . A região de integração é dada 

por: 









11

40

x

xy
 

A região de integração (base do sólido) pode ser visualizada na figura que segue: 

-1 1

1

2

3

4

5

x

y

y=4-x

 
O volume é dado por: 

  






1

1

4

0

21

x

dxdyxV  

    =   




1

1

2

3

16
14 dxxx  unidades de volume. 
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4. 2222 ,0,1 yxzzyx  . 

 

Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 

superiormente pelo paraboloide 22 yxz  , inferiormente por 0z e lateralmente pelo 

cilindro circular 122  yx . A região de integração, descrita em coordenadas polares, é 

dada por: 









 20

10 r
 

Assim o volume é dado por 

    dydxyxV
R

22  

    =
2

4

1
2

0
4

1

4

4
1

0

2

0

2

0

2

0

1

0

2 







   dd
r

ddrrr  unidades de volume. 

 

 

5. 0,8,422  zzyyx . 

 

Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 

superiormente pelo plano yz  8 , inferiormente por 0z  e lateralmente pelo cilindro 

circular 422  yx . A região de integração, descrita em coordenadas polares, é dada por: 









 20

20 r
 

Assim o volume é dado por 

 

    dydxyV
R

8  

 

 

 volume.de unidades 32216cos

3

8
2

0

16
3

8
16

3

8
16

3

8
44

3

3
2

0
2

88 que Sendo

8

2

0

22

0

2

2

0

2

0

































 

dsenV

e

sensen
r

sen
r

drsenrr

ddrrsenrV

 

 

 

6. 54,0,0,0,12  yexxyzxz  
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Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 

superiormente pela calha 12  xz e inferiormente por 0z . A região de integração é 

dada por: 









50

40

y

x
 

Assim o volume é dado por 

 

   

5

0

4

0

2 1 dydxxV  

Como 

 

 
3

76

3

3
4

0

1

4

0

2  x
x

dxx  

 

temos, 

 

 volumede unidade
3

380

3

76
5

0
3

76
5

0

 ydy . 

 

 

7. 22229 yxzeyxz   

 

Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 

superiormente pelo paraboloide 229 yxz  e inferiormente pelo paraboloide 
22 yxz  . A projeção da intersecção entre os dois parabolóides é circular centrada na 

origem e tem raio 2/3 , descrita em coordenadas polares como: 









 20

2/30 r
 

Assim o volume é dado por: 

 

  dydxyxyxV
R
   22229  

Resolvendo temos: 

V=    




2

0

23

0

229 ddrrr  

Como 
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  

23

0

2

8

81
29 drrr  

 
2

0

81 81

8 4
V d



    

Portanto, V= 
4

81
unidades de volume. 

 

 

8. 2222 2216 yxzeyxz   

 

Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 

superiormente pelo paraboloide 22216 yxz  e inferiormente pelo paraboloide 
22 2yxz  . A projeção da intersecção entre os dois parabolóides é circular centrada na 

origem de raio 3/4 , descrita em coordenadas polares como: 









 20

3/40 r
 

Assim o volume é dado por: 

 

    dydxyxyxV
R

2222 2216 =     dydxyx
R

22 3316  

Em coordenadas polares temos: 

 

 

 volume.de unidades 
3

128
2

3

64

3

64

3

64

4

4
3

2

2
16

34

0

316

316

2

0

34

0

3

2

0

34

0

2





 















dV

rr
drrr

ddrrr

 

 

 

9. 44 2222  xzeyx  

Vamos considerar a região de integração no plano xy. Considerando-se a simetria do sólido 

em relação aos planos coordenados, vamos calcular a parte do primeiro octante, para 

posteriormente encontrar o volume total multiplicando por oito. Dessa forma o sólido no 

primeiro octante será delimitado superiormente pela superfície 24 xz  e inferiormente 

pelo plano coordenado 0z . A projeção, no primeiro octante é definida pela quarta parte 

do círculo 422  yx , descrita em coordenadas cartesianas como: 
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









20

40 2

x

xy
 

Assim o volume é dado por: 

 

dxdyxV

x

 




2

0

4

0

2

2

48  

Calculando temos: 

 

 volume.de unidades 
3

128

3

16
8

3

16

3

3

4

2

0

4

4
2

4

24

0

4

2

0

2

2

4

0

2

2
















V

x
xdxx

xyx

x

dyx

x

 

 

 

10. xzeyxz  1016,0 22  

 

Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 

superiormente pelo plano inclinado xz 10 , inferiormente pelo plano coordenado 0z  

e lateralmente pelo cilindro 1622  yx . A região de integração é o círculo centrado na 

origem com raio 4. Descrita em descrita em coordenadas polares, a região de integração é 

dada por: 









 20

40 r
 

Assim o volume será: 

 

    dydxxV
R

10  

Resolvendo temos: 
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 

 















160280

3

44
80

2

0

cos
3

44
80

cos
3

64
80

3

64
cos165

3

3

cos

2

2
10

4

0

cos10

cos10

2

0

4

0

2

2

0

4

0



















 

send

rr
drr

ddrrr

 

Portanto, o volume é igual a 160 unidades de volume. 

 

 

11. .5,0,046422 yzzyxyx   

Vamos considerar a região de integração no plano xy. Dessa forma o sólido será delimitado 

superiormente pelo plano yz 5 , inferiormente por 0z  e lateralmente pelo cilindro 

centrado em (2,3) com raio 3. A região de integração é o círculo    
2 2

2 3 9x y    . 

Fazendo a transformação 2, 3u x v y    , temos 

 

 

2

3

,
1

,

x u

y v

x y

u v

 

 






 

A região se transforma num círculo de centro na origem e raio 3, que pode ser descrita em 

coordenadas polares como: 









 20

30 r
 

Assim o volume é dado por: 

 

   

'

2 3 2

0 0 0

5 5( 3)

5 3 5 9 27 / 2 135  unidades de volume.

R R
V ydxdy v dudv

r sen r dr d sen d

 

    

  

    

   

  
 

 

12. 4,316 22  zyxz . 

Vamos considerar a região de integração no plano xy. 

O sólido está delimitado superiormente pelo paraboloide 22 316 yxz  e inferiormente 

pelo plano 4z . A projeção da intersecção entre o parabolóide e o plano vai estabelecer a 

região de integração que será delimitada pela elipse 1
412

22


yx

. Para resolver a integral 

vamos usar uma dupla transformação como segue: 
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 

 

12

2

,
2 12

,

x u

y v

x y

u v










 

A região R se transforma no círculo 2 2 1u v  . Temos, 

 

 

   

2 2

2 2 2 2

'

16 3 4

12 3 12 12 12 2 12

R

R R

x y dx dy

x y dx dy u v du dv

  

     

 

   
 

 

Passando para coordenadas polares, vem: 

 

 

 

 volume.de unidades 324126

336

4

4
12

2

2
12

1

0

1212

221212

2

0

1

0

3

2

0

1

0

2



















 

d

rr
drrr

ddrrr

 

 

 

13. Calcular o volume de parte da esfera 9222  zyx , que está entre os planos 

20  zez . 

 

A Figura que segue mostra, em vermelho, a calota acima do plano 2z  . O volume pode 

ser calculado tomando o volume do hemisfério menos o volume da calota V1. 

 

 

x

y

z

V1

3

3

3

 
 

Temos: 
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 

  

 








2

0

5

0

2

22

1

29

29

ddrrr

dydxyxV
R

 

Resolvendo temos: 

 

    

3

8
2

3

4

3

4
9

3

1
54

3

1

2

2
2

23

232
9

2

1

5

0

29

1

2323

5

0

212


 






V

rr
drrrr

 

 

  




2

0

3

0

29 ddrrrVhemisfério  

 

 
 

 1829

927
3

1
9

3

1

23

232
9

2

1

3

0

9 23

213

0

2








hemisférioV

r
drrr

 

 

Portanto o volume solicitado é dado por: 

 

 
3

46

3

854

3

8
18


 


V  unidades de volume. 

 

 

14. Calcular o volume do sólido com uma base triangular no plano xy formado por 

     2,01,1,0,00 BeA , limitado superiormente por xz 2  e lateralmente pelo 

contorno da base dada. 

 

O sólido dado é delimitado superiormente pelo plano 2z x  e inferiormente por 0z  . A 

região de integração pode ser visualizada na figura que segue.  
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1

1

2

x

y

y=-x+2

y=x

 
O volume é dado por: 

.
3

2

)44(

2

2

1

0

2

1

0

2











 

 


dxxx

dxdyx

dydxxV

x

x

R

 

 

 

15. Calcular o volume do sólido no 1º. octante, delimitado por yxz 321   e os planos 

coordenados. 

 

A Figura que segue apresenta um esboço do sólido. 

x

y

z

1

1/2

1/3

 
A região de integração é definida como: 
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













3

1
0

2

31
0

y

y
x

 

Portanto, o volume é dado por: 

 
 

.
36

1

4

13
)3(321

31

0

2
2/)31(

0

3/1

0

2

31

0

2

31

0




  




dy
y

dyyxxxdydxyxV
y

y

 

 

 

Nos exercícios 16 a 19, a integral iterada representa o volume de um sólido.  Descrever o 

sólido. 

 

 

16. dydxyx

x

x

 








1

1

1

1

22

2

2

1  

O sólido pode ser descrito analiticamente como: 

 
















22

22

10

11

11

yxz

x

xyx

 

Trata-se de um hemisfério de raio 1, conforme mostra a figura a seguir. 

x

y

z

 
 

 

17.  













2

0

2

3
3

0
3

1

2

1
1

x

dxdyyx  

Temos um tetraedro delimitado por yxz
3

1

2

1
1   e pelos planos coordenados. 

Segue a descrição analítica e gráfica. 
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

















yxz

x

xy

3

1

2

1
10

20

2

3
30

    

x

y

z

2

3

1

 
 

 

18.  
1

0

2

0

dydx  

 

Temos o volume de um paralelepípedo retângulo com dimensões 112  . 

Veja a seguir a descrição analítica e a representação gráfica. 















10

20

10

z

x

y

 

x
y

z

2

1

1

 
 

 

19. dxdyx 




4

0

2

2

24  

 

É uma calha circular de raio 2 e altura 4. 

Veja a seguir a descrição algébrica e a representação gráfica. 
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













240

22

40

xz

x

y

 

x

y

z

4

2

2

-2

 
 

 

20. Determinar a área da região R delimitada pelas curvas 02,3  yeyxxy . 

 

A região R pode ser visualizada na figura a seguir. 

1 2

1

2

x

y

 
A área é dada por: 

 

3

21

0

1
1 2 4/3

1 3

0 0

3
2 2  unidades de área.

2 4 / 3 4

y

y

A dx dy

y y
y y dy y





 
       

 

 



 

 

 

21. Calcular a área da elipse 044 22  xyx . 

Estamos diante de um elipse centrada em (2,0) e semi eixos 2 e 1.  Veja a Figura que segue. 
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1 2 3 4

-1

1

x

y

 
Para fazer o cálculo vamos realizar uma dupla transformação: 

 

' ' "

2 2 cos

:                         :

( , ) ( , )
2

( , ) ( , )

x u u r

R R y v R R v rsen

x y u v
r

u v r







 
   
  

    
  
  
   

 

 

Assim, a área da elipse é dada por: 

área. de unidades 2222

1

0

2

0




 


drdrrdrddudvdxdyA
RRR

 

 

22. Calcular a área da região do 1º. quadrante delimitada pelas curvas axy 82  , 

0,6  yayx , sendo a uma constante positiva. 

A região pode ser visualizada na figura que segue. 

x

y

6a

4a

6a2a

 
 

A área é dada por: 
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2

2

64 4 4 2
6

/8

0 0 0/8

4
2 3 2

0

6
8

40
    6  unidades de área.

2 24 3

a ya a a
a y

y a

y a

a

y
A dxdy x dy a y dy

a

y y a
ay

a


  

     
 

 
    
 

   
 

 

 

23. Calcular a área da região delimitada pela curva 13232  yx . 

A região pode ser visualizada na figura a seguir. 

-1 1

-1

1

x

y

 
Para resolver vamos fazer uma dupla transformação: 

 

1/3

' 1/3 ' "

2 2

cos

:                        

( , ) ( , )
9

( , ) ( , )

x u u r

R R y v R R v rsen

x y u v
u v r

u v r







 
  
  

     
  
  
   

 

 

Assim a  área solicitada é dada por: 
























2

0

22

1

0

225

2

0

22522

cos
6

9
    

cos9    

cos99

dsen

drdsenr

drdsenrdudvvudxdyA
RRR

 

 
2

2

0

9 3
   cos

6 8
sen d



      unidades de área. 

 

 

24. Calcular a área da região delimitada por xyexyxy 2,4 2  . 

 

A região pode ser visualizada na figura que segue: 
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x

y

2

5

4

2

5

2

 
Usando coordenadas polares temos: 

 

área. de unidades 
4

222

2

4

2

4

2

0









  





tgarcdddrrA

tgarctgarc

 

 

 

25. Calcular a área da região delimitada por  
4

22
2

2 x
yexy  . 

A região pode ser visualizada na figura que segue: 

1 2 3

1

2

x

y

5

628

25

6822 

5

628
25

6822 

 
 

Portanto, a área é dada por: 

 

 

25

616
24

4

55

628

5

628

25

628

5

628

22

4

2

2









  











dxx
x

dxdyA

x

x

 unidades de área. 

 

 

26. Calcular a área da região delimitada por 0,1   xexyey x . 

A região pode ser visualizada na figura que segue: 
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1

1

x

y

 
Temos que: 

 

1
11 1 1

1

0 0 0

1 1
( )

2

x
x ee

x

x x

A dy dx y dx e x dx
e




          unidades de área. 

 

 

27. Calcular a área da região R mostrada na figura 7.55. 

A figura está representada a seguir, observando-se que a região está delimitada por  

   9,80,0 pontos pelospassa  que 
8

9
reta pela  e 2 exyxy  . 

1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

R

y=x2

 
 

Temos: 
8

9 9

4

8
89
9

9

4

Resolvendo as integrais temos:

8

9

8 146
 unidades de área.

9 9

y

y

y
y

y
y

A dx dy

dx y y

A y y dy

x



  

 
   

 

 




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28. Mostrar que as regiões 21 ReR , mostradas na figura 7.56 têm a mesma área. 

As duas regiões estão apresentadas na figura que segue: 

 

x

y

1

1

59/3

R1

             

1 2 3 4

1

2

3

4

x

y

R2

y=-x2+4x

 
 

Cálculo da área da Região R1, observando que esta região está delimitada por xy  ;  

xy
3

59
  e 1x . 

Temos: 

área. de unidades 
3

28

6

56

3

59

1

0

2

1

0

)3/59(1

0

1

0

3

59

1











  

x

dxxxdxydxdyA

x

x

x

x

R

 

 

A Região R2 está delimitada por xy 2 , xxy 42  , o eixo do x entre zero e quatro. 

Assim, temos: 

  área. de unidades 
3

28

3

16
442

2

0

4

2

2

2

0

2

0

4

2

4

0

2

2





 

   


dxxxdxx

dxdydxdyA

x xx

R

 

 

 

29. Uma lâmina tem a forma do triângulo de vértices      1,11,1,0,1  e . Determinar 

a massa e o centro de massa da lâmina se: 

a) sua densidade de massa é constante. 

b) sua densidade de massa no ponto  yxP ,  é proporcional à distância deste ponto à reta 

2x . 

 

A lâmina é apresentada na Figura que segue: 
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-2 -1 1

-1

1

x

y

y=-(x+1)/2

y=(x+1)/2

Reta x=-2

 
Observar que a lâmina está delimitada por 2/)1(  xy ; 2/)1(  xy  e 1x . 

 

Solução do item (a). 

Cálculo da massa:  

 

 

 

 















1

1

1

1

2

1

2

1

21 kdxxk

dxdyk

dydxkm

x

x

R

 

Cálculo das coordenadas do centro de massa: 

 

.0
1

.
3

1

3

2

2

1

2

11

1

1

2

1

2

1

1

1

2

1

1

2

1

2

1

 

 





















x

x

x

x

dxdyyk
m

y

k
k

dxxxk
k

dxdyxk
m

x

 

 

Solução do item (b) 

Cálculo da massa: 

 

   .
3

14
21

2

1

1

1

1

2

1

2

1







 









kdxxxk

dxdyxkm

x

x
  

 

Cálculo das coordenadas do centro de massa: 
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    

   

 





 















1

1

2

1

2

1

1

1

1

1

1

1

2

1

2

1

.00
4

3
2

1

.
7

3
2

14

3
21

1
2

1

x

x

x

x

dxk
k

dxdyxyk
m

y

k
k

dxxxxk
m

dxdyxxk
m

x

 

 

 

30. Uma lâmina tem a forma da região plana R delimitada pelas curvas 42  xeyx . 

Sua densidade de massa é constante. Determinar: 

 

a) o momento de inércia da lâmina em relação ao eixo dos x; 

b) o momento de inércia da lâmina em relação ao eixo dos y. 

 

A Figura que segue mostra a lâmina dada. 

-2

-1

1

2

x

y

4

 
Cálculo do item (a): 

 

  .
15

128
4

2

2

42

2

2

4

2

2

kdyyyk

dydxykI

y

x



 









 

 

Cálculo do item (b): 

.
7

512

33

64
2

2

6

2

2

4

2

2

kdy
y

k

dydxxkI

y

y















 




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31. Calcular a massa de uma lâmina com a forma de um círculo de raio 3 cm, se a sua 

densidade de massa num ponto  yxP ,  é proporcional ao quadrado da distância desse 

ponto ao centro do círculo acrescida de uma unidade. 

 

Se considerarmos o círculo centrado na origem temos que   1, 22  yxyxP . 

Portanto, a massa é dada por: 

 

 

2 2

2 3

2

0 0

1

1

99
.

2

R
m k x y dx dy

k r r dr d

k







  

 



 

   

 

 

32. Calcular o centro de massa de uma lâmina plana quadrada de 4 cm de lado, com 

densidade de massa constante. 

 

Podemos considerar a lâmina alocada no sistema cartesiano como mostra a Figura que 

segue: 

1 2 3 4

1

2

3

4

x

y

 
Assim, temos que o cálculo da massa é dado por: 

.164

4

0

4

0

4

0

4

0

4

0

4

0

4 kdykdykdydxkm kyx     

 

Cálculo do centro de massa dado por: 

 

 









4

0

4

0

4

0

4

0

4

0

2
16

28
16

1

16

dydxy
k

k
y

dydydxx
k

k
x

 

O ponto encontrado (2,2) é o centro geométrico da lâmina (ver figura). 
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33. Uma lâmina plana tem a forma da região delimitada pelas curvas 

312  xyexy . Sua densidade de massa no ponto  yxP ,  é proporcional à 

distância deste ponto ao eixo dos x. Calcular:  

a) a massa da lâmina; 

b) o centro de massa; 

c) o momento de inércia em relação ao eixo dos x. 

 

A Figura que segue mostra a lâmina. 

-2 -1 1 2 3

1

2

3

4

5

x

y

 
A densidade é dada por   kyyxP ,  (proporcional à distância do ponto (x,y) até o eixo dos 

x). 

Assim, a massa é dada por: 

2

2 3 2 4 2

1 11

6 8 117
11,7 .

2 10

x

R
x

x x x
m k y dx dy k y dy dx k dx k



 

  
           

 

As coordenadas do centro de massa são encontradas por: 

 
2

2

4 22 3 2

1 11

2 3 2 6 4 3 2
2

1 11

6 81 10 35
.

117 117 2 52

10

10 10 3 6 27 26 529
.

117 117 3 182

x

x

x

x

x x x x
x xy dy dx dx

x x x x x
y y dy dx dx



 



 

   
  

     
  

  

  

 

 

O momento de inércia em relação ao eixo dos x é dado por: 

.
28

3033
2

1

3

1

2

2

kdxdyyykI

x

x

x   






 

 

 

34. Calcular a massa e o centro de massa da chapa da figura 7.57, considerando a densidade 

igual a x. 

 

Segue a figura citada: 
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1

1

2

3

4

5

x

y

 
Observe que a chapa esta delimitada por 24 xy  ; xy 3 ; 0x . 

Assim, a massa é dada por: 

 

 
21 4 1

2

0 3 0

3
3 4 .

4

x

R
x

m x dx dy x dy dx x x x dx



             

 

As coordenadas do centro de massa são dadas por: 

 
2

2

1 4 1

2 2 2

0 3 0

1

0 3

4 4 23
3 4 .

3 3 45

4 47
.

3 18

x

x

y x

x

x x dy dx x x x dx

y xy dy dx






     

 

  

 

 

 

 

35. Calcular a massa e o centro de massa de uma chapa com o formato de um triângulo 

isósceles com base 10 cm e altura 5 cm. Considerar a densidade constante. 

 

O triângulo dado foi alocado no sistema cartesiano como mostra a figura que segue.   

 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

x

y

y=5-x
y=x+5

 
 

O cálculo da massa é dado por: 

 






5

0

5

5

.25

y

y

kdydxkm  

O centro de massa é dado por: 
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55

0 5

55

0 5

1 1
0 0

25 25

1 1 125 5

25 25 3 3

y

y

y

y

x k x dx dy
k

y k y dx dy
k











    

    

 

 

 

Observe que o centro de massa encontra-se a 5/3 cm da base sobre a sua mediatriz. 

 

 

36. Calcular o momento de inércia em relação ao eixo dos x de uma chapa delimitada por 

44,4  yexyx . Considerar a densidade igual a uma constante k. 

 

A Figura que segue mostra a chapa dada. 

 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

x

y

 
Assim, o momento de inércia em relação ao eixo dos x é dado por: 

.64

4

0

4

4

2 kdydxykI
y

x   


 

 

 

37. Calcular o momento de inércia de um disco circular de diâmetro 10 cm: 

a) em relação ao seu próprio centro; 

b) em relação ao seu diâmetro.  

Considerar a densidade igual a uma constante k. 

 

Estamos diante de um disco de raio 5 que pode ser modelado como um círculo de centro na 

origem e raio 5r  . Usando coordenadas polares, temos: 

 

Momento de inércia em relação ao seu centro: 

  .
2

625
2

4

625

4

625
2

0

2

0

5

0

222

0





k

kdkddrrkrdydxyxkI
R

      

 

Momento de inércia em relação ao seu diâmetro: 

.
4

6252

2

0

5

0

22 kddrrsenkrdydxkyI
R

x






      
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38. Calcular o momento de inércia de um quadrado de lado igual a 4 cm em relação ao eixo 

que para por uma diagonal. Considerar a densidade constante. 

 

A Figura que segue apresenta o quadrado alocado de forma conveniente no sistema 

cartesiano. 

x

y

8

8

8

8 xy

8

8 xy

8 xy
8 xy

 
Dessa forma podemos calcular o momento de inércia em relação ao eixo dos x (onde se 

localiza uma das suas diagonais) como: 

.
3

64

3

32

3

32
8

0

8

8

0

8

8

8

22 







    



 





kkdxdykxdxdykxI

y

y

y

y

x  


