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CAPITULO 1
1.4 Exercicios — pag 18
(1a11)

Observacgdo para o leitor: os gréficos apresentados foram construidos em softwares livres.
Em geral os de duas dimensdes foram realizados com o Graph (http://www.padowan.dk) e
os gréficos de trés dimensdes com o Winplot (http://math.exeter.edu/rparris).

1. Encontrar uma funcédo de varias varidveis que nos dé:

a) O comprimento de uma escada apoiada como na figura 1.35.

H*+L*=C’
C=VvH?*+1?

C(H,L)=vH?+1*,

b) O volume de &gua necessario para encher uma piscina redonda de x metros de raio e
y metros de altura.

V(x,y)=7x%y.

c) A gquantidade de rodapé, em metros, necessaria para se colocar numa sala retangular
de largura a e comprimento b.

f(a,b)=2a+2b.

d) A quantidade, em metros quadrados, de papel de parede necessaria para revestir as
paredes laterais de um quarto retangular de x metros de largura, y metros de
comprimento, se a altura do quarto é z metros.

f(x,y,2)=2yz+2xz.
e) O volume de um paralelepipedo retangulo de dimenséo x, y e z.
V(x,y,2)=xyz.

f) A distancia entre dois pontos P(x,y,z) e Q(u,v,w).

d(( y,2) (v, w)) = Y (x—uf +(y=vF + (2 -wf .
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g) A temperatura nos pontos de uma esfera se ela, em qualquer ponto, é
numericamente igual a distancia do ponto ao centro da esfera.

Para uma esfera centrada em (x,, Y,,Z, ) temos:
T06y,2) =y (=% )+ (y=o  + (2 =2, ) -

2. Uma loja vende certo produto P de duas marcas distintas A e B. A demanda do
produto com marca A depende do seu preco e do preco da marca competitiva B. A
demanda do produto com marca A é
D ,=1300-50x + 20y unidades/més
e do produto com marca B €
D, =1700+12x —20y unidades/més

onde x é o preco do produto A ey € o preco do produto B.

Escrever uma fungédo que expresse a receita total mensal da loja, obtido com a venda
do produto P.

Receita = (nimero de unidades A por més) x + (numero de unidades B por més) y

R(x,y)= (1300 —50x + 20y )x+ (1700 +12x — 20y )y
— 1300X — 50 + 20Xy +1700y +12xy — 202
=1300x +1700y —50x> — 20y? + 32xy.

3. Determinar o dominio e o conjunto imagem das seguintes fungdes:
a) z=3-x-Y

D(z) =R’
Im(z)=R

b) f(x,y)=1+x*+y?

D(f)=%?
Im(f)=[1,00)

0) z=+9—(x2+y?)

Temos que:

9- (x2 + y2)2 0
x> +y*<9
Assim,
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D(z)={(x.y)e ®2/x* + y? <9}
Im(z)=1[0,3]

d) w= e><2+y2+z2

D(w) = R?
Im(w) = [1,+c0)

e) f(x,y,2)=x*+y?+2°

Temos que:

x> +y*+z°>0

Assim,

D(f)={(xy,2)e R/ x® + y* + 22 >0} = R°
Im(f)=[0,00)= %R,

f) f(x,y)=2x+5y-4

D(f)=%"
Im(f)=R
0) z=x>+y* -2
D(z)= %’
Im(z) = [~ 2,+)

h) f(x,y)=2x?+5y
D(f)=%R"
Im(f)=R

) wW=4+x"+y°
D(w) = R*
Im(w) = [4,+0)

) fxy)=4-x*-y*
D(f)=%R?
Im(f)=(—o0,4]
4. Determinar o dominio das seguintes funcdes e representar graficamente:

a) z=xy
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1y
4t
il
1 XL
6 4 2 2 4 6 /
21
a4t
1
b) w= 2 2 2
X +y2+1

D(w)={(x,y,z) e R /(x,y,2) = (0,0,0)}

C) z=

X =y

D(z)= {(x y)e R Ix2—y? > O}: {(x y)e R°/ ¥ >|y|}



Resolucao dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Célculo B: Fungdes de varias variaveis, integrais
maltiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 18 — 20.

. P .
7 y 277
o L
S 4 .
P + o7
~ P
~ .
S L
~ il P
P 3 w
N P
~ P
S, e
S 21 7
N .
S L
D e
S L
S 1+ L
N
. wod
-~ - X
i i f ; Sole? f i i f N
'~
4 -3 2 1 ~o 1 2 3 4
Fid S
e N
- -1+ <
o ~~
e S
4 SN
” -2+ N/
. ~
- <
-~ S
- ~
. ~
il -3t S
.~ S
~
4 SN
g -4t S
- ~
- <
- ~
o ~

- <
g <

d) z=

241

D(z)={(x,y)e R?/ y? +1=0}

Como y?® +1 é sempre = 0, temos que:
D(z)=R?

VV><

g) z=4x*+y*-1

D(z)={(x,y)e R /x* +y*~1>0}
={(x.y)eR2/X +y? 21
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f)z= In(4—1/x2 +y2)
D(z):{(x,y)eﬂ%ZM— x* +y? >O}
={(x,y)eR?/x* +y* <16}

VV><

Ty

g) Zz=1In —VX2+y2_X
X2+ Y2 +X
D(z)={(x,y)e %2 /(x,y) = (x,0) com x e %}

ou
R? - conjunto dos pontos do eixo dos .
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h) z= e’
D(z)= {(x y)e Ry # O}
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i)y = [1+x
y 1+z

D(y):{(x,y)emzli—jzo e 1+z¢0}

1°caso: 1+x>0e 1+z>0
2°caso: 1+x<0e l1+z<0

Logo: 1) x>-1e z>-1o0u
2) x<-1lez<-1
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D(z)={(x,y)e R?/y = —x|
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’
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) z=~+5-u2—v>—w’

D(z)={(u,v,w)e %*/5-u? —v? —w? >0}
= {u,v,w)e R /u? +v? +w? <5/
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n) z=In(x+y-3)
D(z)={x.y)e ®?/x+y-3>0}
:{(x,y)e‘ﬁzlx+ y>3}
2+ ‘\
X
2 2 ‘\‘ 4 6 !
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0) 2=
y_

N[N

D(2)

{(xy)eR?*Ix+4>0e y-1>0]
{(x y)eR?/x>—-4 e y>1}
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Ty

) f(x,y,2)=v1-x* +1-y?> —V1-7°

D(f)={(xy,2)eR*/1-x* 20,1-y*>0 e 1- 2% >0}
={xy,2)e R /1-x)1+x)20, 1-y)1+y)>0 e 1-z)1+2)>0}
{(xy,2)e R I(x-1\x+1)<0, (y-1\y+1)<0 e (z-1)z+1)<0}
{(xy2)eR®/I-1<x<1,-1<y<le -1<z<1}

Q) z=In(5x -2y +4)

D(z)={(x, y)e R? | 5x—2y +4 >0}

11
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5. A partir da equagdo dada, definir 2 fungdes de duas variaveis, determinando seu
dominio.
Obs.: podemos obter outras respostas.

a) y? :x2(9—x2)+z

z=y?—x*(9-x?)

y=X(9-%*)+z

12
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D(y)={(x.2)e R* | 2= x*(x* - 9)}

b) x* +(y-3)° +2z° =9

2,=/9-x* —(y-3f
2, =—/9-x* —(y -3

D(z,)=D(z,)={x.y)e % [9-x* ~(y~3) 20|
:{(x,y)eili{2|x2+(y—3)2 39}

) I?=m?+n®

l, =Vm? +n?

6. Dadaafungio f(x,y)= ZXXJ:Lyy ;
a) Dar o dominio:
D(z)={(x,y)e R? | 2x+y =0} :
b) Calcular f(x+Ax,y)
X+AX+Yy X+AX+Yy

f A = =
(xrax,) 2(X+AX)+Yy  2X+2AX+Y

¢) Calcular f(~1,0)

d) Fazer um esboco grafico do dominio:

13
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7. Desenhar as curvas de nivel C, para os valores de k dados.

a)z=x*-y* ; k=01.23

b) z=y*-x* ; k=0,1,2,3

14
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Q) z=2—-(x*+y?); k=-3-2,-1012

=
S

Observamos que para k=2, temos uma curva degenerada (x=y=0).

d) I:%\/m2+n2 : k=0,12,3,4,5

15
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Yy

Observamos que para k=0 temos uma curva de nivel degenerada (m=n=0).

e) f(x,y)=2x*+4y® ; k=2,3,4,8

21

an N
\—

21

f) f(x,y)=x+y ; k=54,32

16
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Nos exercicios 8 a 10, o conjunto S representa uma chapa plana, e T(x, y), a temperatura

nos pontos da chapa. Determinar as isotermas, representando-as geometricamente
8-S = {(x y)| X2 +y? £16} T(Xy)=xX2+Yy°

Resposta: circunferéncias concéntricas x* +y? =k com 0<k <16

4

9-S={(x,y)/0<x<4,0<y<8}; T(xy)=4—x

Resposta: segmentos de retas verticais x=+/4—-k , —12<k<4

17
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Y

10- S = {(x y)/ X2 +y? < 25} ; T(x, y):2(4—X2 —yz)

2(4—x2 - y2)= k

4_X2_y2:

X +yi=4-

N|x N =

O£4—5£25
2

0<8-k<50
-8<-k<42
8>k >-42
—-42<k<8

18
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y

Resposta: circunferéncias concéntricas x* + y® = 4—% , —42<k <8; para k=8, temos
uma curva de nivel degenerada (x=y=0).
11. Desenhar algumas curvas de nivel e esbocar o grafico dos seguintes paraboloides.

a) z=2x*+2y?
Gréfico da funcdo e das curvas de niveis.

(3

— _//

Exemplos de curvas de niveis

2=2x>+2y? 1=2x" +2y°
e
x> +y? =1 x2+y2:1
2
b) z =-2x*-2y?

19
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Gréfico da funcdo e das curvas de niveis.
o

Exemplos de curvas de niveis
—2=-2x*-2y?
X2+y?=1

C) z=x*+y*+1
Gréfico da funcdo e das curvas de niveis.

&
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<

Exemplos de curvas de niveis

X

X +y +1=2
X +y?=1

20
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d z=x"+y* -1
Gréfico da funcdo e das curvas de niveis.

A»

—

==

1

Exemplos de curvas de niveis
X +y?-1=2 X2 +y?-1=1 X2 +y?-1=0

X*+y* =3 X*+y> =2 X +y*=1

g) z=1-x"-y?
Gréfico da funcdo e das curvas de niveis.

(2]

Exemplos de curvas de niveis
1-x*—y*=0 1-x*-y*’=-1 . 1-x"—y*=-2
XX+y?=1 = xX2+y?=2 X*+y* =3

21
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f) z=(x-17 +(y-2)
Gréfico da funcdo e das curvas de niveis.

~N

%\\

e

Exemplos de curvas de niveis

0) z=1-(x-1) ~(y-2)
Gréfico da funcdo e das curvas de nivel.

7

B 2

22
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Exemplos de curvas de niveis
—2=1-(x-1 - (y-2J

(x—1F +(y-2) =3

0=1-(x-1f —(y-2J
(x=1F +(y-2f =1

h) z=x>+2y?
Gréfico da funcdo e das curvas de niveis.
y
———— |
;’/f;;ﬁ_f:—-—‘ :
=
== il ;
¥ y

Exemplos de curvas de niveis

) 2

1=x"+2y 4=x*+2y°

X2 y2 e 2 2

7Tt XY
5 4 2

23



Resolucao dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Célculo B: Fungdes de varias variaveis,
integrais multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 18 — 20.

CAPITULO 1
1.4 Exercicios — pag. 18 — Continuacéo
(de 13 ate 17- final)

12. Escrever a funcdo que representa o paraboloide circular das figuras 1.36, 1.37 e
1.38.

Para a figura 1.36 temos um paraboldide com concavidade para cima e vértice na

origem. Como z(0,3)=4, usando a equagao z = c(x2 + yz), obtemos ¢ = % . Logo,

z =g(x2 + yz).

Para a figura 1.37 temos z = 4—g(x2 + yz), pois o vértice do paraboldide esta no ponto
(0,0,4) e 0 mesmo tem a concavidade para baixo. Usando a equacdo z = 4—c(x2 + yz),

obtemos ¢ = g .

Para a figura 1.38 temos z = g +%(x2 + yz), pois o paraboldide tem o vértice no ponto

(0,0,3/2); esta virado para cima e tem curva de nivel para z =4 igual a x* + y? =9.

Usando as equagdes z = g + c(x2 + y2) e z(0,3)=4, obtém-se ¢ = %

13. Desenhar algumas curvas de nivel e esbocar o grafico:

Q) z=3—2x—3y

24
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b) =4—m?—n?

25
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d I=m?0<n<8

VI

y?,—4<x<4,0<y

e) z
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h) z
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z=2x*+3y’

)
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N

b

n z=4x*+y
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p) z=2x*-3y?
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14. Encontrar a curva de interseccdo do grafico da funcdo dada com os planos dados,
representando graficamente:

a) z=x"+y? com os planos z=1; x=1;y=1.

As interseccdes séo dadas por:

32
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z=1+%°
=1

;

Segue o grafico com as curvas assinaladas em cores azul

z7=1+y?
=1

.

verde e amarela.

0;y=x.

x* +y? com os planos z=1; x

As interseccdes sdo dadas por:

b) z

=2|x|
X

z
y

Segue o grafico com as curvas assinaladas em cores azul, verde e amarela.

i

[
-~

5“##

=5-~55
__...............
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C) z=+/4—x*—y? com os planos z=1; y=0;y=x.

As interseccdes sdo dadas por:

{x2+y2:3 7=V4-x* |z1=+4-2X°

z=1 y=0 y=X

Segue o grafico com as curvas assinaladas em cores azul, verde e amarela.

z

15. Esbocar o gréfico das superficies de nivel Sk correspondentes aos valores de k
dados:

a) w=x>+y’+12°;k=0,1,4,9.
Para k=0, temos X + y* + 2> =0, que é uma superficie degenerada, pois temos apenas o
ponto (0,0,0).

Para k=1,4,9 temos esferas centradas na origem de raio 1, 2 e 3 respectivamente.
Na figura que segue mostramos a esfera de raio 2.
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b) w=x*+y?;k=416,25.

Neste caso vamos ter cilindros verticais infinitos de raio 2, 4,e 5
(X*+y>=4;x"+y*=16; x* +y*=25).

Na figura que segue, mostramos o cilindro de raio 4, delimitado inferiormente e
superiormente.

Cc) w=x+2y+3z;k=123.

Neste caso, vamos ter planos x+2y+3z=1; x+2y+3z=2; x+2y+3z=3
A figura mostra a parte do plano x+ 2y +3z =1do primeiro octante.
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z

2 2

16. Sabendo que a funcdo T(x,y,z) =30— (xz + yT + %j representa a temperatura nos

2 2
pontos da regido do espaco delimitada pelo elipsoide x> +y7 +% =1, pergunta-se:

a) Em que ponto a temperatura é a mais alta possivel?
2 2

Temos a maior temperatura na origem (0,0,0)quando x? +y7+%:0. Nesse caso, a

temperatura mais alta possivel assume o valor 30 unidades de temperatura.

b) Se uma particula se afasta da origem, deslocando-se sobre o0 eixo positivo dos X,
sofrera aumento ou diminuicao de temperatura?
Diminuicao.

c) Em que pontos a temperatura € a mais baixa possivel?
2 2

Na casca da superficie do elipsoide x*+ y? + % =1.

17. Fazer um esbogo de algumas superficies de nivel da fungdo w=+/x*+y*+2°.0
que ocorre com os valores da funcdo ao longo de semi-retas que partem da origem?

As superficies de nivel sdo esferas centradas na origem. Os valores da funcdo crescem a
medida que nos afastamos da origem.
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CAPITULO 2
2.8 - Exercicios
pag. 45 - 47

1. A posicéo de uma particula no plano xy no tempo t é dada por x(t)=e", y(t)=te'

a) Escrever a funcéo vetorial ?(t) que descreve 0 movimento desta particula.
b) Onde se encontrara a particulaemt=0eem t=2?

a) f(t)=eli+te']
b) f(0)=e’i+0e°j=i e f(2)=€i+2¢%].

2. O movimento de um besouro que desliza sobre a superficie de uma lagoa pode ser
expresso pela fungéo vetorial.

- 1- : — =
()= cost|+(2t+t sent)
m

j,onde m éamassa do besouro. Determinar a
m

posicdo do besouro no instante t=0e t=r.

Temos:
F(O): 1—cos Oi+(2_0+ O—senoﬁ
m m
=0i+0j=0.

-

()= 1_Cos”i+(2-ﬂ+ﬂ_senﬂﬁ
m

m

2: ( 71']*.
=—I+|27r+— |].
m m

3. Esbocar a trajetdria de uma articula P, sabendo que seu movimento é descrito por:
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—

a) f(t)=ti+(2t?-1)j

ou

y=2x"-1

2 \/ 2 '
- 27 -

b) g(t):?|+—1,t>0

Temos:

x(t)=% = t==

e

3 3 3 3x

y(t)_m ou Y= =3ix 3.0 0
i+1 -
X X
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-~

y

) h(t)=ti+j+4t’k

Temos:

2(t) = 4t?

Assim, z=4x* y=1
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(0,1,0)

d) v(t)=Inti+t+k,t>0

Temos:
x(t)=Int
y(t)=t

2(t)=1

Assim, x=Iny, z=1
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e) w(t)=3costi+3sentj+(9—3sent)k ; te[0, 27]
Temos:

x(t) = 3 cost

y(t)=3sent

2(t)=9 -3 sent

ou seja

x*+y?=9
z=9-y
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f) r(t)=ti+(9-t) j+t°k, t>0

Temos:

41



Resolugéo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Célculo B: Funcdes de vérias varidveis, integrais

maltiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 45 — 47.

y(t)=sent
2(t)=2

y=senx, z=2
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hy r(t)=(8-4sent)i+2cost j+4sentk

x(t)=8-4sent

y(t)=2cost
2(t)=4sent
ou
2 2
y .z 4
4 16
X=8-12

4. Sejam ?(t)=51t+6t2 e gt)=ti+sentj+costk,coma=i+jeb=2i—];
0<t<2r.

Calcular:
a) ft)+g(t)

?@):G+]}+@L;HZ
=ti+t]+2t%—t2]

= (t+2t2 i+ (t—t?)j.
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T(t)+§(t)

(t+26)i+(t—t*) j+ti+sent j+costk

2t* +2t)i+(t—t* +sent) j +costk

2(t*+t)i+(t—t*+sent) j+cost k

com 0<t<2r.

b)

F(1).9(t)=|(t+2°)i+(t-t*) j+Ok | [ ti+sent j+costk |
=(t+2t2).t+(t—t2).sent+0.cost
=t2+2t3+(t—t2)sent

com 0<t<2r.

¢) T(t)xa(t)=T(t)x at)=t+2c2f + (t—t2)j|x i + sent j+cos t k=

i i K
=t+2t> t-t> 0
t sent cost

—

=i(tcost—t?cost)+ j(—tcost—2t? cost)+k (t sent+2t% sent —t +°)
—tcost(1—t)i—tcost(1+2t)]+(t>—t2 +2t>sent +t sentk

com 0<t<2r.

:(|+]) l(t+2t2)i+(t—t2)]J+(2i—]). [t i+sent j+cost EJ
= (t+2t2)+t—t? + 2t + (—sent)
=t* + 4t —sent

com 0<t<2r.
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e) f(t—-1)+g(t+1)=

= t=242(t-1)" [+ t-1-(t-2)" | J+ (t+2)+ sen(t+1) j+cos(t-+ 1)K

= [t—1+2 (t? —2t+1)+t+1]7+[t—1—(t2 —2t+1)+sen (t+1)]]+cos(t+1)§
=(2t? —2t+2)7+[—t2 +3t—2+sen (t+1)]]+cos (t+1)k

com 0<t<2r.

5. Uma particula se desloca no espaco. Em cada instante t o seu vetor posicao é dado
por F(t)=ti+—j+K.
t—2
a) Determinar a posicdo da particulano instante t=0e t=1

b) Esbocar a trajetoria da particula.

¢) Quando t se aproxima de 2, 0 que ocorre com a posi¢do da particula?

-

S 1- -
0)=0i—=j+k=—=j+k
a)r() i 2]+ 2]+

1
b) dy(t)= ——
) y()=—=
2(t=1)
ou
1
_ =1
d X—2 :
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c)Quandot >2=x—>2

. 1 . 1
lim —— =40 lim ——=-o0
x—2t X —2 X2~ X—2

A particula tende para uma posicao infinita.

6. Sejam f(t)=ti+2t? j+3t°k e g(t)=2ti+ j—3t?k, t > 0. Calcular:
o I T(0)+g)]
. e - o T 27 37 . T _.’_ 27
lim [f(t)+ g(t)J_ lim (t|+2t j+3t k)+ lim (2t|+J 3t k)
= (i+2j+3K)+2i+]-3)
=3i+3j + 0k
=3i+3]

py lim [f(t)-g(t)]

t-1
im [F(t) - 9] = (+2j +3K)- (2i + - 3)

=—i+]+6R

t—l

o m 37050
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t—>1

= 2i+£]+2—1ﬁ
2 2

o lim [7t) ()

t—l

—

t—>1
=2+2+(-9)
=-5

o lim[F(t)xgl)]

t—1

lim F(t) x a(t)J: (I +2]+ 3E)x (2| +j- 3_k>)

i j Kk
=1 2 3

2 1 -3
= -9i+9j-3k

o lim |+ T()

t-1

lim [(t +1)f(t) J: ZG +2]+ BE)

t—>1

:2i+4i+6ﬁ

9 im[7)xg()

t—l

lim [?(t)xa(t)] :6x(07+]+0R)

t—>1
i ]k
=0 0 O
010
=0

jim [3?(t)—%§(t)} - dfi+ 2]+ ak)- 2 i+ j-aK)

lim 1 (t). 9(t)= (1 +2] +3K). (2 + - 3K)

47



Resolugéo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Célculo B: Funcdes de vérias varidveis, integrais
maltiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 45 — 47.

7. Seja f(t)=senti+costj+2k e h(t)=1/t. Calcular, se existir, cada um dos

seguintes limites:

a) lim f(t)

t—0

lim f(t)=sen 0i +cos 0 + 2k

b) lim[h(t). f(t)]

t—0

lim h(t). f(t)= lim

—i+—j+—=Kk
t—0 t—0 t

sent: cost- 2-
t t

:i+0]+oo oA

8. Calcular os seguintes limites de funcdes vetoriais de uma variavel
a) lim (cos ti +1% j —5K)
lim( cos ti +t2j —5K) = cos i + 72 j —5K

= —i+7r2]—5R

b) lim t3+4t2+4ti+~.
| tr2)=3)

At eat: - (t+2)(+2t) -
m-————=I1+J=1In-——1+
-2 (t+2)(t-3) 2 (t+2)(t-3)
_4-4 i+j=0i+j=]
—2-3

I R P 7 (t=2)(t+2): (-2
Igr;;[(t —4)|+(t—2)]]_[|£r21 e e
:4f+]
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t—>1

d) lim {\/f_lll +(t—1)j+(t +1)_k}

mw_‘lln(t_l)h(tﬂ)k}_nm{f 1; fﬂ (t_l)]+(t+1ﬂ
_Itl—r>?|:\/_ |+(t—l)]+(t+l)_k1
- Liojeak
2
E
2

2 =1 o e
e) Itlirg{ " |+(2 —1)j+tk}

t > - —
Iim{z i )j+tk} In 2i +0] + 0k

t—0 t

—In2i

9. Mostrar que o limite do modulo de uma funcdo vetorial € igual ao modulo do seu
limite, se este Ultimo existir.

Seja f(t)=f,(t)i+ f,(t)j+ f,(t)k uma funcdo vetorial tal que lim f(t) exista,

t—a

lim f(t)=a,i+a, j+a,k. Assim, existem lim f.(t)=a,, lim f,(t)=a, e

t—a

lim f,(t)=a,.

t—a

im| f (1) =|im 7 (1)

Como ‘_f(tj = J(R,Q)F +(£,(t)f +(£,(t)7 , temos que
f(0)]=limy (1) + £, (1) + £, (1) .

t—a

lim

t—a
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Aplicando propriedade de limites vem:

lim| £ () = im0 + £,0F + £

ou

lim | f (1) =ya’+a’ +a;’
:‘aﬁ+a2]+a3ﬂ
= im £ (1)

10. Mostrar que a fungao vetorial f(t)= f,(t)i+ f,(t)j+ f(t)k é continua em um
intervalo | se, e somente se, as funges reais f,(t), f,(t) e f,(t) séo continuas em
l.
Se f(t) é continua num intervalo I temos por definigdo que f(t) é continua em
todos os pontos t, < I, ou lim ft)="f@t,) Vit el.
Temos entdo que
lim f(t)=f,(t )i+ f,)j+f,t)k, Vi el 1)
Por uma propriedade de limite vem
!LT?( )=lim f, (t )|+!Lr2 fz(t)]+!Lr12 f,(t)k )
Comparando (1) e (2), vem

lim f,(t)= f,(t,), lim fz(t):fz(to)elim f,(t)=f,(t,), Vi, el,

t->ty

o que implica em afirmar que f,(t), f,(t) e f,(t) sdo continuas em I.
Reciprocamente, supor que existem f, (t,), f, (t,) e f, (t,) e existem os limites
limf, (t) (i=12,3), Vt, el esfoiguaisa f(t,) (i=1 2 3).

-ty
Portanto podemos escrever:
?(to): f, (to )' +f, (to )] + fs(to )R
= lim £, ()i +lim £, ()] +lim £, Ok

= lim f (t)

t-t,
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—

0 que implica em afirmar que f (t)é continua em todo t, € I .

11. Calcular o limite e analisar a continuidade das funcdes vetoriais dadas, nos pontos

indicados.
— Hiﬂzi t=3
a) f(t)=1t-3 ' emt=0et=3.
0 t=3

-1(0)

Portanto, é continuaem t=0.

t—3

Iim?(t)zltin;[| — ||+t j]
Temos:

lim f(t)=i

t—>3*

IimT(t):—|+91

t—>3°

= Blim f (t)

t—3

Portanto, ndo é continuaem t = 3.

1: ~
tsen=i+costj, t=0

b) f(t)= t em t=0
I t=0
lim f(t)= lim tsen}|+costj
t—0 t—0 t
= Oi+]
=j=1(0)
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Portanto, é continuaem t=0.

H \/t+2—\/§-:
- ti+———J, t=0
¢ f(t)= t em t=0.
J2,t=0
lim 7(¢)= lim (th—“”zt‘ﬁ]]

= lim
t—0

o (2 -V2)ir2+42)-
t(Vt+2 ++/2) :

> 1 - 1 - -
i+ j=——=T(0
NARENL (0)

Portanto, é continuaem t=0.

d) f(t)=senti—cost j+k em t=0

lim £(t)=0i-j+k
=—j+k
= 1(0)

Portanto, é continuaem t=0.

_ iiJri]—SR,t;ﬂet;tZ
e) f(t)=41t-1 1t-2 emt=1let=2.
0,t=1et=2
.. - re - 2 z 4 = T ~ - ~ z -
O limite |tIIT11 f(t)= |tlni] nl+ﬁj—5k ndo existe, portanto nao e continuaem t=1.
Lo . 2 A R 5 ;
O limite lim f(t)= im t—1|+t—21—5k n&o existe, portanto no é continuaem t =2,
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12. Indicar os intervalos de continuidade das seguintes fungdes vetoriais:

>

a) f(t)=asent+bcost em [0,27]onde a=ieb=i+]j.

f(t)=sent i+(i+])cost
= (sent+cost)i+cost |
Como sent e cost sdo continuas em [0, 27z] temos que:
lim f(t)= !ilgl(sent+cost )i+costh
= (sent, +cost, )i +cost, j

= ?(to)

vt, €[0, 27].

Assim, f(t) é continuaem [0, 27].

b) g(t)= :. (2 —1)j ek
Analisando a funcdo f, = % , vemos que ela ndo é continuaem t=0. Ainda f, =t,-1e

f, =e' sdo continuas em R, portanto g(t) é continuaem (o0,0)U (0, + ).

c) h(t)=ei+Int]j-+cos 2tk
Temos que:
e ¢! écontinua em todos os reais;

e Int é continua para os reais maiores que zero;

e COs 2t € continua para todos os reais.

Assim, h(t) é continua em (0, + o).
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d) Q(t):(ln 1., tj

Temos que:

e In (t +1) é continua para os reais maiores que (-1);
1, . .
. ¢ é continua para os reais diferentes de zero;

e t € continua para todos os reais.

Assim, v(t) é continua em (-1, 0) U (0, +o0)

e) w(t)=(sent,tgt,e")

Temos que:

e sent é continua em todos os reais;

, , T
e tgt écontinuaem {t|t¢5+kﬁ,keZ};
e ¢! é continua em todos os reais.

Assim, w(t) é continua em {t|t¢%+ kz, k eZ} ou U(£+n7z,%+(n +1)7z].

nez

f) rt)= (e‘, t: ‘11, In (t +1)j

Temos que:

e' é continua para todos os reais;

2

é continuaem R—{1};

In (t +1) é continua para todos os t reais tais que t > —1.

- 2 p—
Assim, r(t)= [et, tt 11, In (t+1)j é continuaem (—1,1) U (L, +o)
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O -
9 f(t)=(\/f,t2_1,t2_4)

Temos que:

e 3/t é continua em todos os reais;

é continuaem R — {1,—1};

t2

= é continuaem R —{2,-2}.

Assim, f(t)= (%/f tz_—ll '[2_—14j é continuaem R—{-2,-1,1, 2} ou

(—o0, —2)u(-2-D)U(-1,1) UL 2) U (2, +x).

h) 6(t)=(t2+12_—t2 1}

12 _2t+1 Wt
Temos que:
e t?+1 écontinuaem R:

2
. 22—t é continua em R—{1};
t°-2t+1

1, .
e —écontinuaparat>a0.

N

R _t2
Assim, g(t)= {tz +1, tZZ—TLLl %J é continua em (0, 1) U (1,+o0).

13. Provar os itens (a), (b) e (c) das propriedades 2.5.3.

Para provar os itens vamos usar a proposicao 2.5.2 da pagina 24 e as propriedades

de limites das funcGes escalares do Célculo A.

Sejam f(t) e g(t) duas fungdes vetoriais definidas em um mesmo intervalo. Se

lim f(t)=2 e lim g(t)=b entdo:

t—>t, -ty
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a) lim|f(t)+g(t)|=a=+b.

>ty

— —

Sejam f(t)=(f,(t) f,(t) f,(t) ; 9(t)=(0,(t).0,(t). 9;(t)); a=(a,.a,.a,)
b=(b,b,,b,).

Temos:

)+ 9(t)=(Ht)= 0,(t) £.()= 0,(0) f,(t)+ g:(t)) e
lim{ ) 9(0)|= tim{(,(0) 0, 0 + (,(0)2 9,0+ (£,(0) 6, (K ]
= [lim f,(t)i+lim £, (t)j +lim f(0)k]+[im g,(t)i + lim g, (t)] + g, (k]

— lim f(t)+lim g(t)

t>ty t-ty

lim{7 (1), 9(0)|=lim[,0)9, )+ £, o (€ + 1. 1)g. 0]
Considerando:
« lim f(t)=(a,a,,a,) ou lim fl(t)zal,!iﬂ! fz(t)=a2,!il2 f,(t)=a,;
o limg(t)=(b;,b,,b,) ou limg,(t)=by,lim g, (t) = byelim g, (t) =b.
temos que:
lim|F(t)g(t)|=ab, +a,b, +asb, =ab

-ty

¢) lim|f(t)xg(t)]=axb
Temos o produto vetorial:
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i ] k
f(t)xg(t): fp f, f :(fzga - f392)7+(f391_ flgS)j+(fng - fzgl)iz
9 0, G

Fazendo o limite temos:
!EE(F(t)X G(t)): !Lnt;] |:( fzgs - fsgz)r"‘( fsgl - flga)J?"'( flgz - fzg1)lz] =
(azbs —a;b, )r + (a3b1 —ab, )I + (a:l.bZ - a-zbl)lz =axb

14. Sejam f e g duas fungdes vetoriais continuas em um intervalo I. Mostrar que:
g g , L
a) f+g écontinuaeml.

b) fxg écontinuaem I.

Se f e § sdo continuas em | = lim ft)=f(t,)e limg(t)=d(t) v, €1 e
® !"P fi(t)= fi(to);
° !'_[E gi(t)z gi(to)

comi=1,23, Vtel.

Entao:

a) Iim[fﬂﬂzlim f(t)+limg(t)=f(t,)+G(t),Vt, €| = f +§ é continuaem I.

t—>t, t—ty t—ty

b) Iim[Fx@]:lim fxlimg=f(t,)xdlt,), vt, e | = f xg é continuaem I.

toty oty toty

15. Esbocar o gréfico da curva descrita por um ponto movel P(x, y), quando o

parametro t varia no intervalo dado. Determinar a equagéo cartesiana da curva em
cada um dos itens:

a)

X = 2cost
y =2sent’

x? =4cos’t
y> =4sen’t

X2 +y° +4
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Assim a equacdo cartesiana é dada por x>+ y®+4. Segue o grafico — circunferéncia de
raio 2, no plano xy.

b)
X =4cost
y =4sent
2=2

com 0<t<2r.
A equacdo cartesiana é dada por x> + y> =16;z =2. Veja o gréfico que segue — uma
circunferéncia de raio 4 no plano z=2.
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c)
X=2+4sent

y =3—-2cost

x—2) =16sen’t

(x-2)

(y—3) =4cos’t

(x—2) +4(y—-3) =16

Estamos diante de uma elipse centrada em (2,3) no plano xy,
2 2

(X_Z) + (y:13) =1,

16
Veja grafico a seguir.
2y

d)
X=t+1
y=t>+4 —0 <t <40
z2=2
Temos uma parabola no plano z=2.
y=(x-17+4
=x?-2x+5

Veja o grafico no espago.
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(1,4,2)

16. Obter a equacdo cartesiana das seguintes curvas:

a) r(t)= (%t,Bt + 5)

b) F(t)=(t-1,t*—2t+2)
x(t)=t-1

y(t)=(t-1) +1

Assim, temos y = x* +1.

0) 7(s)=(s*-1,s>+1,2)

X=5%-1
y=s’+1
z2=2

Temos que

s? =x+1o0u s=+/x+1 para x> -1.
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y=x+1+1
Assim, temos y=x+2;z=2 sendo que x>-1.

17. Determinar o centro e o raio das seguintes circunferéncias e depois escrever uma
equacéo vetorial para cada uma.

a) X*+y?—2x+5y-3=0

(x-1)° +(y+gjz =
Ja

Centro : [1,—% eraio r = ——
2 2

F(t):( Ja1 5 4l J

-

1+ ——cost,——+——sent
2 2

b) x*+y*—-6x+8y=0

(x—3) +(y+4) =25
Centro: (3,-4) eraio r=5
r(t)=(3+5cost,—4+5sent)

c) X*+y?+5y-2=0
(x—0) +(y+5/2) :37?

Centro : [0,—2} eraio r :@

r(t):(@ 5 /33 ]

——cost,——+——sent
2

18. Identificar as curvas a seguir e parametriza-las. Esbocar o seu gréafico.

a) 2x*+2y?+5x+2y—-3=0

5
X>+y? +=Xx+y-—=0
y 2 y 2
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(o) (3] -3
X+=| +| y+= | =—
4 2 16

. o (5 1) .
Circunferéncia com centro: _Z —— |l eralor=

Representacao paramétrica:

5 /53
x:—z+—cost
com 0<t<2r.
V53

y——l+—sent
2 4

Veja o grafico:

b) 2x*+5y? —6x—2y+4=0
2 2 2y
2(x —3x)+5(y —€]+4=0
2 2
Z(X—Ej +5(y—1) =1
2 5 10
2 2
=3 3]
+ =1

7 7
20 50
. 31 .. . 7 7
Elipse centrada em | =,= |, com semi eixos iguais a a = ‘/— eb=.—.
25 20 50
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Representagdo parametrica:

3 [7
X =—+,/—cost
2 V20

, 0<t<2r.
1 / 7
y==+.,—sent
5 50
Veja o grafico:
2y
0.71
0.6+
0.5¢
0.4
0.3¢1
0.21
0.1+
0.}5 i\ 1.}5 ’
T \/
-0.2+4
C) x*+2y?>—4x-2y=0
(x=2) +2(y* - y)=0
1 2
(x—2) +2(y——j =Z+4
2
y—l 2
(x—2) 2
+ =1
9 9
2 4
Elipse com centro: 2,1 e Semi-eixos a = — = ﬂ eb= §
2 J2o 2 2
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Representagdo parametrica:

Veja o gréfico:

-~

y

d x*-8y+4=0

8y =x"+4
44 .
y= g é uma parébola.

Representacdo paramétrica:

x=t
y_t2+4
8

Veja o grafico:
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-~

y

x

L 4

e) y—i:O,x>1.
x—1

y = Ll é uma hipérbole.

Representacdo paramétrica:
X=t
1

==t
y=171 )

Veja o grafico:

-~

y

v

SRy g g g g g g g g g g g g g gy
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19. Verificar que a curva 7(t)=3coshti +5senht j é a metade de uma hipérbole.
Encontrar a equacéo cartesiana.

x =3cosht
y =5senht

x* =9cosh? = 25x? = 225cos h’t
y® = 25senh’t = 9y* = 225senh’t

25x* —9y? =225

2 2
X Y _1—E uma hipérbole
9 25

cosht >1= x=3cosht >3, dessa forma vamos ter a metade da hipérbole.
Veja o grafico:

y

4.0000¢
3.0000¢
2.0000

10000

! ! ! ! ! ! ! |
T T T T T T T 1
—4.000 -3.000 —2.000 ~1.000 1.000 2.000 3.400 4.000 5.0

~1.0000¢

—2.0000

=3.0000

~4.0000¢

20. Determinar uma representacao paramétrica da reta que passa pelo ponto A, na
direcdo do vetor b , onde:

a) A(l,%,zj eb=2i-7.

F(t)=(l,%,2)+t(2,—l,0)
1+ 2t)7+(%—tjj?+2lz
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b) A(0,2)eb=5i-]j.

r(t)=(0,2)+t(5-1)

=5ti +(2-t)]
¢) A(-1,2,0)eb=5i-2j+5k.

F(t)=(-12,0)+t(5-2,5)
=(=1+5t)i +(2-2t) j +5tk

d) 7(t)=(2,2,v3)e b =57 -3k
r(t)=(v2,2,43)+1(5,0,-3)
:(\E+5t)f+21+(\ﬁ—3t)lz

21. Determinar uma representacdo paramétrica da reta que passa pelos pontos A e B,
sendo:

a) A(2,0,1) e B(-3,40)
Temos que b =(-5,4,—1). Assim,

F(t)=(2,0,1)+t(-54,-1)
=(2-5t)i +4t j+(1-t)k

b) A(5,-1-2) e B(0,0,2)
Temos que b =(~5,1,4). Assim,

r(t)

(5-1,-2)+t(-5,1,4)
(5-5t)i +(=1+1)j +(-2+4t)k

c) A(\/E,l,%] e B(-7,2,9)

Temos que b = (— 7 —\/5,1,?) . Assim,
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F(t)=(ﬁ,l,%)+t(—7—\/§,l,2—;j
(\/5—(7+\/§))T+(1+t)17+(%+2—36tjlz

d)A( jeB;z ~1,2)

Temos que 6=(0,—1—E,—1j. Assim,
F(t):( ’;3}4(0 ~1- E_j
:ﬂf+(%—(1+%jtJj+(3—t)lz

22. Determinar uma representacao paramétrica da reta representada por:

a) y=5bx-1,z=2
X
{y ot-1
2
F(t)=ti +(5t—1)] +2k .

b) 2x—-5y+4z=1, 3x—2y-5z=1

Fazendo x =t temos

2t-5y+4z=1 3t—2y-5z=1
Sy=2t+4z-1 e 2y =3t-5z-1
_2t+4z-1 _3t-5z-1
== y_T

Igualando os resultados, teremos:

2t+4z-1 3t-5z-1
5 2
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4t +8z2-2=15t-25z7-5
8z+257=15t-5-4t+2

33z =11t -3
11t -3
="
33

Dessa forma podemos escrever:

oy—3t-51=3_4
33

2y:3t_55t—15_1
33

66y = 99t — 55t +15— 33
 44t-18
66
_22t-9

=733

Portanto:

33 33

C) 2x-5y+z=4;y—x=4

X=t
y=4+x=4+t
Z2=4-2Xx+5y

ou

7=4-2t+5(4+t)
2=4-2t+20+5t

z=3t+24
Portanto temos:

Ft)=ti +(4+1)] +(3t+24)k

23. Encontrar uma equacéo vetorial das seguintes curvas:

a) X*+y*=4;z=4
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X = 2cost
y =2sent
72=4

Temos: F(t)=(2cost,2sent,4).

3

b) y=2x*,z=x
X=t
y = 2t?
z=t°

Temos: F(t)=(t,2t% t°).

¢) 2(x+1) +y?=10,z=2

Reescrevendo, temos:

2 2
(X+l) + y 1,z=2

5 10
x = —1++/5 cost
y = /10 sent
z2=2

Temos: F(t)=(-1++5cost)i +~10sent J+2K.

1
Temos: F(t)z(t,tz ,2} t>0.

e) x=e’,z=¢"
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X=t y
Z:et:e =t..y=Int

Temos: F(t)=(t.Int,e'), t>0.

) y=x,z=x*+y?
X=t
y =t
z=t*+t* =2t*
Temos: F(t)=(t,t,2t?).

g) Segmento de reta de A(2,1,2) a B(-11,3)
Temos que b =(~3,0,1), portanto,
r(t)=(2,1,2)+t(-3,01)

_ com t e[01].
=(2-3t)i +J+(2+tk <loa]

h) Segmento de reta de C(0,0,1) a D(1,0,0)
Temos que b =(1,0,~1), portanto,
r(t)=(0,0,1)+t(1,0,-1)

- N com te|01].
=ti +(@1-tk <loa]

i) Parabola y=+vx,0<x<1

X =t?
y=t

Assim, F(t)=t?i +t] com te[-11].

j) Segmento de retade A(L,-2,3) a B(~1,0,-1)
Temos que b= (— 2, 2,—4), portanto,
r(t)=(1-23)+t(-2,2,-4)

=(1-2t)i +(-2+2t)] +(3—4t)k

. com te[0].
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K) y=x*-7x"+3x-2,0<x<3

X=t
y=t>-7t* +3t-2
Temos: F(t)=ti +(t* —7t> +3t—2)j ,com 0<t<3

) x+y+z=1, z=x-2y

Fazendo:
X=t
z=1-x-y=1-t-y
Z=X-2y=t-2y
Igualando, temos:
1-t—-y=t-2y
—y+2y=t+t-1
y=2t-1
Assim,
z=t-2(2t-1)
=t-4t+2
=-3t+2

-

Portanto, F(t)=ti + (2t —1)] +(-3t+2)k .
m) x*+y*=1 , z=2x-2y
X = cost
y =sent
Z=2cost—-2sent

Portanto, F(t)=costi +sent j +(2cost—2sent)k com 0<t<2z.
n x*+y*+z2°=2y, z=y

Fazendo

X +y*+12°-2y=0
X°+2y*-2y=0

x* + Z(y2 — y): 0

1V 1
2+2ly-=| ==
(v-3) -
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N

x2+
1 1
2 4
Assim,
x = -~ cost
J2
y=—+£sent
2
7=2 4 Loent
2 2
Portanto,
F(t):icostf+(1+15entji+[l+lsentjﬁ com 0<t <2z,
V2 2 2 2 2

0) Segmento de reta de E(3,3,-2) a F(4,5,-2)
Temos que b =(1,2,0). Portanto:
r(t)=(3,3,-2)+t(1,2,0)

_ _.,comte|0]f.
=(3+t)i +(3+2t)] -2k <lod]
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CAPITULO 2
2.14 - Exercicios
pag. 65 - 68

1. Determinar a derivada das seguintes funcGes vetoriais:
a) f(t)=cos’ti +tgtj +sen’tk

f '(t)=—3cos’ tsenti +sec’tj + 2sent costk

b) §(t)=sentcosti +e?]
G'(t)=(cos’t—sen’t)i —2e ]

c) h (t):(2—t)f+t3]—%E

ﬁ'(t)=—7+3t21+t12|2

f) ht)= i:in In1—?)j +5k

(2t+l).5—2(5t—2)r+ 2t -

MO iy 1
_10t+5-10t+4- 2t -
(2t +1)° 1-t?
9 o2
(2t+1°  1-t?

73



Resolucao dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Célculo B: Fungdes de varias variaveis, integrais

maltiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 65 —68.

2. Determinar um vetor tangente a curva definida pela funcdo dada no ponto indicado.

a) f(t)=(tt>t3)P(-11-1)
f't)=(L2t,3t?)
f(-1)=(@-23).

c) h(t)=(sent,cost,t) P(l,o,%j

h'(t) =(cost,—sent,1)

Al Z|=|cosZ,—senZ 1
2 2 2

(gt

Para P(-1,—1) temos 1-t=—1ou t =2. Assim,

p'(2)= (—1, 3 = (-11).

D
~
=l

(t)=(2t,Int,2)  P(2,0,2)
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3. Mostrar que a curva definida por ?(t) = [%sen t,%cost,?j esta sobre a esfera

unitaria com centro na origem. Determinar um vetor tangente a essa curva no ponto

p(oz £]
2 2

Temos que;

x(t)=Zsent

y(t)==cost

Podemos escrever

x? :lsenzt
4

2 (t) :%, temos X + y* +2° :%+%:1 ou x> +y* +z* =1 que é a esfera unitaria
centrada na origem.

O vetor tangente é dado por: f'(t)= (%cost,_?lsent,oj.

No ponto P Olﬁ , temos 1sentlcost \/_ = 1 N3 . Portanto, t=0 e
2 2 2 2 2 2 2
ra 1
f(0)=]=,00].
©-(300)

4. Determinar dois vetores unitarios, tangentes a curva definida pela funcdo dada, no
ponto indicado.

a) f(t)=(e',e",t?+1); P(L11)
f(t)=(e' e 2t)

75



Resolugéo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Célculo B: Funcdes de vérias varidveis, integrais
maltiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 65 —68.

Para P =(1,11), temos:
e' =1
et=1
t?+1=1=t*=0=>1t=0
Assim, f'(0)=(e°~e°,2.0)=(1-10).

Portanto, dois vetores tangentes séo:
1

1 1 1
(ﬁ"ﬁ"’j ‘ [‘ﬁﬁ’(’)

b) g(t)=(4+2cost,2+2sent,1) ; P(4,4.1)
g (t)=(-2sent,2cost,0).

Para P(4,4,1) temos:

4+2cost=4 = =0 = cost=
{ 2cost =0 = cost Ojt:%+2kmkez-

2+2sent=4 = 2sent=2 = sent=1

Assim, g(%} =(~2,0,0).

Portanto, dois vetores unitarios séo: (-1,0,0) e (1,0,0).

0) ﬁ(t):[%t,\/m,HlJ P=(33)

P(l,\/§,3):t:2. Assim,

ﬁ'(z):(%,%,l}

Dois vetores unitarios sdo:

1 1 1 1 1 1
G—(Z,Z«@Jj B [g’mllj (Z’ﬁ’lj ) (12\/3_’ 1 _2\/3_’ 12%}
1 1 3+1+12 4 2 4 '2y3 4 4
Vatiz*t T 243
_(ﬁ 1 ﬁ]
44" 2
€
_g_[_ﬁ _1 _@J
4 4 2
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d) r(t)=(tcost,tsent,t) P(O%%)
F'(t)=(-t.sent+cost,tcost+sent,1)

PloZ 2 ]|=t=".
2'2 2

o (5 3005

Dois vetores unitarios sao:

—E,l,l T
= 2 2 1 1
U= —/—m——== = , )
7 \/ﬂ2+8 \/7[2+8 \/7:2+8
4;74-14—1
4 4 4 4
_( —r 2 2 J
\/722+8’\/7r2+8’\/7r2+8
_a_( z -2 -2 J
\/ﬂ2+8 , \/7[2+8 ’ «/7[2+8

5. Determinar os vetores velocidade e aceleracdo para qualquer instante t. Determinar,
ainda, o modulo desses vetores no instante dado.

a) T(t)=2costi +5sent j+3K ; tz%

Vetor velocidade:
V(t)=rF (t)=-2senti +5cost j

Modulo do vetor velocidade:

(7 ; 25.2 f29
Vi — ||=,2+———=,]—.
‘ (‘J 4 2
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Vetor aceleracéo:
d(t)=—2costi —5sent j .
Madulo do vetor aceleragdo:

4 2

b) Flt)=e'i+e® ] ;t=In2

Vetor velocidade:
V(t)=F (t)=e'T-2e™]

(In 2) In2 2e—2|n2

=27 -2.27]

=2i —=7].

Moddulo do vetor velocidade:

\v(lnz)\=\/g=g.

Vetor aceleragéO'
at)=e'i +4e™7J.

Mddulo do vetor aceleragdo:
a(in2)=+5.
c) F(t)=coshti+3senhtj ;t=0

Vetor velocidade:
V(t)=F (t)=senh i +3cosht j
v(0)=senh0 i +3cosh0 j

=3j

Madulo do vetor velocidade: [v(0) = 3.

Vetor aceleracéo:
d(t)=coshti+3senh+j

78



Resolucao dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Célculo B: Fungdes de varias variaveis, integrais

maltiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 65 —68.

Maodulo do vetor aceleracdo:
a(0) =1

6. A posicdo de uma particula em movimento no plano, no tempo t, é dada por
x(t):%(t—l), y(t)zi(tz 2t +1).

a) Escrever a funcéo vetorial f (t) que descreve o movimento dessa particula.

re l g 1 2
f(1)=5(t-D)i +Z(t —2t+1)j.
b) Determinar o vetor velocidade e o vetor aceleragéo.

)= T () =57+ @-2] =27+ (-]

a(t)=\7'(t)=%i.

c) Esbocar a trajetdria da particula e os vetores velocidade e aceleracdo no instante

t =5.
v(s)zihzj.

N

1-
ab)==7].
a5)=7 ]
Veja gréfico:

velocidad

aceleragao

7. No instante t, a posicdo de uma particula no espaco € dada por

X(t)=t?, y(t) =24t , 2(t)=4t° .

a) Escrever a fungéo vetorial que nos dé& a trajetdria da particula.
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r(t)=t27 + 2Jt] + 4JE K.

b) Determinar um vetor tangente a trajetoria da particula no ponto P(1,2,4).

F'(t)=2tf+%f+6t]/2 k.
t? =1
P(L2,4)={2Jt=2 = t=1.
A =4
Assim, F'(1)=2i +j +6K.
c) Determinar a posicao, velocidade e aceleragdo da particula para t =4.
Vetor posicao:
r(t)=t27 + 2Jt] + 4JE K

r(4)=167 +4] +32K ou posicio em (16,4,32).

Vetor velocidade:

e 1 g e
F'(t)=2ti +—— j+6tY%k
(t) N

V(4)=T7'(4)=8i + 5] +12K

Vetor aceleracéo:

at)=v'(t)= 2?—%t‘3/21 Jrﬁ.%t"/2 k

- 1—.* 3_’
A(4)= 27 -~ T+ K.
a(4)=2i 161+2

8. Uma particula se move no espaco com vetor posicao F(t). Determinar a velocidade
e a aceleracdo da particula num instante qualquer t. Esbocar a trajetoria da particula

e os vetores velocidade e aceleracdo para os valores indicados de t.

a) Tlt)=ti+4j+(4-t*)k;t=0;2;

V(t)=T+(-2t)k
at)=-2k
v(0)=i; V(2)=T-4k
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z

v(0)

a(0)

a()

(@+t)
-2 2
\7(1):—%7+]
V()= 27 +]

)= %T e d(2)= 2—27?
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4
30
28
26
24
22
20
184
16
144
121
10

8<

a(l),

v(1)

LN N S S B R S B N R S R — p— —

l})ho’

v(0) S
a(0) 72

<

LI B

x
o
©® o BN
M M
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dy rlt)=@-t)i +@+t)] ; t=1;2

9. Sejam & e b dois vetores constantes. Determinar o vetor velocidade das particulas
cujo movimento é descrito por:

+tb

b) F(t)=at’*+bt

10. Se F(t) é 0 vetor posi¢do de uma particula em movimento, mostrar que o vetor
velocidade da particula é perpendicular a F(t).

a) f(t)=(cost,sent)
(—sent,cost)

=l <l
—~~ ~~

~t ~t
N—" N—"

< I

V(t)=-sent cost +sent cost
= 0= sdoperpendiculares
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b) F(t)=(cos3t,sen3t)
)=(cos3t,sen3t)
V(t)=(-3sen3t,3cos3t)
F(t).V(t)=—3cos3t sen3t+3cos3t sen 3t
= 0= sdoperpendiculares

11. Em cada um dos itens do exercicio anterior, mostrar que o vetor aceleracdo tem o
sentido oposto ao do vetor posicao.
a) f(t)=(cost,sent)
( )=(-sen t,cost)

a(t)=(—cost,—sent)

—(cost,sent)

= —F(t) = re a tém sentidos opostos

b) F(t)=(cos3t,sen3t)
v(t) =(—3sen3t,3cos3t)
a(t)=(-9cos3t,—9sen3t)

=—9(cos3t,sen3t)

=—9r (t)= Fe a tém sentidos opostos

12. Mostrar que, quando uma particula se move com velocidade constante, os vetores
velocidade e aceleracgdo sdo ortogonais.

Seja v ( ) ai +bj +ck avelocidade da particula onde a, b e ¢ sdo constantes. Entio

a(t)=0

()a() a.0+h.0+c.0
=0 = V e & sdo ortogonais

13.Sejam & e b vetores constantes nao nulos. Seja F(t)=e* a+e® b. Mostrar que
r"(t) tem o mesmo sentido de F(t).
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e
4.7(t)
Portanto, 7 "(t)e F(t)tm o mesmo sentido .

14. Seja F(t) =2coswti +4senwt j onde w é uma constante ndo nula. Mostrar que
2=
9T _wer
dt

r = H
=-2wsenwti +4wcoswt |

dZF 2 e 2 H
F=—2W coswti —4wsenwt |

=—w’(2coswti +4senwt j)

=—W'r

15. Dados f(t)=tj+t%k e g(t)=t*j—tk, determinar:

a) (ft)xd())

g'(t)+ f'(t).g(t)=(0,t,t?).(0,2t,~1)+(0,1,2t).(0,t2,~t)=
=2t -t +t° - 2t* =0.
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I
ol

~ o~
N

(t)=ti +t2], determinar (f(t). f(t))'.

@D
=h|

17.Sejam f(t) uma funcdo real duas vezes derivavel e @ e b vetores constantes.

Mostrar que se g(t)=a+b f(t), entdo g (t)xg (t)=0.
g(t)=a+b.f(t)
G'®)=b.f (t)=(b.f (t).b,.f (t).b,. T (t)

G'®)=b.f"®)=(b,.f (t).b,.f (t).b,.f ()
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i ik
g (t)xg (t)=|bf b,f bf
bf bf bf

= (o, f oyt —b, by )T +(—b f b +b by f')J+(bfb,f b fh,f)k
0.

18.Se f é uma fungdo vetorial derivavel e h(t)= ‘ f(t)(, mostrar que

f(t). f'(t)=h(t).n'(t).

f(t)+2f,(t)f, (t)+2f,(t)f, (t)
2 £2(t)+ £,2(t)+ £.,2(t)

= f,(t). f, (t)+ f,(t). fz'(t)+ f,(t). f, (t)

= f(t).f(t)

OO O+ 20+ 170 250

=
S~

19. Esbocgar as curvas seguintes, representando o sentido positivo de percurso. Obter
uma parametrizacdo da curva dada, orientada no sentido contrario.

a) F(t)=(2+3cost, 1+4sent) t <[0,27]
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Ay

F(t) = r(a+b—t) = r(2z—t) =
=(2+3(cos2z—t), 1+4sen(2z—t)) =
=(2+3cost,1-4sent), t <[0,27x].

b) F@)=(tt+2 2t+1), t <[0,1]
F ()= r(0+1-t) = r(l-t) =
= (A-t,1-t+2,2(1-t)+1) =
=(@1-t,3-1,3-2t), t <[0,1}

4

Q (1,3,3)
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c) F)=(2t-1 2t+1, 4-2t), t eft,2]

F(t) = r(1+2—t) = r (3—t) =
= (2(3-1)-1,2(3-1)+1, 4-2(3-1)) =
=(5-2t,7-2t,-2+2t), t e[i,2]

(132)

(350

d) F)=(t-1 t?-2t+1), t e[-12]
F(t)=r(-1+2-t)=r(d-t)=
=(1-t-1, (1-t)*-2(1-t)+1) =
=(-t,t%), t e[-12].

e) F(t)=(t—sent, 1— cost) t [0, 27|
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F(t)=r(0+27—t) = r (27 —t) =
=(2r—-t—sen(2r—t),1-cos(2r —t)) =

=(2r—t+sent,1-cost), t <[0,2x]
ty

f) F(t)=(1+cost, 1+sent, 2t), t <[0,4x]

F(®)=r(0+4z—t)=r(4z—t) =
=(1+cos(4x—t),1+sen(4x —t), 2(4x —t)) =
=(1+cost,1-sent, 87 -2t), t €[0,4x]
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7 TN

y

o 3 3 T
g) T(t)=(2cos’t, 2sen’t), t e[o,ﬂ.

() =?(0+%—t) —r(rl2—t) =

=(2cos’(z/2-t), 2sen’(w/2—-t)), te[0,7/2].
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Ay

A

20.Se 7(t)= (t t? ,t3) para todos os reais t, determinar todos os pontos da curva descrita
por F(t) nos quais o vetor tangente é paralelo ao vetor (4,4,3). Existem alguns
pontos nos quais a tangente é perpendicular a (4, 4,3)?

F(t)=(1,2t,3t?)
=(4,4,3)

a(L2t,3t%)=(4,4,3)

a=4

2t =4=t=

0|

1
2
3

at’ =3t == =
1

2
:>P(
(L 2t,3t2).(4,4,3)=0

4+8t+9t* =0

o’ +8t+4=0

Como as raizes sdo complexas, ndo existem pontos nos quais a tangente €
perpendicular a (4,4,3).

1
4

Portanto, t =

IR |-

)

NP

1
2 H

N |-

21. Verificar que a curva F(t) =tcosti +tsent j +t k,t>0 esta sobre um cone.
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X =tcost
y =tsent
z=t

x* =t’cos’t| , , ,, N
x* +y? = z° é aequagdo deumcone
y? =t’sen’t
22. Verificar quais das seguintes curvas sdo suaves.
a) Ft)=t +t*] , te[-11]
P (t)=(3t?, 2t)é cont.em[-1,1]
F'(t)=(3t?,2t)ndo é = 0 parat [-1,1] poisemt =0,F (t) =0

..n&o é suave.

b) F(t)=t% +t?],t e{%,l}

Neste caso a curva € suave em El} , pois F'(t) ¢ continuae =0 em Bl}

c) r(t)=2(t—sent)i +2(1-cost)j,te[z,37]

F (t)=2(1—cost)i +2sent jécontinuaem|r,37].
F(t)=0
2(1-cost)=0=cost=1=t=0+2kx

2sent=0 =t=0+2kr,keZ

F'(t)=0em t=2zqueépontodointervalo| z,37] = ndoésuave .

(1) (300" T
d) (t)=(3cos t,35en3t),te{6,3}
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r (t):(3.3coszt(—sent),3.Ssen2t.cost)

(—9 cos?tsent, 9sen’t cost)

F'(t)=0=-9cos’tsent =0

9sen’tcost =0

t=0+kr,keZ ou
, T
C.esuaveem| —,—|.
{6 3}

e) F(t)=(2cost, 3sent), t €[0,27]

t="kr
2

' =(-2sent, 3cost)é suaveem[0,27].

23. Verificar que as equac0es vetoriais
F(w)=(w,w),2<w<3
r(t)=(vt 1), 4<t<9
representam a mesma curva.

Temos que:

X=W )

, (Y =X ,2<X<3
y=w
e

X:f}y:x2,4s y<9 ou 2<x<3.
y:

Portanto, tem-se a mesma curva.

24. Determinar o comprimento de arco das seguintes curvas:

a) r(t)=(e'cost,e'sent,e'), 0<t<l
Temos:

r'(t) = (—et sent+e' cost, e' cost +¢€' sent, et)

|F'(t)| = /(€ sen t+ &' cost)? + (' cost + €' sen t)? + e?
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=/3e? =/3¢".

Assim,

| :'T|?’(t) | dt:jﬁe‘dt =/3e![ =-/3(e-1).

1
0

b) F(t)=(2t% 2t,V/6t>) 0<t<3
Temos:
F'(t) = (6t%, 2, 24/6t)
| F'(t) | =v/36t* + 4+ 24t°
= J4@? +1)? =2(3t° +1).

Assim,

b, 3
| =j| r'()]| dt:j2(3t2 +1)dt = 60.
a 0

) F(t)=ti +sent +(L+cost)k, 0<t<2z
Temos:
F'(t) = (1, cost, —sen t)

|F/(t)| = V1+cos’t +sen’t

:\/5.

Assim,

= iﬁ'(t) Idt= Tﬁdt - 2V2x.

d) y=x*2 z=0deP,(0,0,0) aP,(48,0)

Temos:
F(t) = (t,t°2,0)

=/ 31/2
rt)=1-t"%,0
® ( : )

P a2
7| = L+t

Assim,

b 4
I 9 8

I =||r'(t)|dt=],1+-tdt=—(10v10 -1).
Jiro] !,/+4 - (10J10-1)
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e) x=t3 y=t% 1<t<3
Temos:

F(t) = (t°,t?)

F(t) = (3t7, 2t)

| F'(t)|=Vot* +4t? =t(9t* +4)"?

Assim,

b _, 3
L= []r(R) | dt=[t(ot* +4)"*dt = 2—17(85@ ~13V13).
a 1

f) hélice circular  F(t) = (2 cost, 4t, 2 sent) de P,(2,0,0) a P/(0, 27, 2)
Temos:

r'(t) =(—2sen t, 4, 2cost)

|F/(t)| =/4sen’t +16+4cos’t =+/20

Assim,

7l2

= iﬁ'(t) |dt= [v20dt = /5.

g) umarco da cicldide F(t)=2(t—sent)i +2(1—cost) ]
Temos:
F'(t) = (2(1—cost), 2sen t)

[P (t)|= \j4(1— cost)? +4sen’ = ,/8(1—cost)

Assim,

b N 27
I=[|r'(t)] dt= [vB(1-cost)'*dt =16.
a 0

h) F(t)=(-sent,cost, 2) para te[0, 27]
Temos:
F'(t) =(—cost, —sen t, 0)

| F'(t) |=+/cos’t+sen’t =1
Assim,

= iﬁ'(t) | dt:T dt = 27,
a 0

96



Resolugéo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Célculo B: Funcdes de vérias varidveis, integrais
maltiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 65 —68.

i) F(t)=(tsent, tcost) para te|0, 7]

Temos:
F'(t) = (tcost+sent, —tsen t +cost)

| (t)|= \j(t cost +sen t)? + (cost —tsen t)2 = t2 +1
Assim

I—I|r(t)|dt j(1+t )l’zdt——x/l+7r += |n|7r+\/1+7z l.

) FO)=@t+1)i +(t+2)] para te0,2]

Temos:

r'(t)=(3,1)
|F'(t)|=/9+1 =410
Assim,

I=i|?’(t)|dt:j@dt=2@.

) ) =(e' e, tv2) tefo,1]
Temos:

rt)=(e' e, v2)

|7/(t) =6 +e +2

Assim,

b, 1
1= r’(t)|dt:'[x/e2t +e? +2dt:e—%.
a 0

25. Escrever a funcéo comprimento de arco de:

a) r(t) :(sen — cos ]

Temos:
1 t t
r(t — ———sen , 2
i ={3%5 2’ j
F(t)| :\/ coszl+lsen2£+4=\/1+4=£
2 4 2 4 2
e 01T V17
s@) = |[F')|dt” = ——dt' =——t.
(t) £| ()] j > 5
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b) F(t)=(cos2t,sen 2t 4)
Temos:
F'(t) = (—2sen2t, 2cos 2t, 0)

|F'(t) | = /4sen2t + 4cos® 2t = 2

t t
s(t) = [[F'() [dt™ = [2dt” =2t.
a 0

) ()=t t?)
Temos:
F'(t) =(12t)

| F'(t) | = vV1+4t°
t t

S0 = [P 16t = [Virat" o =2 QL2 42 In 2 VL 47|
a 0

d r(t)= (cose’t, sen’t, %cos ZtJ
Temos:

r(t) = (—30052 tsent, 3sen’t cost, —gsen Zt]

|7 (t)|= \/9 cos” tsen’t + 9sen*tcos’t + %sen2 2t =32 costsen t

t t
s(t) = j Pt |dt” = IBﬁ cost’sen t'dt” = % sen’t .
a 0

e) F(t)=(cos2t,sen2t) t <[0, 7]
Temos:
F'(t) = (—2sen2t,—2cos 2t)

|F(t) | = 4sen?2t + 4cos® 2t =2

t t
s(t) = [[F'() [dt™ = [2dt” =2t.
a 0

f) hipocicléide 7 (t) = (acos®t, a sen’t) t e[o, —}

Temos:
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(t) = (~3acos’ tsent, 3asen’tcost )

| /(t) | =+/9a% cos* tsen’t + 9asen‘t cos’t = 3acostsen t

t t
s(t) = I Ft")|dt" = j3acost*sen t'dt” = 3;senzt .
a 0

26. Reparametrizar pelo comprimento de arco as seguintes curvas:
a) F(t) :(\/5 cost, \/fsent) t [0 27]
Temos:

rt) = (—\ﬁsen t, «/icost)
|F/(t) | =+/2sen’t +2cos’t =2
s(t) = jlf'(t*) ldt” = _t[x/idt* =2t

Assim, t=—> ¢ h(s) = (\/Ecos J2 sen i} Se[O, 2\/2_7z].

s s

2 J2' J2
b) F(t)=(3t-1t+2)

Temos:

F'(t)=(31)

|F'(t)|=+/9+1=+10

s(t) = j|F’(t*) |dt" = jmdt* =10t .

) S -
Assim, t=—— e h(s) =
) (s) (

3s S
—1 —+21,s>0
\/10 J10 J

c) F(t)=(cos2t,sen 2t, 2t)
Temos:
F'(t) = (—2sen2t,—2cos 2t, 2)

|[F'(t)|= \/4sen22t +4c082 2t +4 =22

s(t) = j|F’(t*) |dt” = jzﬁdt* =22t

Assim, t=—— eﬁ(s)—(cosi sen — ij
a2 2R 2)
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d) F(t):(Zt,g 8t3,t2j t <[0,3]

Temos:
F'(t) = (2,48t 2t)
|T'(t)|=V4+8t+4t* =2t +2

t t
s = [ |dt" = [ (2" +2)dt" =t>+2t.
a 0

Assim, t=-1++1+s e

h(s)= (2(—1+ i), §J§(—1+ Fs), (o \/1+_s)2j; se[0, 15]

e) ()= (et cost, e' sen't, et)
Temos:
F'(t) = (—e'sen t+e' cost, e' cost +e'sen t, €'

| F/(t) | =/ (—e'sen t+¢' cost)? + (e cost +e'sen t)? + e? = /3e'

s(t) = jlf'(t*) ldt” = jﬁe‘*dt* =/3(e' -1).

. s++/3
Assim, t=1In e
V3
ﬁ(s): ﬁcos InSJ”/§ , Shﬁsen InSﬂ/g , s+\3 .
NG &) &)
f) F(t)=(cos2t,sen2t) t €0, ]
Temos:
F'(t) = (—2sen2t,—2cos 2t)
|F/(t) | = 4sen?2t + 4cos® 2t =2
t t
s(t) = j )| dt” = j 20t" =2t
a 0
Assim, tzg e ﬁ(s)z (coss, sens), se[0, 27]
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. . - _ 3 T
g) hipocicldide r(t)=(acos’t,asen’t) t e 0,E

Temos:
F(t) = (—3acos’ tsen t, 3asen’tcost )

| '(t) | = /98’ cos” tsen’t +9a’sen“t cos’t = 3acostsen t

t t
s(t) = I F'7)|dt” = j3a cost'sent’dt” = 3?asenzt .
a 0
3/2 3/2
Assim, sent:,fé, te[0,7/2] e h(s)= a(l—éj , a(éj , 0<s<
3a 3a 3a

h) hélice circular x=2cost, y=4t, z=2sent, t e{o,ﬂ

Temos:
F'(t) =(—2sen t,4, 2cost)

| F/(t) | = J4sen’t +16 + 4cos’t =20
t t

st) = [IF@)dt" = [~20dt" =20t
a 0

S

J20

Assim, t= e ﬁ(s) = (Zcos

S 2s S
> 22 2sen —— |, 0<s<+Brx
25" 5 2«/§j

) x=1-t, y=2+2t z=3t t €[0,1]
Temos:
) =(-123)
[F'(0)|=V1+4+9 =414

s(t) = j|r'(t*) |dt" = j\/ﬁdt* =14t .

. S - S 2S 3s
Assim, t=—— e h(s)=|1- , 2+ , ,0£s£«/14.
\14 (®) ( J14 J14 «/14}

27.Verificar se as curvas dadas estdo parametrizadas pelo comprimento de arco:
a) F(t)=(sent,cost), t>0

Temos:

F'(t) = (cost, —sent)

N[
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| F'(t) | =+/cos *t +sen °t =1.
Portanto, a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco.

b) F(s) :(% \ESJ $>0

Temos:

F!(S) — [i ,
Portanto, a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco.

N
~N o

1.

7)1= 3 +2

c) F)=(2t-Lt+2t), t=>0
Temos:
r'(t) =(211)

IF'(t)|=v/4+1+1=6 =1.

Portanto, a curva ndo esta parametrizada pelo comprimento de arco.

d) G(s) =(acos§, asen>, bi} ondec® =a® +b’

c ¢
Temos:
" s 1 s1 b
g(s)=| —asen—-=,acos—-=, —
cc cc cC
2 2 2
> a s a s b
|q’(s)|:\/—25en2—+—zcosz—+ — =1.
C cC c c ¢

Portanto, a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco.

e) h(s)=(2coss,2sens), s <[0,27]
Temos:

ﬁ'(s) =(—2sen's, 2c0ss)

N
|h'(s)|=~4cos s +4sen’s =2 #1.
Portanto, a curva ndo esta parametrizada pelo comprimento de arco.
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f) F(s)=(4cos%,4sen%j, s €[0,87]
Temos:

. S S
r'(s)= (—sen —, COS —j
4 4

%s s
|F’(s)|:\/cos = tsen’Z =1,
4 4

Portanto, a curva estd parametrizada pelo comprimento de arco.

g) F(s)=|n(s+1)f+(s—33+szj],szo
Temos:
F’(s)—(i sz+23j

“s+1
. _ 1 ) )
|r(s)|—\/—(s+l)2+(s +25)% #1.

Portanto, a curva ndo esta parametrizada pelo comprimento de arco.

h) ﬁ(s)=(

Temos:

ﬁ'(s):(i'ij
F(s) =+ L
)=+

Portanto, a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco.

_j 530
2

e

N
N

1.

28. Uma particula move-se no plano de modo que, no instante t, sua posicédo é dada por

r(t) =(2 oS 1, 2sen lj.
2 2

. V(t L . .
a) Calcular o vetor U(t) = % onde V(t) e o vetor velocidade da particula no
v
instante t.
Temos:

V) =P =| —sen L cos L
v(t)=r(t)_( sen 2,cos 2)
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|C(t) |= [sen2 L cos? lj =1
2 2

ut) = |”Et;| ( sent coséj.

b) Mostrar que U(t)e cé—l: sdo ortogonais.
Temos:

~ t t
u(t) = —-sen —, CoS —
® [ : 2)

29 Escrever a funcgdo vetorial que associa a cada ponto do plano xy o triplo de seu vetor
posicao.
Temos: f(x,y)=3xi +3y]

30 Escrever a funcéo vetorial que associa a cada ponto do espaco um vetor unitario com
mesma direcdo do vetor posicao e sentido contréario.
Temos:

f(x,y,2)= y j- : k, (xy,2)£0

X2 +y?+2° \/x2+y2+22 I 4y 422

31. Dar o dominio das seguintes funcdes vetoriais.

a) f(x,y)=xi +y]j+4—x*-y%k
4-x*-y*>0
4>x*+y*oux®+y*<4
D={xy)eR?/x*+y® <4}

b) g(x, y)—il+xy1
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D ={x,y)eR*/x =0}

¢) h(xy)= {xz + y2,x\/§,xy}
D={xy)e®R?/y=>0}

D={xy,2)eR*/x%0,y=0,2%0|

) G(X,y)=(%,\/ﬁ)

D = {(xy)eR?/xy >0}

f) a(xy,z)=x2yi+yj+Jzk
D={xy.2)e®R*/z>0}

9) V(x,y,z)=yi+Jx+zk

D={xy,2)eR*/x+2>0 ou x>—z}

hy F(xy,z)=+2-x2—y? T+ 1-x> —y? J+2K
D={xy,2)eR°/x*+y? <1}
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CAPITULO 3

3.7-EXERCICIOS
pag. 91-94

1. Identificar quais dos conjuntos seguintes sio bolas abertas em R? ou R
determinando, em caso positivo, o centro € o raio.
a) x2+y?—2y<3
X*+y>-2y<3
(x—0F +(y-1) <4
Bola aberta de centro P, =(0,1) e raio r=2.

b) X2 +y?+7°+62<0
X +y?+(z+3)*-9<0
X*+y?+(z+3)% <9
Bola aberta centrada em P, = (0, 0,—3) e raio igual a trés.

c) X°+y><z®
N&o é uma bola.

d) X2+ y2+2x> (x=1)? +(y—2)?
X2+ y?+2x—(x=1)°-(y-2)*>0
4x+4y>5
N&o é uma bola.

e) x*+y*-1>0
X +y>>1
N&o é uma bhola

f) x*+4x+y*<5
(x+2)* +(y-0)° <9
Bola aberta centradaem P, =(-2,0)er=3.

g) xX*+y+z<2.
Nao é uma bola.

2. Seja A={(x,y)e R*|2<x<3e -1<y<1}

105



Resolucao dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Célculo B: Fungdes de varias variaveis,
integrais multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 91-94.

a) Representar graficamente o conjunto A, identificando se A é aberto.
b) Determinar a fronteira de A.

a) A é aberto. Veja a representacdo grafica.

-~

y

b) A fronteirade A é o retangulo dos vértices (21), (31), (3-1) e (2,-1).

3. Repetir o0 exercicio 2 para o0 conjunto
B={(x,y,2) e R3| —1l<x<l-1<y<l e -1<z<1}.

a) B éaberto
b) A fronteira de B ¢ formada pelas faces do cubo dos Vvértices (1,-11), (1,11),

(-1-1-1), (-1-11), (-111), 1-1-1), @1-1) e (-11,-2)
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4. ldentificar as afirmacdes verdadeiras:

a) A unido de bolas abertas ¢ uma bola aberta. (Falso)
b) A unido de bolas abertas é um conjunto aberto. (Verdadeiro)
¢) A unido de bolas abertas € um conjunto conexo. (Falso)

d) O conjunto A= {(x )/ X% +2x+y® —4y > 0} é conexo. (Verdadeiro)
e) Oconjunto B = {(x y)/x2 > yz} é aberto. (Verdadeiro)

5. Verificar quais dos conjuntos a seguir S40 CONexos:
A:{(x, y) € IR?[2x° +5y? slo}

1 1
B=1(x, IR?|-=<x<=
{( y)e 5 2}

C :{(x, Yy, 2) e IR3‘3x2 +9y*+7° 218}

y>i, x¢o}.

X

S&o conexos os conjuntos A, B e C. De fato:

D :{(x, y) € IR?

2 2

A= {(x y)e R?/2x* +5y° < 10} pode ser reescrito como Xg + y7 <1. Dado dois

pontos quaisquer de A, estes podem ser ligados por uma linha poligonal contida em A.

O conjunto B = {(x y)e R /—% <x< %} é conexo.

O conjuntoC = {(x y,2)e R*I3x% +9y? +2° > 18} poder ser escrito como
2 2 2

X yA _
—+y—+E >1 e também é conexo.

6 2

6. Dar a fronteira dos seguintes subconjuntos do R?. Representar graficamente.

a) A={(x,y)eR2‘x2+y2<4}
Temos uma circunferéncia de raio 2, centradaem (0,0). Veja o grafico que segue.
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4

VVX

1

b) B={(x,y)eR2‘x2+y2$4}
Temos uma circunferéncia de raio 2, centrada em (0,0). Veja gréfico a seguir.

4

VVX

1

c) A={(x,y)eR2‘4x2+y2<4}
Temos uma elipse centrada em (0,0) e semi-eixos 1 e 2 paralelos aos eixos
coordenados x e y, respectivamente. Veja grafico a sequir.

N

d) D={(x,y)eR2|y>§}
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Temos a hipérbole y = 1 unida com o eixo dos y. Veja gréafico a seguir.
X

7.

24

y

b) B={(x,y)e Rz‘ x* —4x+y?>0}
O conjunto B nao é aberto. Veja a representacdo gréfica.

7L

¥y

Representar graficamente os seguintes subconjuntos de RZ Identificar os
conjuntos abertos.

a) A={(x,y)e Rz‘ x> —4x+y*<0}
O conjunto A é aberto. Veja a representacao grafica.
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¢) C={(xy)eR?*||y[<3}

O conjunto C é aberto. Veja a representacdo gréafica.
-~ y

o &
~
w

ot
=

4
[CH B
w4
~4
(53]

d) D={(x,y)eR2||x|+| y|<1}

O conjunto D ndo é aberto. Veja a representacdo grafica.
3

I,
-

e) E={(x y)eR2| x>2y-3}

O conjunto E ndo é aberto. Veja a representacdo grafica.
61y
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8. Seja A:{(x,y)e/‘?2‘0<\/x2+y2 +2y+1<1}.

Verificar se os pontos
a) 0,-1/2) b) (0, -1) ) (-1,-1)
d @1 e) (0,0) f) (3, 4)

séo pontos de acumulacéo de A.

Temos que: (a) , (b), (c) e (e) sdo pontos de acumulacdo de A e (d) e (f) ndo sdo pontos
de acumulacdo de A.

9. Verificar se o conjunto A={(x,y) e R2| X,y € N}tem ponto de acumulacéo.

O conjunto A ¢é formando por um conjunto de pontos como mostra a
representacdo grafica a seguir. Esta representacdo pode auxiliar na visualizacdo de que
0 conjunto A ndo tem ponto de acumulacdo, pois podemos, por exemplo, colocar uma
bola aberta centrada em (2,1) de raio 1 e ela vai conter um nimero finito de pontos de
A.

3 (] (] @ (]
2 (] @ (]
1 (]

10. Identificar as afirmacgdes verdadeiras:
a) P(0, 0) € ponto de acumulacdo do conjunto A={(x,y) e R2| y>x}.
b) Os pontos P(0, 4) e Q(2, 2) pertencem a fronteira do conjunto
B={(x,y) e R ‘y>4—x2}.
C) P(0, 0) é ponto de acumulagéo da bola aberta B((0,0),r), qualquer que

sejar > 0.
d) O conjunto vazio € um conjunto aberto.
e) Toda bola aberta é um conjunto aberto.
f) R? é um conjunto aberto.

) Todo ponto de acumulagéo de um conjunto A pertence a esse conjunto.
h) O conjunto {(x,y) € R2| x e y sdo racionais } ndo tem ponto de

acumulagéo.
i) Todos os pontos de um conjunto aberto A séo pontos de acumulacgéo de
A.

111



Resolucao dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Célculo B: Fungdes de varias variaveis,
integrais multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 91-94.

)] Se A é um conjunto aberto, nenhum ponto da fronteira de A pertence a A.

Respostas: a) V b)F ¢V dV eV )V gF hF 1Hv W

11.  Usando a definicdo de limite, mostrar que:
a) XIi_>m1(5x -2y)=-9
y—2
Dado ¢ >0 existe 6 >0 tal que |5x—2y+9|<¢& sempre que

0<J(x+1)2+(y-2)? <35.
Temos que
|5x =2y +9]=5(x+1)-2(y—2)|
45(x+D [+ -2(y-2)|
=5|x+1|+2|y-2]|.

Assim, se tomamos ¢ tal que |x+1|<§ e |y—2|<§, a desigualdade
|5x—2y+9|< & fica satisfeita.
De fato, como | X +1[<(x+1)2 +(y—2)° e |y—2|<+/(x+1)% +(y—2)?,

tomando 5:§ temos que se 0</(x+1)° +(y—2)° <&, entdo:
|5X =2y +9|<5(x+1) | +|-2(y—2) |

<5.242%
777

=&
O que mostra o limite dado.

b lim (Bx+2y)=12
) (x,y)»(z,a)( )

Dado ¢ >0 existe 6 >0 tal que |3x+2y—12|<& sempre que
0<J(x=2)%+(y—3)? <3.
Temos que
|3x+2y-12|H3(x-2)+2(y—3)|
43(x=2) [ +]2(y-3)|
=3|x-2|+2|y-3].
Como | x—2|<+/(x=2)2+(y—3)% e|y—3|<+/(x—22 +(y—3)?, podemos
concluir que
3| x—2|+2|y—3/<35+25| sempre que 0<J(x=2)%+(y-3)* <3.

Assim, se tomamos & :gtemos
|3x+2y—-12|H3(x—2)+2(y - 3) |
<50

=&
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sempre que 0<+/(x—2)% +(y—3)’ <35.
O que mostra o limite dado.

o lim 3x-2y)=5
) (x, y)-@, —1)( y)

Dado ¢ >0 existe 6 >0 tal que |3x—2y—5]<& sempre que

0<J(x=1)%+(y+1)* <5.

Temos que
|3x=2y-5|=3(x-1)-2(y +1)|

3(x =D [+|-2(y+D)|
=3|x-1|+2|y+1].
Como | x—1[<J(x=1)2 +(y+1)? e |y+1]</(x—12 +(y+1)* , podemos

concluir que
3|x—1]+42| y+1<35+25| sempre que0 <+/(x—1)% + (y +1)° < 5.

. g
Assim, se tomamos o = g temos

|3x—2y —-5|<3|x—1+2|y+1

<5.9

=&

sempre que 0</(x—1)2 +(y+1)? < 5.
O que mostra o limite dado.

Dado & >0 existe 6 >0 tal que

2
d) lim—2__ 0

x—0 [ 2 2
y—0 X" +y
2

%«s sempre que 0 < /x> +y* <&.
X2 +y

Temos que

x? 2x° 2X% X2 +y?

2
V¥

+y° _\,/x2+y2 Xy
C

omo x> < x*+y? temos

2x? - 2(X* + y) X2+ y?

S

2 2
+y° X" +y

= 2«/x2 +y°

<26

sempre que 0 < /x> +y* <&.
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. &
Assim, se tomamos & = Etemos
2x2

ﬁ«e sempre que 0<+/x* +y? <&.
X2 +y

O que mostra o limite dado.

3
X
e) lim zy ~=0
0
C0x* Ty

Xy3
X* +y?

<& sempreque 0<x*+y? <3§.

Dado & >0 existe 6 >0 tal que

Temos que

:|x||y3|:|x||y|y2
X“+y? xX2+y? X4yl

Como x* < x® +y? temos

Xy’ | _IxIyly® _IxByl(x* +y®)
X*+y X>+y* XZ +y?

omo | X< x*+Vy? e|y|<{x* +y® temos

ny 2 =\/X2+y2.\/x2+y2 <5° sempreque0<,/x2+y2 <3,
X“+y

Q)

Assim, se tomamos & = \/Z temos
3

ny | <& sempre que 0</x* +y* <§.
X°+y

O que mostra o limite dado.

12.  Dado (x,,Y,) € R? mostrar que limy=y,.
yﬁy?)
Dado & >0 existe >0 tal que |y—y,|<e& sempre que

0<y(X=%,)? +(y—¥,)* <.
Temos que
Y= Yo IV (X=%)* +(y = o)’ -
Assim, | y—y, |< & sempre que O<\j(x—x0)2+(y—y0)2 <5.

Tomando 6 =¢,vem | y—y,|< & sempre que 0< \/(x—xo)z +(y—Y,)’ <9
Portanto, limy=y;,.
y:y?)

13.  Mostrar que os limites seguintes ndo existem:
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Para mostrar que os limites ndo existem vamos usar a Proposic¢do 3.2.3. Observar que
outras opcdes de caminhos podem ser escolhidas para mostrar que os limites néo

existem.
2 2
a) lim> —Y_
x—>0 X + y
y—

y -y
2—_I|m =-1

XS +y yﬁOy

I|m
yeO
Como os resultados sdo diferentes o limite dado ndo existe.

b) lim——=—
YV XT+Yy
Temos:
. 2X . 2X
o XY X
e
2

lIim——=lim—= \/_

an 'X +y xao ,X +X

Como 0S resultados sdo diferentes o limite dado ndo existe.

d) lim—2Y
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e

Xy x? 1
lim——— =lim——— ==
X0 X° 4 YT x0 X4 X7 2
y=X y=X

Como os resultados sdo diferentes o limite dado ndo existe.

&) lim—>Y
;:g4x +5y
Temos:
lim—2Y _ _jim-2 0
;3004x +5y §3004x
e
2
lim—X _jim X _3

-0 4x%* +5y*  x=09x* 9
y=x y=x

Como os resultados sdo diferentes o limite dado ndo existe.

X3
lim 3 5
x—=0 X7 + y
y—0
Temos:
3 3
X . X
lim———=lim— =1
XX AYT 20X
€
.0
||m—2:0
0
o Y

Como os resultados sdo diferentes o limite dado ndo existe.

h) lim y* +3x%y? + 2yx°
);,:))8 (y2 + X2)2
Temos:

116



Resolugdo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Célculo B: Fun¢des de varias variaveis,

integrais multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 91-94.

4

4 2.,2 3
y©+3X7yT +2yX _lim y

lim =lim—2—=1

) ()’

e

lim yt 3%y +2yx® L xP+3xt+2xt im6_)(4_§
o0 (y* +x%)? 0 (2x?)? -0 4x* 2

Como os resultados sdo diferentes o limite dado ndo existe.

2
i) Iim%
o (X=D7+y
Temos:
_ 2
im- X DY im0 _g

X—> f— 4 2 X—. p— 4 -
Gl (XD +y? o (x-0)

€
B S P ¢ S ¢ ) G o

O Dyt el (DT (D) o2

y=(x-1)
Como os resultados sdo diferentes o limite dado ndo existe.

1
.

14.  Verificar se os seguintes limites existem:

SR xTy
O limite n&o existe. Para mostrar basta aplicar a Proposi¢éo 3.2.3.

Temos:

lim-2Y_ —1im% =0
COX+Y 20X

e

lim—2X_ —im2X =1,

x>0 X+ X x>0 2X
y=x y=x

Como os resultados sdo diferentes o limite dado ndo existe.

_ 2
b) Iim%
;:gZx +2y

Este limite existe e é igual a zero. Usando a defini¢do temos:
2

Dado & > 0 existe &> 0 tal que % <& sempreque 0</x* +Yy*> <3,
X* +2y
Temos que
| =Xy | Xyl

12x% +2y?| 2(x* +y?)
Como x* <x*+Yy% e |y[|</x*+y? temos
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_X2y - (XZ + y2) /XZ + y2
2x2+2y3 T 203 +yhH)
Assim, se tomamos & = 2¢ temos
<& sempreque 0< /X’ +y° <3.
2x% +2y? Pre y
O gue mostra a existéncia do limite, sendo igual a zero.

. X

C) I|m3—y2
x—=0 X +y
y—0

O limite n&o existe. Para mostrar basta aplicar a Proposicéo 3.2.3.
Temos:

. X .0
Ilrrge,—yzzllrrg—3:0
OXTHYT 30X
e

Xy X2 1
lim——— =lim———=lim =1
x—0 X +y x>0 X° 4+ X x>0 X +1
y=X y=X y=X

Como os resultados sdo diferentes o limite dado ndo existe.

d) limY =X
x>0 2X — y
y—0

O limite n&o existe. Para mostrar basta aplicar a Proposi¢éo 3.2.3.
Temos:

.o—x 1
lim—==
x>0 2X 2
y:

e
im>Y —5
Y

Como os resultados sdo diferentes o limite dado ndo existe.

3 3
. X0 =
SIXT 4y
Vamos mostrar que este limite existe e é igual a zero.
3 3
H X _y 2 2
Dado ¢ >0 existe 6 >0 tal que m <& sempre que 0<,/X*+Yy° <J.
Temos que
3 3 3 3 3 3
=y’ 1=y €] +]Y°]
|x2+y2| x2+y2 x2+y2
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2 2
<X Xy 1yl
X* +y°
Como x> <x*+y* e y* <x’+y’temos
X —y*| O +y) x|+ +y*) | Y]
|x2+y2|_ x* +y?
= x[+]yl.

Como| x[< /x> +Vy? e |y|<{x*+y® temos
33
alind <2UXP+y?.

X* +y°
Assim, se tomamos & = &/ 2temos
3 3
X - y 2 2 - A - - -
1y <& sempre que 0<4/X°+Yy* <&, 0que mostra a existéncia do limite, sendo
igual a zero.

15.  Verificar a existéncia dos limites das seguintes fungdes quando (x, y) tende ao
ponto indicado:

1
xsen—,y =0
a) f(xy)= y ; P(0,0)
0, y=0
. . 1
lim f(x,y)=Ilimxsen—=0
e e
Dado ¢ >0 existe 6 >0 tal que xsen 3| < & sempre que 0<x*+Yy* <J.
y
Temos que
1 1
xsen—{ = x| [sen—|.
y y
Como | x[<+/X* +y* e sen| <1 temos que xsen = <AXP+y?.
y y
Sempre que 0 </x* +y* <& temos xsenl <6 . Portanto basta fazer 6 = ¢ para que
y
xsen1 <& sempre que 0<+/x*+Yy? <&, 0 que mostra a existéncia do limite, sendo
y
igual a zero.

x*(y -1’
b f(x,y)=——-——;P(0,1
)t =Ty PO
Neste caso o limite ndo existe. Vamos mostrar usando a proposigéo 3.2.3.
Temos:
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2 _1\2 _1\4
lim f(y 1)4=Iim (y 1)4
o H(y=D s 2(y-1)
20\ _1\2
tim YD i O
30 X +(y-1) 30 X
Portanto o limite da fungéo f(x,y) no ponto P(0,1) ndo existe.

_1
>

=0

0 fxy)=—2Y_:p©,0)

X2+ y?
. . 3xy
lim f(x,y)=lim———=0
e o X+ Y

Dado & >0 existe 6 >0 tal que 3y

———2__|<¢g sempreque 0<+/x*+Vy% <.
X2 +y?

Temos que
3y |_3Ixlyl
JE v X +y?
Como | X[K+/X* +y® e |y[</X*+y® temos que
3xy <3\/x2+y2\/x2+y2
N RN e

=3/x* +y’.

Sempre que 0 </x*+Yy* <& temos

o

3xy

<30 . Portanto, basta fazer

o0 =&/ 3para que
3xy

sendo igual a zero.

<& sempre que 0<+/x*+Yy® <&, 0 que mostra a existéncia do limite,

6 2

X° + X
d) f(x,y)=———>:P(0,0)
X +y

Neste caso o limite ndo existe. Vamos mostrar usando a proposigédo 3.2.3.
Temos:
6 2

6 2
X +xE L X +xE
o lim———=lim=——"=Ilim(x" +1) =1.
>}</:00X +y >}<:00 X x—0
i x6+x2_|. x6+x2_|. 1., 1) 1
o lim e =M =lim X2 )=2.
+y x>0 2X x>0\ 2 2 2
y=X
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Portanto o limite da fung&o f(x,y) no ponto P(0,0) ndo existe.

X3 + 3
&) f(xy)="5 25 P(,0)
"=y
Neste caso o limite ndo existe. Vamos mostrar usando a proposi¢éo 3.2.3.
Temos:

3 3 3
X+ )
o lim= yszlmg—szl
O XT -yt 0 X
3 3 3
. X+ .
e |im y =lim y =-1.

3

3 3
y—0 — y—=0 —
o XY y

Portanto o limite da funcéo f(x,y) no ponto P(0,0) ndo existe.

16.  Provar a propriedade (b) da proposicdo 3.3.2.

Temos a propriedade:

Se XILnQ f(x,y) existe, e c € um numero real qualquer, entdo:
Yy=>Yo

limc.f(x,y) = C-XlL“QO f(x,y).

X—>Xg
Y=Yo Y—>Yo

Seja lim f(x,y)=L; c € um nimero real qualquer. Queremos provar que
V=,

limc.f(x,y) = c.L.

V3

Se ¢=0 étrivial. Supor ¢ #0.

Dado &> 0 arbitrario, devemos provar que existe >0 tal que

| cf (X, y) —cL | < & sempre que 0<(x=%)2 +(y—Y,)° <6

Temos que |cf (x,y)—cL|=c]| f(xy)-L]|.

Temos também, por hipdtese, que dado >0 existe § >0 tal que
| f(xy)—L|<& sempre que 0</(x—x)*+(y-Y,)? <5.

Basta fazer o =¢/|c|para que

| cf (x,y) —cL | <& sempre que 0< J(x=%)? +(y - Yo)? < 5. 0 que mostra a existéncia a

propriedade dada.

17. Usando as propriedades, calcular os limites seguintes:

a) lim(2xy + x* —5) =(2.1.2+71° —E) = g
x—1 y 2

y—2 2
b fimXry=2-2"1-2_-1
o2 XT 4y 4+1 5)
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c) lim

x-1 _ -1 _1
o0\ xy? +xy -1 No+0-1

Iing(\/x2+1—\/x_y):l—0:1.
y—0

d)

&) lim (—— —10) =-10.
Xt X 4 Y

y—>+0

f lim x> +y?-xy+7_0+1-0+7 -4
x>0 x34y*-7

y—l

0+1-7 3

18.  Calcular os seguintes limites de fun¢des compostas:
a)

Iin;ln(xz +y?+10)=In(1+1+10) =In12.

y—1

1
b) lim e*¥ =e"” =g’ =1.
fess
¢) lim sen(x+y) _ sen(z +7/2) _ sen(3z/2) _ -1
X—>7 X T
y->>

T

2 2
d) nmln[ujzln[ 16+4 j:ln(zo/s).
e X—y+1 4-2+1

T

19.

Calcular os seguintes limites usando a proposicéo 3.3.6:
a) lim XY

x—0 X2 + y2
y—0

Pela proposicao 3.3.6, podemos afirmar que:
XY/ X+Y .

lim———-=lim\x+y —-——=0

e ey gt Xy

De fato, temos que:

o Iirrg f(x,y):ling,/x+y =0
y—0 y—0
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e g(x,y)= rxyyz é uma funcdo limitada , pois podemos escrever que

oy [ Ixlyl XY Xy
X2+y2_ X2+y2
=1.

2 3 3
. Xy™ + —X
b) tim [V R
x—0" X +y
y—0*

Pela proposicao 3.3.6, podemos afirmar que:

lim Xy2 +y3—Xy3 - I|m y (X+y Xy) I|m 2 (X+y Xy) O
x—0" )(2 + y2 x—0* )( + y xagi x + y
y—

y—0* y—0*
De fato, temos que:
e lim f(x,y)=Ilimy*=
x—0" x—0"

y—0* y—0"

e g(xy)= %e uma funcdo limitada , pois podemos escrever que

[(x+y—xy)| _[x+y—x
| X® +y? |_ X% +y?
|X|+|y|+|><y|

X2 +y?

XL, Iyl Dy

x4yt X4yl x +v°
<1+1+1

Observa-se que a visualizacdo de | Y| > <1 ¢é feita usando a transformagéo para

x* +y?
] | xy| ‘r cos@sene‘
coordenadas polares, ou seja, ———— = . =|cos @send| <1.
X2 +y r

2
e+ y?
Pela proposicao 3.3.6, podemos afirmar que:

XAy . X
lim——=——=Iim xﬁ-—:o
O A N e 4
De fato, temos que:
o lim f(x, y):lingxﬁzo

y—0 y—0
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e g(x,y)= % é uma funcdo limitada , pois podemos escrever que
X +y
| X | |x| <w/x2+y2
‘\/Xz_'_yz‘ \/Xz_i_yz
=1.

20.  Calcular os seguintes limites envolvendo indeterminagoes:
x?y —3x* —4xy +12x+4y -12 _

a) lim
;3% Xy—3x—-2y+6
_lim y(X* —4x+4) —3(x* —4x +4)

e x(y=3)-2(y-3)

i O D), =I=D" iy gy
e R i (e

y—3

b) limYYx =2y —x+2 (J— 20D _jim Gy+) 1
o 4-xexy -4y ;:f(f D(x-4) A4 (x+2) 2

(Vx+3-v3)Vx+3+3)_

Iim—"x+3_\/§=lim

20 xyx o0 (xy+x)(Vx+3+43)
1 1 _\3

= (y+1)(\/x+3+\/_) 23 '

y—0
%/_ 1
1
Fazendo a troca de variaveis temos:
xy=t® ePara x >1; y —>1,temos xy >1out® —>1;t—>1.
Assim,

3xy — t? —
jm YL L 1 22

=lim— :
;ji\/— 1 t»l \/— 1 t»lt -1 I~>1 3t 3

&) lim ySenX _ i ysenx  _ im senx‘i y :1.1:1
;:gxy+2x ;:gx(y+2) x>0 Xyl (y+2) 3 3
Ly 1
f) lim@+x) * =lim@+x)*-L+x)’ =e-1=e.
ot s
e” —
g) lim =Ine=1.
x—0 Xy
y—0
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21.  Calcular os limites seguintes:
a) limeY —e¥ +1)=e’*—e’+1=1
i
b) Iirr(}x,/xzjty2 =0
y—0
c) JLml(x3y3+2xy2+y):—8—8+2:—14
y—2
d) lim(3x’y+2xy® —2xy)=6+8-4=10
o
. xy’-5x+8 _—2+10+8 16
e) lim—=>— = =——
o2XT Y +4xy  4+1-8 3
2 2
f lim X320
29 Xty 1
2 —
g) lim>= =2 =lim XX=Y)  _jim—X__1
ot —yt et (x=y)(X+y) ot (x+y) 2
h  dim YL =i _ins
(x.y)->@12) | 2xy +4 8
i) lim xsenlzo, usando a proposicao 3.3.6
(x, ¥)—(0,0) y
3
' I =0, usando a proposic¢do 3.3.6
) (5, 1)300,0) X% +y? POROSIE
3
K) lim co 2X > | =cos 0 = 1, aplicando inicialmente a proposicéo 3.3.6.
(x. ¥)=(0,0) X“+Yy
3 2 2_\2 _
) tim XX i XOCTY) ey XEN(*Y)
OLXEY ol x4y el XAy
_oxy? .
m) lim ——=0,usando a proposi¢ao 3.3.6
128Xy
3 2 3 2
n) Iimyx — yX —yx+y:2x —2X" —2X+2 _
o (x-D*(y+2)
3 2 3 2 2
Iim(y+2)(x 2x x+1):"m(x X Z(+1):"m3x 2X 1:im6x 2
L x=-D(y+2) x-1 (x=2) ol 2(x=1) x-1
: 1 1 -
0) lim(xy — y)sen——cos—— =0, usando a proposicao 3.3.6
§;’i x-1 y-1
3 2 20y
o) lim XY =iy XX =Y)

22—yt o (x=Y)(X+y)
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22.  Verificar se as fungﬁes dadas s&o continuas nos pontos indicados:

Xsen— ,y;tO
a) f(x,y)= y , P(0,0)

0, y=0

Iing f(x,y)= Iing xsenl =0=f(0,00 = f(x,y) écontinuano ponto P(0,0).

y—0 y—0

b foy=¢" 7Y , PL)
%(x +Yy),X==y
Quando x # +y ,temos:

lim  (x, y) = lim mX*=¥) 1 _¢nq
ol ot (X=y)(x+y) 2

Quando x =y, temos:

lim £(x, y) = lim = (x+y) =+ = f (1)

x—1 x-1 4 2

y—l y—l

Portanto, a fungdo é continua no ponto P(1,1).

x* —3xy® +2
O e
x*—3xy?+2 -9
Ilmfx —Ilm—:—:f1,2.
(y)=lim = === 12)

y—>2 y—2
Portanto, a fungdo é continua no ponto P(1, 2).

y*+3x%y? +2yx°
, (x,y)#(0,0
d) f(x,y)= (< +y?)? ()20 , P(0,0)
0, (x,y)=(0,0)
4 2,2 3
O limite I|m f(x,y)=Ilim y +3;( y 2+22yx néo existe, pois
x—0
yeO y—0 (X + y )
I|m f (X, y)_Ilmg_O e I|m f(x, y)_I|m6i=§.
x>0 4x* 2
y 0 y 0 y x y=X

Portanto, a funcdo dada no é continua no ponto P(0,0).

33X -2y, (xy)=(0,0)

e) f(X,Y)={ L (xy)=(0.0)’

P(0,0)

126



Resolucao dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Célculo B: Fungdes de varias variaveis,
integrais multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 91-94.

Iirrg f(x,y)= Iing(Sx —2y)=0= f(0,0). Portanto, a fungdo dada n&o é continua no
y—0 y—0

ponto P(0,0).

2 2
D 1 [y 000 o
01 (va) - (01 O)
2 y2
O limite I|m f (X, y)_Ilm > Ndo existe, pois
x—0 X +.y
yeO y—0
. G ) ) _yz
IX'EJ f(x, y):lxlg?)le e IylLrg f(x, y):ller(; v =-1

y=0 y=0 x=0 y=X
Portanto, a funcéo dada ndo é continua no ponto P(0,0).

y? +2x
0 =]y 2 WV* OO b )

0, (xy)=(00)

2
S . 2X . .
O limite Img f(x,y)= Img y2 +2 n&o existe, pois
X—> X y —ZX
y—0 y—0

2

lim £ (x,y) = lim 2% = 1 e lim f (x,y) = lim ¥ =1.
x—0 x—=0 — 2% y—0 x—0
y=0 y=0 X=0 y=x
Portanto, a funcdo dada ndo é continua no ponto P(0,0).

h) f(x,y)=2x’y+xy—4,P(1, 2)
Iirrl1 f(x,y)= Iirr11(2x2y +xy —4)=2= f(1,2). Portanto, a funcdo dada é continua no
y—2 y—2

ponto P(, 2).
Observa-se que esta é uma funcdo polinomial, que é continua em todos os pontos do

plano.

) o) =" Y= P e 90.0)

. x4yt -1 1 . o

Im} f(x,y)=lim————==== f (1) . Portanto, a funcdo dada € continua no ponto
X X X+ y

y—l y—l

P(L1).
e
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2 2
lim f(x,y)=Ilim Xy -1 ndo existe, portanto, a funcao dada ndo € continua no ponto
o 5 Xty
Q(0,0).

23.  Escrever o conjunto em que a funcdo dada é continua:
a) f(xy)=xy-x’y’-x"y*
E continua em R%.

X—2

b) F(xy)= (xy—2x—y+2)(y+1)

E continuaem {(x,y)e R*|x=1, y=2 e y=-1}.

) f(x,y)zln(X)ZHyZJ

E continua em {(x,y)e R?|x>y e x=—y}.
d) f (X, y) — eXSeny

E continua em R2.

24.  Calcular o valor de a para que a funcdo dada seja continua em (0, 0):

1
(xz ¥ yZ)sen v (%, y)#(0,0)

a (x.y)=(0.0)
Para que a funcdo dada seja continua em (0,0) devemos ter:

a) f(xy)=

lim f (x, y):lim(x2 + yz)sen . 1 ~=0=f(0,0)=a. Assim, a=0.
e V20 X +y

X2y2
— (X,y)=(0,0
b) f(x,y)=1y*+1-1 (% y)=(0.0)
a—4, (x,y)=(0,0)
Para que a funcdo dada seja continua em (0,0) devemos ter:

x2y? xzyz(M+1)

lim £ (x, y) = lim = lim

0 o0 fye1-1 o5 y? +1-1ly? 1+
Xzyz(V y; +1+1): lim X2 -|im(,/y2 +1+1):0: £(0,0)=a—4

y x—0 y—0

lim
x—0
y—0
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Assim, a=4.

25.  Esbocar a regido de continuidade das seguintes funces:
2 3
X° +2xy
a) f(x,y)= N R
X“—y -1
-\\“ -~ y . ,
ot
'\\\‘ 3l P L
\‘\\ 1t ,"‘
-4 g u e 3 R
."‘," i h "
.”/— 4T \“\
2.,2
X"y
b) f(x,y)=In >
y—X
y ) /
L 8 1
“‘\ 7 I"I
“\ 6 ’/'
1 5
\\\ i l”’l
‘\\ _’,x' X
2 2 i’
-1
X2+ 2yz — X?
C) f(x,y,2)=
Jz+x2+y2 -3

A regido de continuidade desta funcéo é acima do paraboldide que segue.
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I &
BNk
BTN Ep9art B
AT
it Sy 2"3“‘ RAXORE
BT TS AL AN
e T WART R g
Yo yyanattly,tio)
Svoagayant it
SV panatilc
: AL I T
NI L ATt A L
.“‘r,"i;!ﬁ“:f:gﬁ!!J‘J..'A!’A%!‘"- A
MO A LV T BAT T LTI
AL AR TSk .
PARALEAAA

At

et
-

26. Calcular lim ?(x, Yy, z), dados:
X2 j;ro = (211
X2 :(22+12,

F Yol )= ? Zyﬁ!
o) Tloya)=[x ey’ 2. %72

li 2 2&1 X—Z): 2 z’Xy’
(x,y,z)lggz,m)(x Y s Y (x—=2)(x+2)

(x,y,2)-{ 1, 5
C) F(X!yiz)=(x+y’xz’ﬁ];r{)=(2'1’4)
X=y
lim (ﬂ,xz,ﬁj{z—”,zz,JZ)=(§,4,2)=(3,4,2)
(y2)>214) X -y 2-1 1
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27. Determinar os limites seguintes:

OIS

(X, y)—>( 2)

b) IirF j(%sen%, COS X, tgyz) = (0,1, 1), aplicando a proposi¢o 3.3.6 na
(x,y,2)>| 0,1, %

primeira coordenada.

C) i (x y xe—x ylnzj— i (x y —X(Z_l) yIan:
(X»V»ZI)I—r’I(.]&Anl) , 22_1, (x,y,z!l—r)(g,Al) , (2—1)(Z+1),

gr

28. Analisar a continuidade das seguintes func@es vetoriais:

a) f(x y)=0xy, X’ -y, 2)
E continuaem IR2.

X, y seny, xz* sen lj z+#0

b) g(x, y, 2)= ( 7
(x,yseny, 0), z=0
E continuaem IR®.

C) ﬁ(x, y)=(xIny, ulnx)
E continuaem {(x, y) € IR*|x, y>0}.

d) p(x, vy, z2)=eYi+Inxzj+2k
E continuaem {(x, y, z) € IR*| xz >0} .

&) 4(x, ¥, z){i, 2, zj

x—y' X
E continuaem {(x, y, 2) € IR®|x=0ex=y}.

f) r(x, v, 2) :%‘ onde a=xi+yj+zk
E continuaem IR°—{(0, 0, 0)}.

9) u(x, y, 2) = +y?, y* +2°, 22 +%°).
E continuaem IR®.
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CAPI'TULQ 4
4.5 - EXERCICIOS
pag. 124 - 128

Nos exercicios de (1) a (5) calcular as derivadas parciais de 1* ordem usando a
definicéo.

1. z=5xy—x?

@: lim f(x+AX,y)—f(X,y)

OX  Ax—>0 AX
_ i 5(X + AX) - Y — (X + AX)* —5xy + X
_Ax—>0 AX
_iim 5Xy + 5YAX — X* — 2XAX — (AX)? —5Xy + X?
T Axs0 AX
:AlerO(Sy—Zx—Ax)
=5y —-2x

7 Fy+Ay) - F(x-y)

ay _Ay—>0 AX
_iim 5X(y + Ay) — x* —5xy + X°
N Ay—0 Ay
i 5xy +5XAy — x> —5xy + x*
- Ay—0 Ay
=bXx

2. f(x,y)=x*+y*-10

i: lim f(x+AX,y)— f(X,y)
OX  Mx—0 AX
_lim (X+AX)? +y? -10-x* —y* +10
Ax—0 AX
_im X% 4+ 2XAX + (AX)? +y? —10—x* —y* +10
Ax—0 AX

= lim (2x + AX) = 2x
Ax—0

KN _ i Ty +AY) — T(%y)

ay Ay—0 Ay
_lim X* +(y+Ay)* —10—x* —y*+10
Ay—0 Ay
_lim yZ + 2yAy + (Ay)? — y? +10-10
Ay—0 Ay
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= lIim 2y +Ay) =2y

3. z=2x+5y-3
oz lim 2(X+AX) +5y—-3-2x—-5y+3

& Ax—0 AX
. 2X+ 2AX —2X
=lim ———
Ax—0 AX
=2
oz _ lim 2X+5(y +Ay) —3—-2x—-5y+3
ay _Ayeo Ay
_lim Sy +5Ay -5y _5
Ay—0 Ay

4, z=\/ﬁ
or _ lim 1/(X+Ax)y—\/ﬁ

OX x>0 AX
i Y YA =y

Ax—0 AX
_lim Xy + YAX — Xy

% Ay -y + oy

oy
2/xy
XY AY) Ay
ay Ay—0 Ay
_ lim Xy + XAy — Xy

25-0 Ay(/xy + XAy +/xy
X
2xy

5. f(xy)=x’y+3y?

of lim (X+AX)?y +3y? —x*y —3y?
&_Ax—m AX
_lim X2y + 2XAXY + (AX)?y +3y? — x°y —3y?
A0 AX
- lm(@o + )
= 2Xy.
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O _ i X (Y +AY) +3(y +Ay)° - Xy -3y°

6‘y Ay—0 Ay
_ lim XY+ X°Ay +3y® +3-2yAy +3(Ay)* — x"y —3y*
_Ay—>0 Ay

= lim (x* + 6y + 3Ay)
Ay—0

=x*+6y

11
6. Usando a definigdo 4.1.1 mostrar que f(x,y)=x°y? tem derivadas parciais na

origem, valendo q(O ,0)=0e ﬂ(0 ,0)=0.
OX oy

X o 0y lim FO+A 0~ 1(0,0)
OX Ax—0 AX
11 11
_AX5 03 =05 -0°
= lim
Ax—0 AX
:Iimizo
Ax—0 AX
A o 0y tim 100+ M)~ 1(0.0)
ay Ay—0 Ay
1 1 11
5 3_05.03
:”mO(O+Ay) 0%-0 0
Ay—0 Ay

7. Usando a definicdo, determinar, se existirem g(O,Z) e i(0,2), sendo
X

X%y seni, X #0

f(xy)= X
0, x=0

Ax.2senL 0 2(Ax)zseni

N 0.2)= lim 1O+, 2)=10,2) _ X _ lim AX

OX AXx—0 AX AX—0 AX AX—0 AX

= lim 2Ax seni =0
Ax—0 AX
o i 00,2440, . 0-0_,
ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay
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Nos exercicios de 8 a 27 calcular as derivadas parciais de 1 ordem.

8. f(xy)=e"

of 2
—_=e*V.2
OX Y
ﬂ:exzy.x2
oy

9. f(x,y)=xcos(y—x)
a =—x.sen(y — x).(=1) + cos(y — Xx)
OX

= xsen(y — X) + cos(y — x)

of
5_ xsen((y — x)

10. f(x,y)=xy* +xy + X%y
ﬂ=y2+y+2xy

OX
o

= 2Xy + X+ X°

11. f(x,y) = y2In(x? + y?)

2

i_ 22X 2%y
Ox X2+y? xP+y?
of 2 2y 2 2
— =Y. +In(x° +y°).2
2y y X1y ( y).2y
3
= 22y ~+2yIn(x* +y?)
x> +y

12. z=4/a* -x*-y?

aZ 1 2 2 2 _% —X
@ -x -y ()
ox 2 /az_xz_yz
oz ’ —y

&t x -y 2 (2y) =

oy 2 /az_xz_yz
13. 2= X +y?
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1
E_Lxtaynyean=—2

ox 2 sz+yz

oz y

N IxP+y?

2 2
14, 7=2 =Y
X +y
az _ (x? + y?).2x — (x* = y?).2x
OX (x* +y?)?
22X+ 2xy - 2x3 + 2xy°
(x* +y?)?
_ 4y
(x> +y?®)*
az _ (X*+y*)(=2y) - (x* —y*).(2y)
oy (x* +y?)*
_ —2x%y = 2y® —2yx® +2y°
(x* +y?)?
_ —4x%y
(x> +y?%)*
15. g(x,y) =arc tgl
X
-y -y
g_ x __xx -y
OX y2 o oxP+y? xXP+4y?
1+? L
1 1
ay y2 XZ + y2 X2 + y2
1+? )
16. z = (x + y)e**®

% =(X+Y)e" +eX¥ 1= (x+y+1)

a_ (X+y)e*? 2+ =X (2x+ 2y +1)
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17. 2=V

X +2y
0z (XC+2y°).2xy—xy.2x _ 2X°y+4xy’ -2x°y  4xy’
ox (x* +2y?)? (P H2yR)2 (XE42y?)?
oz (x*+2y*)x*—x’y4y x'+2x?y? —4xPy?  x*'-2x’y?
a2y’ (C2y)t (P y?)

18. 7z =X v

a_ e¥ 4 oy
OX
a_ e¥ v oy
oy

19. z = 2xy +sen® xy

% =2y + 2senxy.cos xy.y = 2y(1+ senxy cos Xy)

% = 2X + 2Senxy.cos xy.x = 2x(1+ senxy cos xy)

20. z=In(x+y)—5x

oz 1
X X+y
oz 1
o x+y

21. z=x*+y* -1

1
g:1(x2+y2—1) 22x = X

ox 2 X2 +yi-1

oz 1 -
Zo Sk ry-nr2y=—
oy 2 JXT+y -1

22. 7=/xy —xy

82_1 —% oy
ax—z(xy) y y_z\/ﬁ y
oz 1 2 X
—==(Xy) 2X—X=———X
oy 2 2\xy
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23. f(w,t) =w’t —%

oaF _,_v_,.1
au uv u
of u 1
ou uv v
25.Z:X2y2_xy
oz

L —oxy?—

oX ooy
@=2X2y—x

oy

26. sz_(xz_'_yZ)

1

2 _Lie iy X
o2 oy
2z y

22_ Y,
2y Xt +y?

27 = eXZ (X2 + y2)
e 2x+ (x" +ye" 2x
OX
= erxz +2Xex2 (X2 + y2) _ 2Xex2 (1+ X2 4 y2)

g — exz.zy — zyeXZ
oy

Xy
se(x,y)= (0,0
28. Seja f(X,y) =1 X2 +y? (x,y) # (0.0)

0 se(x,y) = (0,0
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Calcular i e i
OX

Para (x,y) = (0,0)
of _(C+y)y—xy(@x) _ xy+y -2x’y _ y'-x’y

X (X2 N yz)z (X2 4 yz)z - (Xz N yz)z
o (C+y)x—xy2y X +xyi-2xy® 0 X —xy?
oy (x* +y?*)? (x* +y*)? (x* +y?®)*

Para (x,y) =(0,0)

f(0+Ax,0)— (0,0)

of .
SC0=1n

AX
_ax0
_jim 70T
Ax—0 AX
& 0.0) - tim 100+ - 100)
ay Ay—0 Ay
o Lt (xy) % (00)
pvi (x*+y°)
0 (X, ¥) =(0,0)
o |y (6y)#(00)
e (X" +y%)
0 , (X, y) =(0,0).

5xy?
29.Seja f(x,y)=1{x2+y?
0 se(x,y)=(0,0)

se(x,y)=(0,0)

of of of
Calcular f(l,2)—&(1,2)+5(1,2)—&(0,0).

of (X' +y?)5y* —5xy*2x

ox (x2 + y2)2

i(l, 2) = lim 5.5.4;10.4 :E
x Moo § 5
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of _ (x* +y?).10xy —5xy* .2y

oy (X" +y)*

o g 5 51012-51422 4
ay 25 5

5.Ax.0_0
%(0,0): jim 1O+, 0=10,0) _ iy A "

A0 AX Ax—0 AX

f(1’2)25.1.4=@=4
1+4 5

of of of 12 4 12

30. Verificar se a fungio z = x* y* satisfaz a equagdo la_2a_, , para
X

x#0ey=0.

31. Verificar se z = sen(x + y) satisfaz a equacao % _a =
X

oy

a =Cos(X +Y)
OX

% = CoS(X +Y)
cos(x, y) —cos(x,y) =0

32.Uma placa de aco plana tem a forma de um circulo de raio a, como mostra a
figura 4.19. A temperatura num ponto qualquer da chapa € proporcional ao
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quadrado da distancia desse ponto ao centro da chapa, com uma constante de

proporcionalidade K>0.

Figura 4.19

(@) Se uma particula localizada no ponto (% : Oj se desloca para a direita sobre o

eixo dos x, sofrerd aumento ou diminuicéo de temperatura?
(b) Qual a taxa de variacao da temperatura em relacdo a variavel y, no ponto

oy

Temos que

d=4x*+y?

T(x,y) = Kyx* +y?
Assim para o item (a) temos:

ﬂ:2Kx

OX

a2 gl-2k2-k.a
ox \ 2 2
Como K>0, a particula sofrera aumento de temperatura.

Para o item (b) temos:

oT
— = 2Ky
oy

ﬁ(ﬁ,oj:o
oy \ 2
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33. A fungdo T(x,y)=60-2x>—3y*representa a temperatura em qualquer ponto
de uma chapa. Encontrar a razdo de variacdo da temperatura em relacdo a

distancia percorrida ao longo da placa na direcéo dos eixos positivos de x e de y,
no ponto (1, 2).
Considerar a temperatura medida em graus e a distancia em cm.

T(x,y) =60—2x* —3y?

£:_4x
OX
ﬁ — _6y
oy

8_T(1 , 2) =—4.1=—4 graus/cm.
OX

%(1, 2) =—6.2 =-12 graus/cm.

34. Encontrar a inclinacdo da reta tangente a curva resultante da interseccdo de
z=f(x,y) comoplano x = x, noponto P(X,,Y,,Z,).

a) z=5x-2y;P@3,-1,17)

a_

oy

0z
—@B-D)=-2
ay( )

b) z=}*+y?* ~1;P(L-11).

oz 1 > y
e O A ) IV A—
o 2 Y +y -1
oz -1

Za-n=""=-11

; 1-1) 1

35.Seja z =3x* —2y* —5x+ 2y + 3. Encontrar a inclinago da reta tangente a curva
resultante da intersecdo de z = f(x,y) com y =2 no ponto (1, 2,-3).

a _
OX
g(1, 2)=6.1-5=1
OX

6x—-5
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36.Dada a superficie z=.x*>+y?, determinar a reta tangente as curvas de

interseccdo da superficie com:
a) oplano x=2

b) o plano y=\/§ ;
no ponto (2,\/5 ,3)

Respostas:
oz 1 = y
8) =0y’ Py —
oy 2 JX2+y?
%5, J5) =25
oy 3

Assim, temos que

N3

z=—Yy+b
3 y

z:§-£+b=§+b

ho3_ 2_9-5_4
3 3 3
Portanto,

J5 4

Z=—y+—
3y 3

Portanto,
2 5

==X+~
3 3

y=+5
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JX2+y?P 4+l ose xP+yi<l

37.Seja f(x,y)=
0 se x*+y’2>1

a) Esbocar o gréfico de f.

b) Calcular, se existirem, q(0,1), i(1, 0) e q(O , 0)
OX oy oy

& 0.1 lim TACD =10,
OX AX—0 AX
= lim 0-0 =0
Ax—0  AX
6‘y Ay—0 Ay
= lim 0-0 =0
AX—0 Ay

Para a derivada %(0 O) podemos usar as regras de derivagdo. Temos,

of 1 -
—(0,0)=[— X +y*+1 2.2yj =0
& S ) .

Nos exercicios 38 a 47 calcular as derivadas parciais de 12 ordem.

38. w= X2y +xyz% + x°z

@=2xy+y22+2xz

OX
M _ 2 4 xz?
oy
a—W:2xyz+x2
0z

ow_1 2x = 2

X zxP+y? z(X*+y?)
w12y _ 2y

oy zxX2+y? z(x*+V?)

ow 1 —In(x*+y?)
—=In(X* +y?)— =

5~ I +Y) 7
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40. f(x,y,2) = Xz:yz
of  2x

X 7z

of 2y

7

of _—X2—y2
a7

41. f(X,y,z)=2xy*

of

G oy

o y
i=2X'Z-yZ4
oy

of
—=2x-y*-In
pe y y

42. f(X,y,2)=XSen yz+y senxz

%zsenyz+y-cosxz-z=senyz+yzcosxz

i:x-cosyz-z+senxz:xzcosyz+senxz
oy

Zf—zx-cosyz‘y+y‘cosxz‘x:xycosyz+xycosxz
z

43. f(x,y,2)=x*yz—xz

of

—=2Xyz-12

o Xyz

ﬂ:xzz

oy

q=x2y—x

oz

44. g(w,t, z) =VW* +t° +z°
1

og 1 5 2. 20 W
== (W HtP+2?) 2 2WE e
ow 2 VW2 12+ 72
og t

ot Jw? +t? + 22
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a_g_ V4

o Jw it 422

45. h(u,v, w,t) =u® +v* —In(wt)

@:Zu

ou

@=2v

oV

oh_ 1t _-1

ow wl  w

oh _-w_-1

ot wt t

46. T(x,y,2)= XYz

JE+yi+ 7
1
oT X2+ Yo+ 2 -yz—xyz;(x2+y2+zz) 2.2x

OX X +y*+12°
2
x*yz
s
~ VXEEHY S Yyt yz(y? +2P)
- 2 2 2 B 3
X>+y’+z s

(X2 +y?+12%)

1

o7 VX HY 7 ~xz—xyz-;(x2+y2+22)2-2y

oy x> +y?+7°

X3z + xz°

<.
(x> +y?+12°)2

gz Xy3+yX3
o 3
: (x* +y?+12%)?

E

A7, F(X;, Xy, X5, Xy, Xs) =
B T T X = 2%y = 3%, + X, — Xg

a r
X, (X —2X, =3Xs + X, —X5)*
of 2E

Xy (X, = 2%y = 3%y + X, — X )2

(X2 +y?+12%)

N w
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of +3E
0y (X — 2%, —3Xy + X, —Xg)
of E
X, (X, — 2%, —3%; + X, — %)%
of E
O (X —2X, —3X, + X, —X;)°

48. Usando a definicdo, verificar que as fungdes dadas sdo diferenciaveis em R?.
a) f(xy)=2x"-y’

A fungdo dada possui derivadas parciais em todos 0s pontos (x,,Y,) € R? que sdo dadas
por
o f

o f
é,_(XOlyo) 4X € a_y(xo’yo):_zyo-

Assim, para mostrarmos que f é diferenciavel em R? resta verificar que para
qualquer (x,,Y,) € R% 0 Iimite

f(xy)- [f(xo’yo)"' . o Vo)X= X]+ (XO’yo)[y Yoll

lim = = ¢ zero. Se chamamos
e J(x—xo) +(y ~ Yo)
de L esse limite, temos:

2X2 - y2 _[2X02 - YO2 +4Xo [X_ Xo] —2y0[y— yo]]

L = lim - -
s VO =%)+(y = ¥o)

_ i 2X% —y2 = 2X,2 4 Yy —AX X+ 4X,S +2Y,Y —2Y,°]
s YO =34y = ¥’

- lim 2(X_)(O)Z_(y_yo)2
2220 (k= %) +(Y = ¥o)?
= lim 20-%)" i YY)’

N TR TR N CEr ST
(usando a definicdo de limites)

Logo, f é diferenciavel em R?.

b) f(x,y)=2xy

A funcéo dada possui derivadas parciais em todos 0s pontos (x,, y,) € R? que séo dadas
por
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of of
E(Xo' yo) :Zyo € a_y(xmyo) :2X0'

Assim, para mostrarmos que f é diferenciéavel em R? resta verificar que para

qualquer (x,,Y,) € R% 0 Iimite

f(xy) - [f(xo’yo)"' o o Vo)X= Xo]+ (X01yo)[y Yoll

lim ¢ zero. Se chamamos
e J(x—xo) +Hy —¥o)?
de L esse limite, temos:

2Xy —[2x0y0 + ZYO[X B Xo] + 2Xo[y - yo]]

L = lim - -
e JO= %)+ (Y~ Vo)
— lim 2Xy_2xoyo — 2y0x+ 2yoxo — 2X0y+ 2Xoyo
K V= %0) 2y — ¥o)?
- I|m 2(X_XO)(y_ yO)

20 (= %) (Y = o)’
= 0 (usando a definicdo de limites)

Logo, f é diferenciavel em R?.

49. Verificar se as fun¢des dadas sdo diferencidveis na origem.

2 2

a) f(xy)=yx®+y?
Vamos primeiro verificar se existem as derivadas parciais na origem. Se existir,

temos que
f(x,0)—f R 1
—(0 0)=Ilim (x,0) (O’O)zll O_Ilm .

x—0 X—0 X—=0 X X0 X2/3
Como este limite ndo existe, segue que a funcdo nao € diferencidvel na origem.

2x°
b) f(x,y)= X2+y2’ (x,y)#(0,0)

0 ,(xy)=(0,0)
f(0+Ax,0)— f(0,0)

_(0 0)_AIX—>O AX
2(Ax)°
2 2 3
lim (4%) ZO = lim Z(ix) = lim 2(Ax)? =
X—> X X—> X X—
& (0,0)= fim ©0+M 10,0 _ . 0-0_,
ay ) AY—>0 Ay Ay—0 Ay
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of of
Fy) =110.0)+— (0.0)[x-0]+ & (0.0)[y-01]

Fazendo o limite L =lim = - temos
el J(x=0)2+(y -0)
2x°
2 2 5
L=lim 2 Y_ _jim 2x — 0 (usando a definicao de limites)

XY 808 + Y XY

Assim, existem as derivadas(;i(o ,0) e %(O , 0) e L=0. Portanto a funcéo dada é
X

diferenciavel em (0, 0).

c) f(xy)=x+y

i=1 .'.@(0,0):l
OX OX
ﬂ:1 .'.@(0,0):l
oy oy

Como estamos diante de uma funcdo do tipo polinomial, que possui derivadas
parciais continuas em todo o plano, podemos afirmar que é diferenciavel em (0,0).

y* +3x%y? +2yx°

d) fouy)=1  C+y2)? (x,y)#(0,0)
0 ) (le)=(0,0)
0
X 0.0)=lim 1QrA.0-F0.0 _p )" ~_,
X Ax=>0 AX AX—0 AX
(4y)’
& 0,0)= lim FQOEM =00y, (0" _
Ay—0 Ay -0 Ay

Como%(o , 0) ndo existe, podemos afirmar que a fungdo dada néo é diferenciavel

na origem.

1
e) f(xy)= W'(X’y)i(O,O)

0 ,(xy)=(0,0)

1

20
_ 2
X (0. 0)=tim TOEAXO-TQ.0 o (W " 1
OX Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 ( Ax)
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Comoéi (0, 0) néo existe, podemos afirmar que a funcdo dada nédo é diferencial na
X

origem.

50. Identifique a regido onde as func¢des dadas sdo diferenciaveis.

a) f(xy)=xy+x*

of of
—=2xy+y’ e —=x*+2
OX vy oy a4

para qualquer (x, y). Como as derivadas parciais sdo continuas, f(x,y) é
diferenciavel em R?

2
by z=e"
oz 2 oz 2
OX oy
- - - - ~ ’ 2 Ve
para quaisquer (x,y). Como as derivadas parciais sdo continuas, z =" é

diferenciavel em R?.

2

Xy
c) z= 1y
a2 (C+yR)yRoxy?-2x  xAyP 4yt —2xPy? oyt x2y?
&: (X2 + y?)? = (X% + y2)? = (x2+y2)2'
oz (X +vy?)-2xy—xy?-2y  2x%y+2xy® —2xy® 2x%y
- CyD)T Y)Y

As derivadas ndo estdo definidas em (0, 0) = z = f(x,y) ndo é diferenciavel em
(0, 0). Como nos demais pontos as derivadas parciais sdo continuas, segue que a
fungdo da ¢ diferenciavel em R? —{(0, 0)}.

d) f(xy)=In(xy)

As derivadas estdo definidas e sdo continuas em todos os pontos do dominio da
funcdo. Portanto, a funcdo dada é diferencidvel nos pontos do 1° e 3° quadrantes,
excluindo os eixos coordenados.
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e) 2xy

7=sen——=2
VX2 +y?
1
oz { 2xy ] X2+y2-2y—2xyé(x2+y2)_2-2x
2

(x* +y?)

Analogamente encontra-se a :

As derivadas estdo definidas e sdo continuas em todos os pontos do dominio da
funcdo. Portanto, a funcdo dada é diferencidvel em R*—{(0, 0)}.

) fxy)=e"

2 2
=X .2x

=" . (-2y)

R P[2

Assim, a funcdo dada é diferenciavel em R?.

9) f(xy)=(x"+y*)sen(x’ +y°)

= (x* + y?)cos(x* + y?)- 2x + sen(x® + y?)2x

= (x? + y?)cos(x® + y?).2y + sen(x? + y?) - 2y

QR [

Assim, a funcéo dada é diferenciavel em R®.

h) f(x,y)=arctg 2xy
of 2y of 2X
. A e - =
ox  1+4x7y? oy 1+4x’y?
As derivadas parciais s&o continuas em todo R?. Assim, a funcio dada é
diferenciavel em R?.

i) z2=2
X

Temos juma fungdo racional que é diferenciavel em todos os pontos do seu
dominio. Portanto, a funcdo dada é diferenciavel em {(x, y)eR? x# O}.

D oz=—
(x=)*+(y-1°
Temos yma fungdo racional que é diferenciavel em todos os pontos do seu
dominio. Portanto, a funco dada é diferenciavel emR? —(1,1).
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VX2 +y?P+1 sex®+yi<l
K) f(x,y)={ y Y

0 sex’+y*>1

Nos pontos da circunferéncia x> + y* =1, a fungéo ndo é continua, ndo sendo
diferencidvel. Nos demais pontos as derivadas parciais existem e sdo continuas.
Assim, temos que alfuncgdo dada € diferenciavel em R* — {(x, y) e R? | x? +y? =1}

X’y
) f(xy)= m’(X’Y)i(O,O)

0 ,(xy)=(0,0)

Em todos os pontos (X, y)#(0,0)as derivadas parciais de f existem e sdo continuas.
Portanto, f é diferenciavel nestes pontos. Vejamos o que ocorre na origem.

Usando a definicdo temos que %(O ,0)=0 e %(0 ,0)=0.

Além disso,
f(x, y)—[f(o,0)+gf<o,0>[x—01+af(o,0)[y—01]
L =lim X oy -0
10 J(x=0)+(y —0)’

Portanto a funcdo dada é diferenciavel em R?.

2Xx+y-3,se x=1 ou y=1
51. Dada a fungdo f(x,y) = Y ’
3 ,se x=1 e y=1

a) Calcular q(1 1.
OX

of
b) Calcular —(1,1).
) acuaray( )

c) feédiferenciavelem (1, 1)?

Usando a definigdo, temos que:
of of
—@,)=2e —(1,1)=1.
ax( ) 3 Y

No entanto a fun¢do dada ndo é continua no ponto (1, 1) . De fato,

leir} f(x,y)= lem(2x+1—3) =0=f(L1

y=1 y=1

152



Resolugdo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: FungGes de varias variaveis, integrais
multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 124 - 128.

mas |irT11 f(x,y)= Iirr}3:3¢ (12
y=X y=X
Portanto, a funcao ndo é diferencidvel em (1,1).
52. Determinar, se existir, 0 plano tangente ao grafico das fungdes dadas, nos pontos

indicados.
/ 2 2 . 11 \/_
a) f(x,y): 1-x -y ) P(O O 1) € P E E 7
Temos:
of —X
A Loy 29—
ox 2 1—x2 _y?
of _ -y
¥ J1-x?-y?

of of
—(0,0)=0 e —(0,0)=0
ay( )=0 e ay( )

Plano tangente no ponto P,(0,0,1) édado por'

h(x, y)—f(xo,yo)+ (xo,yo)(x x)+ (xo,yo)(y Yo)

z—1:0(x—0)+0(y—0)
z-1=0
z=1

Para o ponto P, 1 , l, V2 . temos:
2 2
1

2

oF(1 1) ~ o -2

ax(i Ej__l_T
2
(1 1) -2
5(5’5)_7

Equacéo do plano:

5

\/§x+\/§y+22=2\/§

by f(x,y)=xy ; P(0,0,0) e R(1,1,)
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Para o ponto P, (0, 0, 0) temos:

of of
- T _x

x oy
of _ a _
= (0,0=0 ay(0,0)_0

Equacao do plano:
z—0=0(x-0)+0(y-0)
z=0

Para o ponto P,(1,1,1) temos:
i(1,1)=1 i(1,1):1
OX oy

Equacdo do Plano:
z-1=(x-D+(y-12
X+y—-z=1

0) z=y(x-1?+(y-1)° ; R@,1,0) P,(1,2,1)
Para o ponto P,(1,2,1) temos:

‘92 [(x _)2 4 (y- 1)T 2(x-1)

o _ y-1
O J(x=1)%+(y-1?

of _ a _1_
- 1.2)=0 ay(1,2)_1_1

Equacéo do plano no ponto P, (1, 2,1):
z _1:0(X_Xo)+1(y_ yo)
z-1= y 2
Z=Y-
y—z=
N&o existe plano tangente em P(1,1, 0), pois ndo existem as derivadas 2—2 e
X

01
—em (1,1
& 1,1).

d) z=2x*-3y? ; P(0,0,0) P,1,1,-1
Para o ponto P, (0,0, 0) temos:
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0z 0z

&:4x 5:—6y
of _ of B
&(0,0)_0 8y(O,O)_O

Equacao do Plano:
z—0=0(x—x0)+0(y—y0)
z=0

Para o ponto P,(1,1, —1) temos:

of of
—@,)=4 —@1,)=-6
D 5( )

Equacdo do Plano:
Z+1=4(x-)+(-6)(y-1)
Z+1=4x-4-6y+6

z=4x-6y+1
4x-6y—-z=-1
e) z—; ; P(lli)e P,0,1,1
1
Para o ponto P,(1,1, —) temos:
) ﬁ)
1 — X

1 2 27* -
2_—5(x +y)2-2x_ /X2+y2_ _y

X X* +y? Xy’ _(x2+y2)\/x2+y2
Q

(x> +y )1/x +y?
of -1 of -1
_1,1:— —1’1 =
ax D 242 6y( ) 242
Equacéo do PlanO'

1

(y-1)

ATy L ey

2fz+x+y:4

Para o ponto P,(0,1,1) temos:
of of
—(0,)=0 —(0,)=-1
ax( ) ay( )

Equacdo do Plano:
z-1=0(x-0)-1y-1)
y+z=2
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f) z=xe ; PR@,1,f1,1)) P, 0,f@,0)
Para o ponto P,(1,1, f(1,1)) temos:

a _ X-e* +e*
OX

@:)(.exﬂ’

oy

%(1,1):1-e2+e2 = 2¢?

6' 2 2
_|,|_|. =
( ) e 5]

Equacdo do Plano:
7-e*=2e°(x=D+e*(y-1)
2e’x+e’y —z =2¢?

Para 0 ponto P,(1, 0, f(l,0)) temos:
i(1, 0)=e+e=2e

OX

@(1, 0)=e

oy

Equacdo do Plano:

z—e=2e(x-1)+(y-0)
2ex+ey—z=e

53. Determinar o vetor gradiente das fungdes dadas nos pontos indicados:

a) z=xx>+y> , P(,)
1 1
Vz:(x.%(x2+yz) 2~2x+,\/x2+y2 ,x-%(x2+y2) 2'ZyJ

32 QJ

vz (1,1):(T .

b) z=x’y+3xy+y?, P(0,3)
Vz=(2xy+3y, x> +3x+2Y)
vz(0,3)=(9,6)
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c) z=sen(3x+Y), P, %)
Vz = (3cos(3Xx +Y), cos(3x +Y))

vz 0,z = 3~cosz,cosZ =(0,0)
2 2 2

d) z=4-x>-y? : P(0,0)
v =(§(4—x2 S 29, (X -y ¢ -(—2y)]

vz(0,0)=(0,0)

e) z=x*+y*-3 : P(0,0)
Vz =(2x,2y)
v2(0,0)=(0,0).

) z=xy-—sen(x+Yy) P(% , 0]

Vz =(y—cos(X+Y), Xx—cos(X+Y))
Vz(f,ojz(o,fj.
2 2

g) f(u,v,w)=u®+v>—w?+uvw , P(O,1,0)
Vi =(2u+vw, 2v+uw, — 2w+ uv)
Vf(0,1,00=(0,2,0).

h) z=(x*+y?*)sen(x* +y?) , P(0,0)
Vz = ((x2 +y?)-cos(x? + y?) - 2x +sen(x? + y?) - 2x, (x* + y?)-cos(x* + y?) - 2y + sen(x* + y?) - 2y)
v2(0,0)=(0,0).

) f(x,t)=(x+2t), In(x+2t) P(e,1)

+In(x+2t), (x+2t)-
X+ 2t ( )i ) X+ 2t

Vie,)=>1+In(e+2),2+2In(e+2)).

Vi :((x+2t)- +In(x+2t)-2j

DX X, Xy y X)) =X X, =X X + X, , P(2,2,1,3)
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vf :(Xz_xs’xi’_xul)
vi(2,213)=(1,2,-2,1)

54. Determinar o vetor gradiente das seguintes funcdes:

3
X
a) z=—

2,3
vz:(?i, Xj
y |y

b) z=2x*+y?

1 - 1 -
Vz:[Z-E(X2+y2) 2 -2x,2-5(x2+y2) 2 -Zy]
B 2X 2y
\/x2+y2 ’\/x2+y2

c) w=2x’y°z
Vi = (4xy52 ,10x%y*z , 2x2y5)

d) z=cos(xy)+4
Vz =(-sen(xy)-y , —sen(xy) - x)
= (— ysen(xy) , —xsen(xy))

e) f(u,v,w)=uvw+u?—v? -w?

VI =(vWW+2u, uw—2v, uv —2w)

f) f(xy,2)=x*y*z* +senx
Vi =(2xy?z% +cosx, 2x*yz? , 2x°y?1)

55. Encontrar a equacao da reta perpendicular a curva y = 1 , nos pontos P, (1,1)e
X

-3

Temos:
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y-—=0
X

1
Vf = (F, 1)
vi@l,)=(@1,)
O coeficiente angular € igual a 1.

y=1-x+Db
1=1-1+b ~b=0
Equagéo da reta no ponto Py(1,1):y=x.

Para Pl(z : %J temos:

ofe 2

O coeficiente angular é igual a 4.

Equacdo da reta no ponto Pl(z : %) :

y=4x+b
1:4-2+b
2
1=8+b
2
p=l g-1716_-15
2 2 2
15
=4x—-—.
Y 2

56. Determinar o plano que contém os pontos (1,1,0) , (2,1, 4) e que seja
tangente ao grafico de f(x,y) = x* + y?

Temos
i =2X, i =2y
OX oy

Z_XOZ _y02 ZZXO(X_X0)+2yo(y_yo)

{0_ on - yo2 =2X, (1= Xo) + 2y, (1-y,)
A—x"—y," = 2%, (2= %) +2Y,(1—Y,)

—Xo =Yy = 2Xg=2%y" +2Y, =2V’
4-— on - YOZ = 4Xo _2X02 + ZYO _2y02
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— Xy = Yo —2X, 42X, =2y, +2y? =0
A—X,2 —y," =A%y + 2%, =2y, +2Y,° =0

on + 3/02 —2X; =2y, =0
on + )/o2 — 4%, =2y, =4

Xoo + Yoo —2X, —2Y, =0
—Xyo =Yy 4%, +2y, =4

2X, =4
Xo =2

Xy + Yo —2% —2Y, =0
4+y, -4-2y,=0

y02—2y0 =0

yo(yo—2):0

Yo =0
Yo—2=0
Yo =2

Temos 0s pontos:
2,00 e (2,2

Equacao dos planos:

z-4=4(x-2)

z-4=4x-8
z=4x-8+4
z=4x-4

2-8=4(x-2)+4(y-2)

z-8=4x-8+4y-8

Z-8=4x+4y-16
z=4x+4y-8

57. Dada a fungdo f(x,y) =x*+xy—y calcular

a) df

b) Af

Most Af =df + R(AX, A li R(AX,Ay) =0.
ostrar que df + R(Ax,Ay) e que (Ax,AyI)rI)](O,O) (AX, Ay)

f(x,y)=x*+xy-y
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a) df =(2x+ y)dx+(x-1Ddy
b) Af = f(X+AX, y+Ay)—f(XY)
= (X+ %)% + (X + A(Y +AY) = (Y +AY) = X" =Xy +y
= (2X+ Y)AX + (X =D Ay + (AX)? + AXAy

Assim, Af = df + R(Ax,Ay), sendo R(AX, Ay) = (AX)® + AxAy , com
lim [(Ax)2 +AxAy]= 0.

Ax—0 Ay—0

58.Calcular df (1,1) e Af(1,1) da fungdo f(x,y)=x+y—xy®> considerando

Ax=0,01 , Ay =1. Comparar 0s resultados obtidos.
Temos:

df = (1-y?*)Ax+ (1—2xy)Ay.
df (1,1) = 0+ (=1)-1= 1.

Af = F(X+AX, y+Ay)— f(X,Y)
= (X+AX) + (y + Ay) — (X + AX)(y + Ay)* = F (X, y)

Af(1,2)=(1+0,01) + (1+1) —(1+0,0D)(1+1)* —(1+1-1)
=101+2-101-4-1
=-2,03.

A diferenca é relativamente grande porque Ay € grande.

Nos exercicios de 59 a 62 calcular a diferencial das funcBes dadas nos pontos
indicados.

59. f(x,y)=e*cosy ; P(l,zj

df =e” cos ydx + e* (—seny)dy
df (1 , ZJ = eﬁ dx + e(ﬂde
4 2 2

:udx_ﬁdy.
2 2

60. z=In(x*+y?) ; P(1,1)

dz = 2X dx + 2y dy

X2+y2 X2+y2

dz(l,l):gdx+§dy

=dx+dy
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61. w=xe**+y ; P(,2,0)
dw=e**dx+dy+x-e* - 2dz
dw(1,2,0) =e’dx+dy + 2dz = dx + dy + 2dz

62. w=x"+y*+2°; P(2,1,2
1 1 1
dw=%(x2+y2+zz) 2~2xdx+%(x2+y2+zz) 2-2ydy+%(x2+y2+zz) 2.2z0z

dw(2,1,2)=§dx+%dy=§dz

Nos exercicios de 63 a 69 calcular a diferencial das funcbes dadas:

63. z=sen’(x+ )
dz = 2sen(x + y) - cos(X + y)dx + 2sen(x + y) cos(x + y)dy

64. z=xe" —y
dz = (x-e*"7 +e*" Y )dx+(xe* "’ —1)dy
e (x+Ddx + (xe*” —1)dy

65. f(u,v,w)=u’+Inv—w?

df =2udu +1dV—2WdW
v

66. f(Xx,y,2) =€ —xy
df = (™ -yz—y)dx+ (™ -xz—x)dy + (™ - xy)dz

2 2 2
X, +X, +X
67. (X, X, X)) =22 78

X+ X, + X,
df = (X1+X2+X3)'2X1_(X12+X22+X32) dxi_’_(X1+X2+X3)'2X2_(X12+X22+X32) dx
(X, + X, +X,)? (X, + X, +X;)? ?

. (X + X, + %) 2X, — (% + X, +X°)
(X% + %, +%)°

dx,
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2 2

X =X, 0 = Xg" + 2%, X, + 2% X X2 =X = Xg" + 2%, X, + 2X,X

- : 13dX1+2 1 3 122 23dX2
(x1+x2+x3) (X, + X, +X3)
2
X — X = X,” + 2%, X, + 2X, x3d
(X, + X, +X;)°

68. f(Xx,y,2)= exy
df =e*V " dx+e* T dy -2z eV dz

69. z:arctgz—arctg5
X y
-y 2 1 -X
2 N 2
dz = Xy2 - yx2 dx + Xyz— - dy
1+ 1+ — 1+ 1+—
X y X y
—2y —dx+ 22X —dy.
X2 +y? X“+y

70. Determinar o erro decorrente de tomarmos a diferencial dz como uma
aproximacdo do acréscimo Az, para as seguintes situacdes:

a)z=x>+y?; (x,y) passando de (1, 2) para(1,01; 2, 01).

dz = 2xdx + 2ydy
=2-1-0,01+2-2-0,01
=0,02+ 0,04
=0,06

Az =1(1,01;200)-f(,2)
= (10D +(2,01)* —(1+4)
=0,0602

Erro: 0,0602—0,06 =0,0002=2-10"*.

b)z=+x*+y* ; (xYy) passando de (1, 2) para (1,01 ; 2,01).
1 1
dz =1(x2 +y?) 2 -2xdx+%(x2 +y?) 2. 2ydy

=—-001+—= 2 -0,01

f J5
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=0,013416407865

Az =41,01)% +(2,01)° —/5
=0,0134209
Erro: 5x107°.

c) z=x%y ; (xy) passando de (2, 4) para (2,1 ; 4,2).
dz = 2xydx + x*dy
dz=2-2-4-0,1+4-0,2
=16-01+0,8
=16+08=24

Az=(2D% (42)-4-4
—4,41-42-16
=18,522 16 = 2,522
Erro = 2,522 —2,4 =022

. : : e 2 V2
71. A energia consumida em um resistor elétrico é dada por P:Fwatts. Se

V =120volts e R = 12 ohms, calcular um valor aproximado para a variacdo de
energia quando V decresce de 0,001 volt e R aumenta de 0,02 ohm.

2
p-Y_
R
_\/2
dp =2V gv + V2 dR
R R
2.120 (120)°
=222 (-0,001) - -(0,02
2 ¢ )~ (002
=-2,002

72.Um terreno tem a forma retangular. Estima-se que seus lados medem 1200 m e
1800m, com erro maximo de 10 metros e 15 cm respectivamente. Determinar o
possivel erro no calculo da area do terreno.

Temos que a area € dada por A= Xy, considerando-se x e y as dimensdes da
forma retangular.
A=Xxy
dA = ydx + xdy
dA=1800-10+1200-15
=18000 +18000 = 36000 m*
Observa-se que 0 erro maximo ocorre quando Ax e Ay tém o mesmo sinal.
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73. Usando diferencial, obter o aumento aproximado do volume de um cilindro
circular reto, quando o raio da base varia de 3 cm para 3,1cm e a altura varia de

21cm até 21,5cm.

O volume é dado por V = zr®h.
A diferencial fica:

dV =2zrhdr+zr’dh
=27-3-21-01+7-9-05
=12,67x+ 4,57
=17 1zcm’.

74. Um material estd sendo escoado de um recipiente, formando uma pilha cénica.
Num dado instante o raio da base é de 12 cm e a altura € 8 cm. Usando
diferencial, obter uma aproximacao da variacdo do volume, se o raio da base
varia para 12,5cm e a altura para 7,8cm. Comparar o resultado obtido com a
variacdo exata do volume.

O volume é dado por V = 7 I*h

A diferencial fica:
av =M T g

3 3

av = wo,sﬂu 7144 02)
dv =22,4r .

A variagdo exata é dada por AV =V,-V,, sendo que V, = ﬂl;M'S
Vv, :”(12—5)278 Assim, AV =22,257 .

3
Para comparar, temos a diferenca entre os resultados AV —dV =-0,157 .

75. Considerar o retangulo com lados a = 5 cm e b = 2 cm. Como vai variar,
aproximadamente, a diagonal desse retangulo se o lado a aumentar 0,002cm e o lado b

diminuir 0,1cm.

A diagonal é dada por:
d’ =a’+b’
d =+va® +b?

Assim,

1 1
dd =%(a2+b2) 2 -2ada+%(a2+b2) 2. 2bdb

5 2
- -0,002 + —— - (-0,1) = —3,52811-1072
J25+4 J29 =01
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76. Encontrar um valor aproximado para as seguintes expressoes:

a) (1,01 e0,015)7
fx,y)=(x-¢") =x"-¢e"”
f(X+AY, y+Ay) = (X+Ax-e"*)’
Fazendo:
x=1
Ax =0,01
y=0
Ay =0,015
temos:
df = Af
Af = T (X+AX, y+Ay)— f(X,y) =df
f(X+AX, y+Ay) = f(x,y) +df
=(1-e%)" +7x%-e”dx+x"-e” - Tdy
=1+7-1-1-0,01+1-1-7-0,015
=1175.

b) (0,995)* + (2,001)°

Temos:

f(xy)=x*+vy°>.
Fazendo

x=1

Ax = —0,005

y=2

Ay = 0,001
temos:
(0,995)* +(2,001)° = f(x,y) +df
=1* + 2° + 4x3dx + 3y°dy
=1+8-4-1-0,005+3-4-0,001
=8,992.

) +/(399) +(4,01)°

Temos f(x,y)=+X* +Vy°.

Fazendo
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Xx=4

y=4

AXx=-0,01

Ay =0,01
temos:

J3.99) + (4,01)° =16 +16 +%[4.(—o, 01)+4.0,01]
=5,6568
d) +/(399)% +(4,01)% + (1,99)°

Temos f(x,y,z) =+x>+y*+12°
Fazendo
x=4 e Ax=-0,01
y=4 e Ay=0,01
z=2 e Az=-0,01
temos:

1
\/(3, 99)2 +(4,01)? +(1,99)% =16 +16+4 +%(X2 +y2+7%) 2.2xdx

1 1
+%(x2 +y?+7%) 2 -2ydy+%(x2 +y?+7%) 2220z

J36 + %[4.(—0, 01) +4.(0,01) +2.(-0,01)]

=5,9966.

e) 102
Temos f(x,y)=x". Fazendo,
x=1
y=3
Ax=0,02
Ay = 0,001
obtemos:
1,02°° =13 + y.x"dx+ X’ Inx-dy
=1+3-1-0,02+1.In1.0,001
=1+0,06
=1,06

) (4,03) +(29)?
Temos que f(x,y)=+Xx*+Yy?* . Fazendo
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Ay = (-01)
Ax = 0,03
XxX=4
y=3
obtemos:
J4.03) +(29)? =5+ ——2_dx+—2_dy

_5:2.003+3. oy
5 5

=4,964.
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CAPI'TULQ 4
4.10 - EXERCICIOS
pag. 156 - 159

1. Verificar a regra da cadeia: @zi % a.dy para as funcoes:
dt ox dt oy dt

a) f(xy)= In(x2 + y2)

X=2t+1

y=4t>-5

h(t)=1 ((2t+1)2+(4t2—5)2)zln(4t2+4t+1+16t4—40t2+25):In(16t4—36t2+4t+26)

dh  e4°-72t+4  32°-36t+2

dt  16t*—36t* +4t+26 8t*—18t°+2t+13

a__ dx _

ox  X*+y? dt

a__z. Y _g

8y X2 4y dt

dh_ 2x o2y o axeleyt AH(2+D)+16(4°-5)t gy 4+ 64t —gor

dt x> +y? x* +y? x*+y° 16t* —36t* +4t+26  16t* —36t° + 4t + 26
64t>—72t+4  32t°-36t+2

T 16t —36t2+4t+26 8t —182 + 2t +13°

b) f(x,y)=sen(2x+5y)
X = COS t

y=sent

h(t) = sen[2cos t +5sent]
% = cos(2cos t +5sent)-[2(— sent)+5cos t]= —2sen t[cos(2cos t +5sen't)]

+5008 tcos[2cos t +5sen t]=cos(2cos t +5sen t)5cos t — 2sen t]
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dx

of

— =2co0s(2x+5 — =-sent
OX ( y) dt
ﬂ=5cos(2x+5y) B _ cost
oy dt

dh

=2c0s[2cos t +5sent]- (—sent)+5cos[2cos t +5sen t]cos t

Q.

t
cos(2cos t +5sent)5cos t — 2sen t]

o) f(xy)=
Xx=2t
y=3t-1

h(t) 2'[62 2t 31 l 2t e 3t l)

% = 2t.g*C [4t 2(3t-1)-3+(3t-1)’ -4]+e‘”<3”>2 2
= %P (216° - 967 + 8t + 2).

U 2y° +e? ox_

OX dt

ﬂ=xe2*y2-2x-2y @

8y dt

— (2xy g2’ +e2xy2)-2+4x2yezxy2-3=4xy2ezxy2+2e“y2+12x2yezxy
~(4-2t(3t-1)" + 2412 4¢" (3 -1) )Y

= %0 (2161° - 967 + 8t + 2).

d) f(x,y)=5xy+x>—y?
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x=t"-1
y=t+2

h(t) =5(t —1)t +2)+ (t? —1f = (t + 2) =5(t> + 22 ~t —2)+t* —2* +1-t> — 4t -4 =
=5t +10t> -5t —10+t* —2t> +1—t* -4t —4 =t* +5t3 + 7t* -9t —13.

%:m3 +15t% +14t - 0.

ﬂ:5y+2x %:Zt
OX dt
ﬂ:5x—2y ﬂzl
oy dt

% =[5(t+2)+ 2(t? ~1)]- 2t + [5(t —1)- 2(t + 2)]- 1= (5t + 10+ 2t* — 2)- 2t + (6t> -5 2t — 4) =

=10t? + 20t + 4t® — 4t + 5t — 2t —9 = 4t® +15t> +14t - 0.

e) f(xy)=Inxy
X = 2t?
y=t>+2

h(t)=In [th (+ 2)] =In(2t" +4t%)

dh 8’ +8t

dt  2t*+4t*°

a_1 L

oX X dt

a_1 Y _ o

oy 'y dt

dh 1 1 a2t a4l 2)+2t 22 Ad+8t+4® 848t 4tP+4
oM 2=t = 2 2 = 4 2 oid 273 t#
dt x y 2t t°+2 2t° + 4t 2t° + 4t 2t° +4t° U+ 2t

_ . dz .
Nos exercicios 2 a 7, determinar pm usando a regra da cadeia.

2. z=tg(x2 +y), x=2t, y=t°
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% = s.ecz(x2 + y)~ 2X-2 +s.e(:2(x2 + y)~ 2t

= (4x+2t)sec?(x* + y)
= (4- 2t + 2t) sec? (4t> +1?)
=10t sec?(5t?)

3.z=Xxcosy, x=sent, y=t.

%zcos y-cost+x(—seny)-1

=cost-cost+sent-(—sent)
=cos’t —sen’t

4.z=arctg xy, x=2t, y=3t.

E: Y o4
dt  1+x°y° 1+ x°y°
2.3t+3-2t
1+4t2.0t2
1
~ 1+36t*

-3

5.z=¢*(cos x+cosy), x=t>, y=t%

[ex —sen x)+(cos x +cos y)-ex]-3t2 +[e*(~sen y)+(cos x +cos y)-0].2t =
e
e

=t (—3t sent® +3t cos t? + 3t cos t? —Zsentz)

‘sent®+e cost® +e cost ]3t2+e‘3(—sent2)~2t

13

—e'
“[-sent® +cos t* +cost ]-3tZ+e‘3~2t~(—sent2)
-

sent®+cost® +cost2]-3t2 —e’.2t-sent?

—t

6.z=5, x=e", y=iInt.
y
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dz 1 _ -x 1
—:—.et.(_1)+_2._
d vy t
_—et e
Tt (1 1 \2e

Int  (Int)t

~t

7.2=xy, x=2t"+1, y=sent.
ﬁz y-4t+x-cost
dt
%zsent~4t+(2t2 +1)cos t =4t sent+ (2t +1)costt

8.Dada a funcdo f(x,y)= Xiew , com x(t) = % e y(t) =+t encontrar %
y

onde h(t) = f (x(t), y(t)).

dh &f dx of dy
—_._+_._

:(1+exy-y]'_—zl+(_—§+exy -x]-lt‘w
y t y 2

—_ —_ til/z 2
:[i.ket]/z\/t_).t_zl._{_(ﬁ_}_e_].lttu

\/t_ t t 2
- t_s—/f_et,ﬂz 92 —%t-S/z p Loy Lo w3
3 Bt

=——-——&e!'.
20t 2t°

9.Seja h(t)= f(e* , cost),onde f:R? — R éuma funcio diferenciavel.

a) Determinar h'(t) em funcio das derivadas parciais de f .

b) Sabendo que %(ez” : —1)=e%, determinar h'(z).

Para o item a) temos:

Considerando que:
f=1f(xy)x=e";y=cost
temos:
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h'(t):%~2e2t+@.(—sent)
h'(t):%(e2t , cost).ZeZI—i(e2t . cost)-sent
Para o item b) temos:

of

h'(ﬂ')Z&(ez’[ , —1)-2e2”+%(e2” , —1)-0=

10. Sejam z = f(x,y) , x=x(t) , y=y(t). Obter aderivada (thh

fungdo composta h(t)= f(x(t) , y(t)).

dh_of dx of dy

dt ox dt oy dt

1 x
eTﬂ‘Zez :2

2

d*h of d’x dx{azf dx+62f_dy} of dy+dy

[ J + —
dt2  ox dt?  dt|oxox dt oyox dt | oy dtf

dt?  ox dt? ax dt

d*h _of d’x aZde_lez
dt?  ox df o dt

d*h _af dx % f (dsz

11. Verificar a regra da cadeia para as funcdes:
a) z=u’-v® , u=x+1, v=xy

Qazau 8zav

OX ou OX oV oOX
=2u-1+(-2v)-y
=2U—2vy
=2(x+1)—2xy®
=2+2Xx-2xy°.

o* f dxdy of d

+
oyox dt dt oy dt

oxoy dt dt 8y dt?

oy’

o° f dx+82f dy
Y

dt [Gxay dt

dy
dt

i

2 2
+8f dx dy o°f

oxoy dt dt
o°f dx dy , of dy+62f(

ay2

dy

[_

dt

jz

,sendo h a
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0z 07 ou 07 ov
—_— = — . —

g ou oy ov oy
=2u-0+(-2v)-x
=—2VX
=-2x%y

Para verificar os resultados obtidos temos:
z=(x+1) —x?y?

0z

— =2(x+1)-2xy>
= = 20xr1)-2x
g:—2x2y

oy

b) z=f(e*,—y?) , fu,v)=2u+Vv?

o _of ou of v
OX Ou OX ov oX
=2-¢"+2v-0

=2¢e"

g _of ou of v
oy ou oy ov oy
=2-0+2v(-2y)
=—4(-y*)y
= 4y3
Para verificar os resultados obtidos temos:
2=1f(u,v)=2u+Vv? =2¢" +(-y?f =2¢* +y*
0z 0z

— =2e* : — =4y
OX oy y

C) z=+u*+Vv*+5 , u=cosx , v=seny
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oz _or ou o v
oX ou oOx ov OX
:%(u2+v2+5)_]/2-2u-(—senx)+%(u2+v2+5)_]/2-2v-0

—S€en X-Cos X

Jcos? x+sen’y +5

0z 07 ou 0z ov
_— = e —

oy ou oy ov oy
= ! -0+ v -COS Y
JuZ+v? +5 JuZ+v3 45
cos y-seny

Jcos? x+sen?y +5

Para verificar os resultados obtidos temos:
2 =,Jcos? x+sen’y +5
0z

—=£(cos2 x+sen’y +5) % . 2cos x- (— sen x) = —— o X SN X
ox 2 Jcos? x+sen?y +5
@:—(cosz x+sen2y+5)7]/2 .2sen y-cos y = N y-cosy

oy 2 Jcos? x+sen’y +5

d) f(u,v)=uv—vZ+2 , u=x’+y> , V=X-Yy+Xy

o _ & u o v

OX Ou Ox oV OX
=Vv-2x+ (u—2v)-(1+vy)
= 2x (x—y +xy)+(x7 + y? —2(x—y +xy)[L+y)
=2x2—2xy+2x2y+(x2+y2—2x+2y—2xy)~(1+y)
=2X% —2XY + 2XPY X2+ Y2 —2X+ 2y —2xy + XP Y+ y° —2xy + 2y % —2xy?
=y® 43y +3x% +3x°y - 2xy? —6Xy —2X +2V.
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g _a ou o v

oy oudy ov oy

=Vv-2y+(u-2v)-(-1+x)
:(x—y+xy)~2y+(x2+y2—2x+2y—2xy)~(—1+x)
=x*—3x% —3y? +3xy’ — 2x*y + 6Xy + 2x - 2V.

Para verificar os resultados obtidos temos:

flu,v)=uv—v?+2

=(x2 +y?)-(x—y+xy)—(x—y+xy)? +2
=x° =2x2y+x°y+3y*x—y® +xy® +2—x® +2xy —y® —x’y—x?y?

;i:BXZ—4xy+3x2y+3y2+y3—2x+2y—2xy—2xy2
X

=3x% —6xy +3x°y +3y* —2x+ 2y + y* - 2xy°

%:—sz+x3+6yx—3y2+3xy2+2x—2y—x2—2x2y.

e) f(x,y)=lnxy , x=2u’+v* y=3u’+Vv,

of _of ox ot oy

_ _

U ox ou 8y au

:l-4u+i-6u
Xy Xy
4u 6u

= +
2u® +v*  3u?+Vv?

o _of x o &y
N X v oy ov
BERV Ry
X y

4v° 2v

= + .
2u%+v* 3u? +v?

Para verificar os resultados obtidos temos:
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f(x, y)=Inxy
:In(2u2+v4X3u2+v2)
= In(6u* +2u®v? +3u%v* +v°)
of _ 24u°+4uv? +6uv’
ou  6u’ +2uv?+3uivt +v°
4u 6u

= + .
2u +v*  3u?+v?

of  4utv+120VC +6v°
ov  6u*+2u®v? +3utvt +v°
4v3 2v

= + .
2u +v*  3u?+v2

. : : ..oz z
Nos exercicios 12 a 16, determinar as derivadas parciais: a2 e % usando a regra da

cadeia.

12 2=x%+y® , x=u?+1 , y=3?

oz _oL X ooy
ou Ox ou oy ou
1

:E( 2+y3)1/2.2X'2u+%(X2+y3)1/2

.3y2 .0
_ 2Ux
JE+y
2u(u? +1)

Jut +v2 4202 +1

2
g: X 0+ 3y .z.v’lﬁ
ov \/x2+y3 2\/x2+y3 3
yzvfj/a

e
Ut v ou? 41
B v

Wt v ou? 41
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13. z=In(x*+y?) , X=cCOSU-COSV , y=senu-cosv

z2=In(x? +y?)
= In(cos? u - cos? v + sen’u - cos’ v)
= In(cos? v).
o _
u
&z _ 2co0s v(—2 senv) _—2senv _ g,
ov cos“ v cos v
14. z=xe¥ , xX=uw , y=u-v
oz _or ox o oy
ou OXx ou oy ou
=e’.v+xe’-1
=ve’ +xe’
=e’(v+x)
=e'""(v+uv)
=ve'"(1+u).
g:ey-u+xey-(—1)
ov
=e’(u—x)
=e"(u—uv)
=ue"™" (1-v).
15. z=x>—-y? |, X=u-3v , y=u+2v.
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or_& X ooy

ou OX ou oy ou
=2x-1+(-2y)1
=2X-2y

=2(x-y)
=-10v,
o _ 2x-(=3)+(-2y)-2
ov
=—-6x—-4y
=—6(u—3v)-4(u+2v)
=-10u +10v,

16. z=e"Y |, x=ucosv , y=usenv
oz oz ox oz oy

_——— . =
ou Ox ou oy au

1 —X
=" . Z.cosv+e’ - — -senv
y y

e’ .cosv  xsenve””
y y’
_ e’V .y.cosv—xsenve?
= yz
e’ (ycosv—xsenv)
y2
e ¥ (14 sen v+ COS V —U COS V-senv)

uZsen®v
=0.

oz 1 —X
—=e? .= .u(-senv)+e? .- —-u-cosv
ov y y
_e”(~y-u-senv—xucosv)
- 2
y
e®9Y(—usenv-u-senv—ucosVv-u-cosV)
u’sen’v
2

— ecothv (7 u )

u’sen’v

ecutgv

sen’v

11Dmhaﬂm@of&,w=1+x?+fcmnx:rmse, y =r sen @, encontrar
y

o o of
or 00
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_r cosd Lp2
" rsend

—=2r.
or

o _ —cossec? 6.
00

. . . .0z z
Nos exercicios 18 a 22 determinar as derivadas parciais 2— e a—.
X

oy

r’+s

18. z = , r=1+x , s=Xx+y
S

2
oz _2r 145 (r2+s).1
ox s s
_£+—r2 _2rs—r?

s s* s?

_ 20+ x)x+y) -+ x)°
(x+y)
x +2Xy +2y— 1
(x+y)

2 2 2
L _2r g, o :_(1+X)

R P

19. z=uv’+vinu , u=2x-y , v=2Xx+y

z=(2x-y)(2x+ y) +(2x+y)In(2x-y)
(2x=y)(2x+y)(2x+y)+(2x+y)In(2x-y)

( ) 2x+Yy)+(2x+y)In(2x-y) =

8X° +4x*y —2xy* —y* +2xIn(2x-y)+y In(2x—-y).

%:24x2+8xy—2y2+2x~ 2 +2In(2x- y)+yi
OX 2x—y

2x=y
=2(2x+y) +2

2X+Yy
o +4(4x2—y2)+2In(2x—y)

a——4x —4xy —3y* +2x-

-1
In(2x—
o y+y +In(2x-y)

2X
=—(2x- y)2 2§+§ (4x —y) In(2x-y).
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20. z=14+m* , l=cosxy , m=senxy
0z
6—=2I-(—senxy)-y+2m-cosxy-y
X

=-2l y sen xy +2m y cos xy

=—2Y COS Xy Sen xy + 2y senxy cos xy =0.
0z
— =2l-(—sen xy)- X+ 2m oS Xy - X

=-2l X sen xy +2m X cos Xy

=—2X COS Xy Sen Xy + 2X Sen xy cos Xy

=0.

21. z=u*+Vv* , u=x’-y* ,v=e%
z=u’+V?

- (x2 - y2)2 +e*y
% = (x2 - yz)- 2x+e™ .4y = 4x(x2 - y2)+ 4ye™
X
a_ 2(x2 - yZX— 2y)+e™Y -4x = —4y(x2 - y2)+ 4xe™.
oy

22.z=w+u* , u=xy , v=x"+y>+Inxy
Z=uv+u> , u=xy , v=x’+Yy>+Inxy

@:x3+3xy2+x(y-i+ln xy)+2x2y
oy Xy

= x> +3xy? + x+ x In xy + 2x°y.
0z ) 1
—=(X+y?+Inxy+2xy)y+xy| 2x+=
OX X

=y Xy +2xy° +y Inxy +2x°y +y
=y +3x°y+ yIn xy +y+ 2xy°.
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23.Seja z = f(x,y),x=rcos@,y = rsend, mostrar que

HEBEEEE)

a_if

oX OX

a_d

oy oy

@zﬂa_ i@=—cosa+qsen9.
r oxor oy or ox oy

oz

o _ i,r (—send) +i.r cosé
ox oy

2 2 2 2
(af] + a :(af) c0529+2.§c030.§sen0+ a sen’éd
oX oy oX oX oy oy
2 2
+i2 a .rz.cosze—z.afrzsena.afcosaJr[afj ri.sen’6
r ay OX ay OX

ou

2 2 2 2 2
(qj +(qj {qj cosze+2qqsen9cosﬁ+(qj sen26+(qj cos? 6
o) loy) lox X oy oy oy

2
- 2@@ sendcos  + (iJ sen?é.
OX oy X

24. Seja f : R? — R uma funcéo diferenciavel. Mostrar que z = f(x—y,y—X)

. ~ 07 Oz
satisfaz a equacdo — +— =0.
ox oy

o ot o v ot ot
OX Ou OX OV Ox ou  ov
of _of ou of ov_of of
— = —(-1)+=
oy oudy avoy ou ov

1)

1

o ar_of ot _of o

X 9y ou v au ov
=0.
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25. Dada z = f(x2 + yz), f diferenciavel, mostrar que yg _xZ 0.

oy
Temos que z = f(u),u=x*+y?
oz of au
X au'ox
oz of ou
oy au'dy

of of
—2X—=-Xx—.2y=0
y&u ou y

26. Supondo que z = z(x, y) é definida implicitamente por f(i,lj =0, mostrar que

7 2
0z 0z
X—+y—=12.
OX oy
of a1
0z px ou’'z
ox OF of —x of -y
7'74_77
0z ou 72> ov z°
of [6f ou of avj [6f of 1)
e I A - —.0+—.=
24 oy  \ou oy ov oy B u ov 2
oy of — of ou of ov of —x of -y
— eyt
0z ou 0z ov oz ou z ov
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27. Determinar as derivadas parciais all e %.
ou ov

Q) W=x>+2y?—z%,x=2uv,y=uU+V,Z=U—-V
W _Owox owdy owor
ou oOx ou oy ou o0z ou
=2x.2v+4y.1+(-22)1
=4xv+4y -2z
= 4.2uvV +4(u +V)—2(u —v) =8uv? + 2u + 6V
@:2x.2u+4y.l+(—22)(—1)
ov
=4xu+4y+2z
=4.2uvu+4(u +Vv)+2u—-v)
=8U°V+4u+4v+2u—2v =8u’v+6U+2v

b) w=xy+xz+yz,x=u?-v?,y=uv,z=(u—-v)
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%:(y+z).2u+(x+z).v+(x+ y)-2(u-v)

= 2UY + 2UZ + XV + ZV + 2UX + 2Uy — 2VX — 2vy
=4uy + 2UZ — XV + ZV + 2uX — 2vy

— =2V +4u° - 4uv?
ou

2[2

=(y+2z).(-2v)+(x+2z)u+(x+y).2(u-v)(-1)

=—-2YyV—22ZV+ XU+ ZU — 2UX — 2Uy + 2VX + 2Vvy
= —UX—22ZV+ zU — 2uy + 2vX

w _ —Av® — 4uv + 6uv?
ov

28.Se z=f(x,y),x=rcosd,y =rsend , onde f ¢ uma fungio diferenciavel,

0z ~

expressar — e — como fungbesdere 6.
ox oy

Temos que:

oz _of ox of oy

or  ox or 8y or
:@ cose+a—sen9
OX oy

oz of 6x+6f a9y

00 ox 00 oy 060

= g.r(— sen9)+g.r cos 6
OX oy

(.

ox cos@lor oy

oz 1 [az oz j
— = — +—rsend
oy rcos@\of ox
Assim temos:
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g_l(@ 1 &

= ne—igsenesenﬁj
OX co0séd

8r_rcose£ cos @ ox

1 @—ltg 0z sen’d oz
cos@\or r 00 cosf ox

@ gl L (2 L @
OX OXx cos@\or r 00
Q:—l 5 (g_ltgggj
OX cos@sec@\or r 00
:coseg—lsenez.
or r o0
@ = ! (ﬂ +rsend coseg — rsen@sen@lg)
oy rcosé\ o6 or r oo
:lcost9z+sen0g
r 00 or

29. Supondo que a fungio diferenciavel y = f(x) é definida implicitamente pela
equacéo dada, determinar sua derivada de % :
X

a) 9x° +4y* =36

oF
dy __ox
dx OF
oy
dy 18x -9x
dc 8y 4y

b) 2x* —3y? =5xy

2x* —3y* —5xy =0
dy —(4x-5y) 4x-5y

dx —6y—5x 6y+5x

30. Supondo que a funcéo diferencidvel z = f(x, y) é definida pela equacao dada,
determinar
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0z 01
— e —:
ox oy

a) X}y*+x*+z°-z=1

oF
o7 o —(3YE+3C) 3¢(yP+1)
ox OF 321 3°-1
0z
_oF

oz oy -2X’y

oy OoF 37°-1
0z

b) x> +y?—z*—xy=0
. _—(2x-y)_2x-y

OX -2z 22
oz _—(2y-x) _2y-x
oy -2z 21

C) XyZ—X—-y+x*=3

0z _—(yz-1+2x) _1-yz-2x

x Xy Xy
a_ -(x-1) 1-x
oy Xy Xy

31. Supondo que as fungdes diferenciaveis y = y(x) e z = z(x), z>0 sejam definidas
implicitamente pelo sistema dado, determinar as derivadas 3—y e j_z
X X

. X>+y*+z2° =4
X+y+2=2
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oF oF
ox oz
o(F.G) |sc oG 2x 2z
day _ 6()(’2) __& F3 _ 11 _—(2X—22)_—x+z
dx o(F.G) |oF oF| Py 27 2y-2z y-z°
a(y.z) oy o 1 1
oG G
oy oz
oF oF
OX

o(F,.G) |0G oG ‘Zy 2x

dz_ o(yx) _ |y ox|_ |1 1] -(2y-2x) _-y+x
dx OdF.G) [oF oF 2y—-2z  2y-2z y—z7
a(y,z) oy oz
G G
oy oz
2 _ 2 _ 2
b) {Zx y =12
X+y=2
4x -2z
—(2
dy_ 1t O] (Z)z—l;z;to
dx |2y -2z 2z
1 0
‘—Zy 4x
%Z 1 1 :—(—Zy—4x):y+2x; 40
dx 227 227 z

32. Determinar as derivadas parciais de 12 ordem das fungées x = x(u,v), y = y(u,v)
definidas implicitamente pelo sistema dado:
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a>{

x> +ul+y?=0

x> +y?+v? =0

Temos que:
oF oF
oF.c) M Y a2y
ouy) o Zy‘:%y
oG 3G
ou oy
oF oF
oFG) | Y e o2y
= = =6X°y—4xy
a(x,y) oG G 2x 2y
ox oy
oF o
oF.G)_| ™ M _|x* 2,
oxu) |5 gl 12
X ou
oF oF
oF.c) |V Y o Zy‘
= = = —4vy
(v, y) G G v 2y
EN oy
oF oF
o(F.G) | M Jae o|
= = =6X°Vv
a(x,v) G ool 12X
X ov
Assim, temos:
o(F,G)
ox _ oluy) -4uy  —2uy
ou  O(F.G) 6x’y—dxy 3x°y-2xy
a(x,y)
o(F,G)
oy olxu)  Aux  2ux
ou O(F,G) 6x’y—4xy 3x2y—2xy
o(x,y)
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_o(F,G)
ox_ alvy) -4y 2wy
ov  O(F,.G) 6xly—4xy 3x2y-—2xy
o(x, y)
_o(F,G)
oy _ o) _ —6xv 3%
ov  O(F,.G) ~ex’y—4xy 3x’y-—2xy
a(x,y)
X+u-v=3
y—3uv+v> =0
Temos que:
oF oF
8(F,G):au % :‘1 o‘zl
a(u,y) G G ~3v 1
ou oy
oF oF
oX au
o(F,G) _ :‘é 22_3\/
a(x,u) G G ~3v
oX ou
oF oF
a(F,G):aV 2 :‘—1 o‘:_
(v, y) G G -3u 1
ov oy
oF oF
OX oV 1 _
a(F'G): :‘0 3042 =2v-3u
a(x,v) G G ~3u+2v
OX oV
oF oF
oF.G) | _‘1 0‘_1
a(x,y) G G 0 1
ox oy
Assim,
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ox_-1_4

ou 1
g:3_v:3v

ou 1

x_1_4

ov 1
@_—2v+3u:3u_2\/
ov 1

33. Pode-se garantir que a equagdo x* +2xy + y* =8 define implicitamente alguma
dy

funcéo diferencial y = y(x)? Em caso positivo, determinar v
X

VVamos analisar as hipdteses do teorema da fungdo implicita.
F(x,y)=x>+2xy +y® -8

ﬁ:3x2+2y
OX
%:2x+3y2
oy

As derivadas sdo continuas em $R?, portanto podemos garantir que x* +2xy +y> =8
define implicitamente uma funcéo diferencial. Temos:
dy —3x*+2y

ara 2x+3y? =0
dx  2x+3y? P Y

34. Verificar que a equacao dada define implicitamente pelo menos uma funcao

diferenciavel y = y(x). Determinar j_y
X

a) e¥ =4
F(x,y)=e" -4
%—yexy

OX

oF Xy
—=Xe

oy

dy -ye¥ -y

., X=0.
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b) x> +y®+y+1=0
dy —3x?

dx  3y?+1

35. Escrever a regra da cadeia para

a) h(xy)=f(xu(xy))
Temos,
f(v,u),v=x,u=u(xy)

5h afav of du oh of 8v+8f8
— .= —=——t—.—
X v ox  ou ox oy ovoy ou oy
of of ou of of ou
=1+ =—0+—.—
ov ou ox ov ou oy
_of ot au of ou
X AU oOx ou’ oy

x,u(x),v(x))= f(w,u,v),w=x,u=u(x),v=v(x)
o ow ot A

oW OX QU OX oV OX

o, ot du of oo

¢) h(u,v,w)= f(x(u,v,w), y(u,v), z(w))

oh_of ox of oy of o

W X ou oyou ezou
_of x| @Q
“xou oy o

oh of ox afay

N X oy ov

oh of ox of dz

oW ox ow oz dw
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. - . u=2x>+y?
36. Dadas as fungBes x = x(u,v) e y = y(u,v), definidas pelo sistema ,
V=x-2y

determinar as derivadas parciais de 12 ordem de x ey emrelagdoau e v.

oF OF

ou oy

oG G ‘—1 Zy‘
ox _ |eu o2 2 1
u |oF oF| |ax 2y| —8x-2y 4x+y

x oy |1 —2‘

oG oG

ox oy

oF OF

LAY

oG 0G _‘0 Zy‘
ox  lov oyl |1 -2l -2y y
o —8x -2y - —8x -2y _—8x—2y_4x+y

oF OF

X ou

oG aG| _|4x —]1
ﬂ:_&a: 1 of -1 1
ou —-8x-2y -8x-2y -8x-2y 8x+2y

oF oOF

X v

% % _4X O‘
oy  lex ov|l_ |1 -1 4x 2
N —8x -2y - —8x -2y _—8x—2y__4x+y
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37. As equacoes
2u+v—-x—-y=0

Xy +uv=1
determinam u e v como funcgdes de x e y. Determinar a_ua_u@@
OX 0y Ox oy
oF ok
OX
_AFG) e e 1L
ou_ olxv) _ fox avl_ |y U _ -u-y u+y
ox  o(F,G) oF oF 2 1 2u-v  2u—-v
au,v) u v Vou
G 6
ou ov
oF oF
oy ov
_aFG) |6 6| |11
au oly,v) oy ov X U u+x

5_ oF,G) = 2u-v  2u-v 2u-v
a(u,v)
oF oOF
U ox
_AF.G) |eac oG] |2 —11
o oux)  lou  ax Voyl —(2y+v)
ox OoF,G) 2u-v  2u-v  2u-v
a(u,v)
oF oF
oy
o(F,G) |aG G| |2 —11
v oluy)  lau oyl x| —(2x+v)
5_ o(F, )__ 2U-v  2u-v  2u-v
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o(x,y)
a(u,v)

38. Calcular o jacobiano

a) X=UcosV, Yy = usenv

o &
a(xy) [ | lcosv —usenv
5‘(u,v)_6y ay_senv ucosv

u v
b) x=u+v,y=—

a0l g
alxy) [N M _ 1w
au,v) vl u u?
09 oy o | 2

ou ov

2u 2v
vV u

=2u® - 2v*

39. Supondo que as fungdes diferenciaveis y = y(x) e z = z(x) sejam definidas

o . X
implicitamente pelo sistema {

a)d_y e%
dx  dx

para:

2 2

+y° =
X+y=4

=Uucos?V+usenv=u

Z .
, determinar:
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oF ok
ox 01
666621‘
dy _ lox ez _ |1 Of_-1_ ,
i |oF oF| Py -1 1
oy oz 1 0
G oG
oy oz
oF oF
oy oX

(F,G) |G oG

dz 2y 2X
dx afé),/’ex)) N ayl & :_‘ 1y |7 ey rex=axzy.
aly. z)

b) um par de fungdes y = y(x) e z = z(x) definidas implicitamente pelo sistema dado.
y?=z-x°
y=4-X
(4-x) =z-x°
7=2x"-8x+16

40. Achar as derivadas de 22 ordem das seguintes funcdes:

a) z=x" -3y’ +4x%y?

oz 2 oz 2 2
“=2x+8 —, =9y +8X7y
X i oy

2 2
9Z_5 48y 9Z_ _18y+8x
oX oy

2 2

0’z =16xy. 0’z =16xy.
0yOX OXoy
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b) z=x*y* —xy
oz ) 0°1 ) 0°1
x Y ox® y OXoy
2 2
2—2x2y—x E:2x2 az:4 -1
oy oy? dyox
c) z=Inxy
oz 'y 1 o _x 1
X Xy X o Xy
0’z -1 o’z -1
5X2 - NG ayz yz
2 2
02 0 0z 0
0yOX OXoy
d) z=e"
@:yeXy @:xexy
OX oy
2 2
T2 _yeev 02 _ yegm
OX oy
o’z 0’z

Xy oyox =xye” +e¥ =e¥(xy +1)

41. Encontrar as derivadas de 32 ordem da funcéo z = x+y+x* —x* —y>.

0z

O _143x% —2x —=1-2y
X oy

2 2
a—§=6x—2 a_fz_z
OX oy
0’z 0’z
a0 0

o’z
OXOYOX

Obs.: As demais derivadas de 32. ordem séo nulas.
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Nos exercicios de 42 a 47, determinar as derivadas parciais indicadas.

1 o f o f
X2 +4y? ox* oxoy

42. f(x,y)=
e iay i 2X
a_ 2( y) - X :—x(x2+4y2)_23
X X? +4y? (x2+4y2)«/x2+4y2

o’ f -3 g -3 s -3
W:—x.?(x2 +4y2)2 .2x+(x2 +4y2)2 (—1):3x2(x2 +4y2) 2 —(x2 +4y2)2

2 _ -5
aaf Z—X;(X2+4y2)2 _8y:12—Xy5
OyX (x2+4y2)5
0’z 0%z 0%z
43. 7 =Xxcosxy, > ,
OX“ OXoy 0Oyox

z_ —X.Senxy.y + COS Xy
OX

= —XYSenXxy + COS Xy
0%z

PV —Xy.COS Xy.y + senxy(— y)+ (~ senxy ).y

= —xy’ COS Xy — YSenxy — ysenxy
= —xy? cOs Xy — 2ysenxy
0’z 0%z
OXoy  OyoX

= —Xy.COS Xy.X + senxy.(— x)+ (— senxy ).x

= —X*y COS Xy — XSenxy — Xsenxy
= —X2y COS Xy — 2XSenxy

0%z

44. 7 = In(x2 + yz), PV
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a_ 2
oy X +y’
0’z 2x*-2y°

ayz (X2 n y2)2

8%z (x2 + y2)2 (4x)—(2x2 —2y2)(x2 + y2)2x

axdy*? (x2 + y2)4
_—4x*+12xy°

(¢ +y?f

45. w=1-x? - y? - 7° ,Z‘f’,s:;"y
;—a\:’:%(l—xz—yz—zz);(—Zz)
(?;T\;v=—z._?1(l—x2—yz—zz)_;(—22)+(1—x2—y2—22)_21.(—1)

“ iy )y )
%W=—y(1—x2 -y —zz)_21
s _3

oy —xy(1-x*—y?=2%)2

*w  O*w
OXOyoz ' O1OXOy

46. W= x> +y® +47° +1,

ow

—=2X
OX
2
oW 0
oxoy
0w 0w

oXoyor  o1oxey
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e P O
47. 7=4/2Xy +Y ’8x6y’8x3
-1
%z%(ny+ y?)? 2y
2 2 _ =3 -1
;@Zy = ;/azx = y.?l(ny+ y2)2 .(2x+2y)+(2xy+ y2)2
=—y(x+ y)(2xy+ yz)_23+(2xy+ yz)_21
Oy oy yt)e 2y =yl )
x> T2 '
3 - 5 5
%=—y2-73(2xy+y2)2 2y =3y*(2y+y?)?

48. Verificar o teorema de Schwartz para as fungoes:

y
a) z=
) X2+y2
oz —Yy.2X

(k)

oz (X yz)z.(—Zx)+2xy.2(x2 +Y7)2y  2(X*+y7)x+8xy"  _2x® - 2xy? +8xy?

oyox (x2+y2)2 (x2+y"‘)3 B (x"‘+y2)3
—2x° +6xy?
:W v(x,y)=(0,0)
oz _ (x2+y2).1— y.2y _ X2 +y%—2y? _ x> —y?
oy (x2+y2)2 (x2+y2)2 (x2+y2)2
o’z (x2 + yz)2 .2x—(x2 - yz).Z(x2 + yz).2x - (x2 + y2)2x—(x2 - yz).4x %%+ 2xy7 —4X° + Axy?
e N N )
—2x% +6xy°
:W,v(x, y)#(0,0)
b) z=xe*"’
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49. Se = f(x, y) tem derivadas parciais de 2% ordem continuas e satisfaz a equacao

a _ xe*V eV =g (x+1)
OX
o'z = (x+1)ex+y2 2y =gV (2xy +2y)
0yoxX
a _ X 2y
o'z = 2xy. eV e 2y =Y’ (2xy +2y)
oxoy
o't o°f
+
aXZ ayZ
séo harménicas.
a) z=e"seny
0z «
Q:exseny — =e€e Cosy
OX
j—exseny a—22——exseny
aXZ ayZ

e*seny —e*seny =0 . E harménica.

b) z=e*cosy

o))

z

Q:excosy =—e’seny

OX
2

oz _ e’ cosy
Ox?

Q|

z
> =

e*cosy—e*cosy=0. E harmdnica.

c) z=y%-3x%y
0z oz 2 2
-5 — =3y° -3X
X & oy

2 2
OX oy

=0 ela é dita uma funcdo harmonica. Verificar se as fungdes dadas
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-6y+6y=0 E harménica

d) z=x>+2xy

oz oz
— =2X+2 — = 2X
X y oy

2 2
oz, o1
OX oy

2 %0 . N&o é harmonica.

50. Calcular as derivadas parciais de 12 ordem das seguintes fungdes:

a) f(xy,2)=\yi+xy*2?j+e"*k

=2xy’z% ]+ yze? k.
1 *%? 2,527 Xyz |,
:Ey I +2X°yz° j+xze* k.

=2x%y2z j+xye? k.

Q)|931\3)|9'219<)|931

b) G(x,y,z)= [u 2x,3j

X+Yy
ao_((cey)-0-y) [ 2y
o ( (x+y)’ ’Z'OJ ((X+y)2’2’0}
oG _((x+y)=1)-(x-y)1) [ —2x
oy ( (x+yy ’0'0] [(x+y)2’o'oj'
%:(o,o,o).

c) h(x, y,z):(9—zz,9—y2,9—x2)
oh

&:(0,0,—2X)
oh
~— =(0,-2y,0
Py (0,-2y,0)
oh
5—(—22,0,0)
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d) p(x,y)=(e* xye)

P~ (oo, ye)

ox

%5:(0 3xye¥ +xe¥ )=(0,(3y +1)xe® )

e)qq(x, v) =y (x=y)iny)

S —(Jy.my)

o (1. .y 1 [ x ox-
Eq{ixyy,(X—y)-§+lny(—l)]—(m17y—'”YJ

) d(x,y,z)=e"T +Inxzj +2k

N yeris L
8x_y xzJ
N _yenr i
oy
a_x . 1
o7 xz 1= z :
51. Dada f(x,y,z)=(e" e’ ,e*) encontrar a,r.a
ox oy oz
Temos:
%:(yexy,o,ze“)
of
—=Ixe",ze’*,0
T, 26,0
%:( yer xe* )
%JF%JFE (x+y)e?,(y+2)e*" (x+2)e)
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52. Dada f(x,y,z)= (xzy,x+ y,xz), verificar que %(1,0,1)+%(1,0,1)= a onde,
a= |im f(xv.z2).
(xy,2)>(111)
Temos:

=(2xy,1,2)

2

(1,01)=(012)
= (x2 1, 0)

(1,01)=(110)

IR RN

(x2y, x+y,xz)=(12])

shl}
I
=

—(@L01)+ % (1,01)=(1221).

Q|2

53. Seja f a fungdo vetorial definida por f(x,y,z)=xzi +y(1+x)" j+zk.
a) Descrever a curva obtida fazendo y=2e z=1

f(x20)=xT +20+x*)] +K

X = X
y=201+x?)
z=1

E uma parabola no plano z =1.

b) Representar nessa curva a derivada parcial Z—f no ponto P, (1,4,1)
X

i—z?+2xy]
OX

of I
—(1,4,1)= 8
ax( ) ' el
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Veja grafico que segue:

54. Seja f a funcdo vetorial definida por f(u,v):(ucosv,usenv,3+u2) para

0<u<3,0<v<2r.

a) Determinar as curvas obtidas fazendo u=+3 e v = % , respectivamente.

f(\/§,v)=(\/§cosv,\/§senv,6) ,0<v<2r

f[u,%)=(0,u,3+u2) ,0<u<3

b) Determinar g(\@gj e %(ﬁ%) representando-0s geometricamente.
u

=(cosv,senv,2u)

2|

(ﬁ,%):(m, 243)

=(—usenv,ucosv,0)

2|2 22 2|

(\/ﬁ,%jz(—\@,o,o)
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55. Dada a fungdo f(x,y)= (xyz Xy, VX2 + 22 ) determinar

% :(yz, Y, %(x2 + 22)7% -2xj
o f

ox?

% =(xz,x,0)

o f

ayz = (010'0)

o f

oy (2,1,0)

-
56. Determinar
OXoyoz

oxoz°oy

o*f o f 3 o f
ox* oyt oxoy

:(0,0,(xz +22)_}/2 +x-_?1(x2 +22)_% -ZXJ :(0,0,(x2 + zz)_}/2 —xz(x2 + 22)_%)

ir
of , sendo f(x,y,z)=(xy4,xz3+l,xe”).
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R

f
oyoz
*f
oxoyor
of
oxoz°oy

o))

57. Encontrar

a) f(x,y,z)=(xyz,Iny,Inz)

of
— = ,0,0
> (yz,0,0)

o f
~=(0.0.0)

=(z,0,0
ey~ (200)
-
O -=(00,0)
ox“oy
of 1
—=| X ,0'_
0z [y zj
o’ f -1
=|0,0,—
oz’ ( 22]
o f 2
~—=10,0=
oz’ ( z3j

b) f(x, y,z)=(ey sen x,e* sen y,z)

= (0,3x2%, xye"*)

=(0,0,xyze” +xe**)

~(0,0,yz¢” +¢”*) =(0,0,¢” (yz-+1))
=(00,(yz+2yk”)

0*f o*f o°f
2! 2! ' 2 € 3
ox2 oy? 'oxoy oxioy oz

das seguintes funcdes:
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g - (ey CoS X, e*sen y,O)
-
g = (e’senx,e* cos y,0)
(e ey
g:; = (¢’ cos x,e* cos y,0)
aiszgy - (—eysen X, e cos y,O)
%;l ~(0,0,1)

58275 =(0,0,0)

"i;z: ~(0,0,0)

of -2
5=[ ,—3,XZ]
oo f 6
=10,—,0
oy* y* J
oof
6x5’y:(0’0’z)
o°f
8X28y = (O’O’O)
of
E:(o,o,xy)
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o°f
—=(0,00)
o°f
- =(0.0,0)
2F 27 2F
58. Encontrar 0 f(ZPO) + 0 f(ZPO) -4 0 f(ZPO) dados,
ox oy oz

f(x, y,z):(x+y+z,(x+ y+2)°,(x+ y+z)3) e P,(1,01).

g=(1,2(x+ y+2),3(x+y+2))

O @2sxry+2)

0 2;(2%) ~(0,2,12)

%:(1,2(x+y+ z),3(x+ y+Z)2)

=L@l y+)

0 2;(2P°) -(0,2,12)

0 2;(2P0) ~(0,2,12)

Assim, )

OT(R),OT(R) 4O T(R)_50,2,12)-4(0,2,12) = (0,-4,—24).

ox’ oy? oz’
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CAPI'TULQ 5
5.10 - EXERCICIOS
pag. 190 - 192

1. Encontrar, se existirem, 0s pontos de maximo e de minimo globais das fungdes:
a) z=4-x*—y?

o _
OX
g — _2y

oy

-2x=0

-2y=0

(0,0) é um ponto critico. Este ponto é um ponto de maximo global; néo existe um ponto de
minimo global.

—2X

b) z=x*+y? -5

oz
v
o _
oy
x=0
y=0
(0,0) é um ponto critico. Este ponto é um ponto de minimo global; ndo existe ponto de
méaximo global

2X

2y

C)z=x+y+4

a_,
OX
24
oy

Né&o existem maximos ou minimos globais.

d) z=42x"+y?
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oz 1 1 2X

_ 4+ 2 2 _
&_Z(ZX v 2x% +y?
oz 1. , 2\ o y
“_=( 2oy=— 9
oy 2(x+y) y 2x% +y?

Em (0,0) as derivadas ndo existem e como a fung@o é um cone com concavidade voltada
para cima, (0,0) € minimo global. N&o existe ponto de maximo global.

€) Z=Senx+cosy

f) f(x,y)=x*+y*

a_
X
a_
oy
x=0
y=0
(0,0) é um ponto critico. Este ponto é um ponto de minimo global; ndo existe ponto de
maximo global.

4x3

4y?®

9) z=4-x>+2x—y2+2y-1
Estamos diante do hemisfério superior de uma esfera, centrada em (1,1,0) e raio igual a 1.
Assim,
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(1,1) é ponto de maximo global e os pontos sobre a circunferéncia de centro em (1,1) e raio

1 sdo pontos de minimo global.
2. Verificar se o ponto (0,0) é ponto critico das fungdes:

a) z=2x>+2y?

=4x—>4.0=0

Q
ox € ponto critico
Q p

—4y —>4.0=0

b) z=4-x*—y?

-1
g:1(4_xz _yz)fl_ZX:_—X

5X 2 4_X2 _y2

o___ -y

oy Ja-x?—y?

Temos que para (x,y)=(0,0), % =0e % =0. Portanto (0,0) é um ponto critico.

X
3x°
(x,y)=(0,0)

) f(x,y)=14x2+2y?’

(6y)#(0,0)= f (xy) =~
AX* +2y?
% (0.0) fim | ©+80)= 1 (00)
OX AX—0 AX
. F(A0)-1(00)
AX—0 AX
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A funcdo dada néo é diferenciavel em (0,0). Portanto, temos um ponto critico.

Nos exercicios de 3 a 16 determinar os pontos criticos das funcdes dadas.
3. z=x"-2x*+y*-9

0z

— = 4x° — 4x

OX

g — 2y

oy

Resolvendo o sistema temos:
4x* —4x =0

2y=0..y=0

x(4x2 —4):0.'. x=0
4x* -4=0

4x% =4

x? =1

X==1
Portanto, temos 0s seguintes pontos criticos: (1,0), (-1,0) e (0,0).

4, 7= x> +y®

oz 1 = X
R L o

oy
N IxP+y?
Para (x,y)#(0,0) as derivadas parciais ndo sdo ambas nulas. Portanto, esses pontos nao

sd0 pontos criticos.
Esta funcdo ndo é diferenciavel em (0,0), portanto (0,0) € um ponto critico.

5. z=2x"-2y* —x*+y*+1

01

— =8x>-2x
OX
@=—8y3+2y
oy
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Resolvendo o sistema temos:

8x®-2x=0
-8y +2y=0
x(@8x? =2)=0
y(—8y2+2):0:>y:0 Xx=0
—8y*+2=0 8x* —2=0
8y* =2 e 8x% =2
1 1
y2=— X2=_
4 4
1 1 1 1
y=iJ:=i— X=#|> =+
4 2 4 2

Portanto, temos os seguintes pontos criticos:
(Oa0)1 (Oa l}a (01_1ja (1 1Oj1 (1 ’ 1)1 (1 1_1j1 [_ 1 ,O], (_ E ’ ljv (_ 1 1_1J .
2 2)\2 2 2)\2 2 2 2 2 2 2
6. f(x,y)=cos®x+y’

= 2¢0s x.(—senx)

SRR

esolvendo o sistema temos:
2cos x.senx =0

2y =0
emos que 0s pontos criticos sdo:
ﬂfp), nez

2

A~~~ —— 30

7. f(x,y)=cosx

of
— = —Senx
OX

a_
oy

Resolvendo a equacao temos:

0
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senx =0
x=kr,keZ
Pontos criticos (kz,b)k € Z;b e R.

8. z=2y®-3x"-6x’y+5

0z

— =-12x*-12
OX Y
o _ 6y> —6x°

oy

Resolvendo o sistema temos
{—12x3 —12xy =0

6y’ —6x* =0
ou
-x*=—xy=0
y?-x*>=0
-x*-xy=0 —xz)z—xzzo
_ _y3
Xy =-x x*—x*=0
_y3
y = ;( X*(x*-1)=0
y = —x2 x=0
X==11
e y=-1.

Pontos criticos: (1,-1), (-1,-1) e (0,0)

9. z=(x-2) +y?

01
—=2(x-2
OX (X )
0z
_=2y
oy

Resolvendo o sistema temos:
2(x-2)=0=>x-2=0..x=2

{Zy =0=y=0

Ponto critico: (2,0)

10. z= ex‘y(y2 —2x2)
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% =& (—4x)+(y? -2¢%) e
=—4xe™ +(y? —2x%)e*”
%: & (2y)+(y? - 2¢° ) (1)

Resolvendo o sistema temos:

e (—4x+y* -2x*)=0

e (2y—y*+2x*)=0
ou

—4xX+y? —2x* =0= y* = 2% +4x
{2y—y2+2x2 =0=>y*=2x*+2y

Assim,

2y +2x* —4x—2x*=0 ~4x+(2x)° —2x* =0
2y—-4x=0 2x* —4x=0
y—2x=0 X=0=y=0
y=2X x=2=vy=4

Assim, os pontos criticos sdo: (0,0) e (2,4).

2 2
11. z=xe 7Y

—Z)Z( =xe ™Y (- 2x)+e Y
0z 2_\2

—=xe" 7 (-2y

= (2y)

Resolvendo o sistema temos:
(— 2x? +1)e‘x2‘yz =0

- 2xye’x2’yz =0
-2x*+1=0

2x* =1

N
=
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-2xy =0
y=0

. e « 1 1
Assim, os pontos criticos sdo: | —,0 |e| ——,0|.
(ﬁ M V2 j

12. z=y® —3x’y+3y

0z

~Z__6

OX X

a_ 3y?-3x°+3

oy

Resolvendo o sistema temos:
—6xy=0
3y? -3x*+3=0

Da primeira equacao temos que x=0 ou y=0.
Para y=0 temos
-3x*+3=0
3x* =3
x> =1
X==1
Para x=0, temos:
3y*+3=0
3y’ =-3
Assim, os pontos criticos sdo: (1,0) e (-1,0).

Impossivel.

13. z =cos(2x +y)

o _ —sen(2x +y).2
OX

o _ —sen(2x +y)

Resolvendo o sistema temos:
sen(2x+y)=0
2x+y=kr,keZ

Xx=a ; y=kr—-2a ;ae®i
Assim, 0s pontos criticos sdo:
(a, k7z—2a), aeR, keZ.

217



Resolugdo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: FungGes de varias variaveis, integrais
multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 190 - 192.

1 1
14, z=y* +=x* —=y? —x
y 5 2y

a = l.Zx -1

oxX 2

a_ 4y° —l.2y

oy 2

Resolvendo o sistema temos:
Xx-=1=0
4y° —y=0

Da primeira equacao temos que x =1 e da segunda equagao temos:
4y° -y =0
y(4y2 —1): 0

1

y=0 ou 4y°=1 y:J_rE.

Portanto, 0s pontos criticos sao: (1, %} (1,—%) e (1L,0).

15. z=x*+y® +8x—6y+12

Q:2x+8
OX
@:Zy—G
oy

Resolvendo o sistema temos:
2Xx+8=0=>2x=-8..x=-4

{2y—6:0:>2y:6.'. y=3

Portanto temos o ponto critico (-4,3).

16. f(x,y):——%+xy
X
a_ e
OX x?
of -1
—:—2+X
o y

Resolvendo o sistema vem:
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64 -0 M:o
XZ ou X2

_ _ 2
—y2+x—0 1;;@/ =0

Da segunda equagdo temos:

~1+xy*=0..xy*=1 e x=—t

2

y

Aplicando este resultado na primeira equagao temos:
64 + i‘l.y =0

y
64 + is =0

y
ig =64,y = L
y 64

1
Dessa forma x = — =

=16. Temos, entdo o ponto critico (16,—%).
y

S‘I—‘|I—‘

Nos exercicios de 17 a 34 determinar os pontos criticos das fun¢Ges dadas, classificando-0s
quando possivel.

17. 2=10—x* —y?

a =—2X
OX
g — _2y
oy
Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto critico (0,0).
Temos que:
- 0

H(x,y)= =4>0

oy)=|, _ 2‘
o f

a—z(o,o) =-2<0
X

Dessa forma usando a Proposicao 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de mé&ximo.

18. z=2x*+y* -5
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@ =4x

OX

g = 2y

oy

Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto critico (0,0).
Temos que:

H(0,0):‘g g‘=8>0

0% f

aXZ

Dessa forma usando a Proposicao 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de minimo.

(0,0)=4>0

19. z=4-2x* -3y?
o7
o
o _
oy

Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto critico (0,0).
Temos que:

—-4

H y =
y)=|
H(0,0)>0
o f
aX—Z(O,O): -4 <0

Dessa forma usando a Proposicao 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de maximo.

—4X

_6y

0
‘:24>O
-6

20. z=X>+y* —6Xx—2y+7
oz

— =2X-6
OX
Q=2y—2
oy

2X-6=0=>2Xx=6=>x=3

2y-2=0=2y=2=y=1
Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto critico (3,1).
Temos que:
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2 0
*ﬂxﬂ=0 ) =4>0
o° f

ox?

(31)=2>0

Dessa forma usando a Proposicdo 5.6.1 temos que (3,1) € um ponto de minimo.

21. z=y+Xxseny

a _ seny
OX

oz
— =1+Xx.coSYy
oy

seny =0
{l+ XCOS 'y
Da primeira equacdo temos que y =k, k € Z. Substituindo esse valor na segunda equagéo
vamos obter:
1+ xcos(kz)=0
1+x(x1)=0
1-x=0..x=1
1+x=0..x=-1
Assim temos:
(Lkz),k éimpar € Z ou zero
(-Lkz)képarez
ou
(—1,2k7z) : (1, (2k —1)7[) comk eZ.
Assim, igualando as derivadas a zero encontramos 0s pontos criticos
(-12k7) ; (L (2k-1)7)comkeZ.
Temos que:

0 cosy

H(x,y)=
cosy —X.seny
Dessa forma usando a Proposi¢do 5.6.1 temos que todos 0s pontos sdo pontos de sela.

=—cos’y<0

22. 7 = xsen2y

0z
— =35en2
OX y

a = X.C0S2Y.2
oy
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sen2y =0

2xcos2y =0
Da primeira equacdo temos
sen2y=0=2y=kx,keZou y:%
Aplicando na segunda equacédo vem:
2X.CO0S 2.%[ =0
2x.cos(kz)=0
2x(+1)=0
2x=0
x=0
Temos que (0%{) k e Z séo pontos criticos. Temos:

0 2c0s2y

H ’ =
(X y) 2Cc0s2y —2xsen2y.2

‘ =—4c0s”2y <0

Dessa forma usando a Proposi¢éo 5.6.1 temos que (0%} séo pontos de sela.

23. 7 =X
a_ e¥ Y 2x
OX
oz
oy

2xeX ™ =0

2y =0
Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto critico (0,0).
Temos que:

=X 2y

=Xx=0ey=0

2xeX Y 2x+eX Y 2 4xyeX2+y2
2xe* Y 2y 2y 2y +eX Y 2
=" e (16X°y +8X° +8y” +4-16X"y’)

H(xy)=

= (&) (8x¢ +8y> +4) >0
o f

W(O’O):2>O

Dessa forma usando a Proposi¢édo 5.6.1 temos que (0,0) € um ponto de minimo.
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24. z =4xy
o _
%)
g:4x
oy

Temos o ponto critico (0,0), que é um ponto de sela pois H (0,0) = ‘4 0‘ =16<0.

25. z=8x3+2xy—3x° +y*+1

PN +2y—6X
OX

@:2x+2y

oy

{24x2 +2y—6x=0

2X+2y=0

Da segunda equag&o temos:
X+y=0

y=-X

Aplicando o resultado obtido na primeira equagédo vem:

24x* +2(—x)-6x=0

24x* -8x =0
8x(3x-1)=0
x=0
3x=1

1
X==

3

Temos que(0,0)e@,— %) sd0 pontos criticos
Temos que:

48x—6 2
H(x,y)= =96x-12-4 =96x-16
2 2

H(0,0)=-16<0
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H (E,—£]:96.£—16>0
3 3 3

2
c f[l _lj:48.%_e>o

x*\3" 3
Dessa forma usando a Proposi¢édo 5.6.1 temos que (0,0) € um ponto de sela e (%— %J é

um ponto de minimo.

26. f(x,y)=x>+3xy? —15x 12y

ﬂ =3x*+3y*-15
OX

q:6xy—12

oy

3x* +3y? -15=0
{6xy—12:0

ou

x> +y?-5=0
{xy—Z:O

Da segunda equagéo temos que xy =2 ou Yy= E Aplicando o resultado obtido na
primeira equagdo vem: "

x* + % -5=0

x*+4-5x*=0

X' —5x*+4=0

X*=4 e x'=1

X=142 e x=%1
Assim temos os pontos criticos: (1,2); (-1,-2); (2,1) e (-2,-1).

Temos que:
6x 6

Hixy)=| " -7 =36x2 -36y?
6y 6x

H(12)=36-36.4<0
H(-1-2)=36-364<0
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H(2,1)=36.4-36>0

2
%(2,1):12%
H(-2,-1)=36.4-36.1>0
0°f

e (-2, —1) = 6.(—2) <0
Dessa forma usando a Proposicao 5.6.1 temos que (1,2) e (-1,-2) s&o pontos de sela; (2,1) €
um ponto de minimo e (-2,-1 € um ponto de maximo.

27. 2=4x* +3xy +y* +12x+ 2y +1
Q:8x+3y+12
OX

g:3x+2y+2

oy
8x+3y+12=0
3X+2y+2=0

Da segunda equagao temos:
2y =—-2—-3X

y_—2—3x
2

Aplicando este resultado na primeira equacéo vem:

—2=3X 19

8x+3.

16x+3(-2-3x)+24=0
16x-6-9x+24=0

7x+18=0
18
X=——",
7
Assim,
_18
—273 = 40 saY 20
y=——F =24 | =2
2 2 7)) 7

Temos o ponto critico (— ? , ?j :

Temos que:
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H(x,y):8 3 =16-9>0
3 2

2
OX 7 7

Dessa forma usando a Proposicdo 5.6.1 temos que (—%?j € um ponto de minimo.

1 1
28. z=x*+=y* +x+=y*+15
4y 3y

T _axt 11

OX

@=1.5y4 l3y2
oy 4 3
4x% +1=0

5 4 2

-y +y =0
4y y

Da primeira equagdo temos, 4x*=-1 ou X= —i. Da segunda equagao temos:

3/4
yz(g y? +1j =0,y=0.

Assim, temos o ponto critico | ——,0|.
P ( a ]
Temos que:
12x2 0 (s
H(x,y)= 0 %.20y3+2y =12x (5y +2y)
1

H -—,0|=0

5

Dessa forma usando a Proposi¢do 5.6.1 temos que nada se pode afirmar a respeito do ponto
182
7°7)

29. z=x*+y*—2x-8y+7
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Q:ZX—Z
OX
g:2y—8
oy

2x—2=0=2x=2 ou x=1.
2y-8=0=2y=8 ou y=4.
Dessa forma temos o ponto (1,4) para analisar.
Temos que:

H(x, y)=‘2

0
=4>0
0 2

o0 f
ox?

(L4)=2>0

Dessa forma usando a Proposi¢do 5.6.1 temos que (1,4) é um ponto de minimo.

30. z=4xy —x* -2y?

oz 3
— =4y —-4x
OX y

0z
— =4x-4y
oy

4y —4x% =0
{4x -4y =0
Da segunda equagao temos:
X-y=0
X=Yy
Usando o resultado obtido na primeira equagdo vem:
4x —4x3 =0
453 —4x =0
x> —x=0
x(x2 —1): 0
x=0
x> =1
X==1

Temos assim os pontos: (0,0), (1,1), (-1,-1).
Temos que:
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2
H(x,y)= ‘_12)( 4 ‘ = 48x* —16
H(0,0)=-16<0
H(L1)=48-16>0
o f
= (-1-1)=-12<0
H(-1-1)=48-16>0
2
ZTI(—L ~1)=-12<0

Dessa forma usando a Proposicdo 5.6.1 temos que (0,0) é um ponto de sela; (1,1) € um
ponto de maximo e (-1,-1) é um ponto de maximo.

X

3l.z=———
x> +y*+4

g_(x2+y2+4)1—x(2x)_x2+y2+4—2x2
x (x2+y2+4)2 ) (x2+y2+4)2
Q_(x2+y2+4)0—x.2y_ —2xy

oy (2 +y2+4f _(x2+y2+4)2

x> +y*+4=0
{—2xy =0
Da segunda equacdo obtemos: x=0 ou y=0. Aplicando este resultado na primeira
equacédo vem:
x=0=y’+4=0
y>=—4 ndo 3

y=0=-x*+4=0

x> —4=0

X* =4 X=42.

Temos os pontos (2,0) e (-2,0) para analisar.
Para a analise vamos precisar das derivadas de segunda ordem:
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0z X' +y*+4
OX (x2 +y? +4)2

0?7 _(x2+y2 +4)2.(_2X)—(—X2+y2+4).2(x2+y2+4),2x

S (x2+y2+4)4

o’z (x2 +y° +4)2 .2y—(—x2 +y° +4).2(x2 +y° +4).2y
oyox (x2 +y° +4)4

@: —2Xy

oy (x2 +y? +4)2

0%z (X2 +y? +4f (- 2x)— (- 2xy)2(x? + y* + 4)2y

oy* (x2 +y? +4)4
Assim,
H(x y)=
(x2 +y? +4)2.(—2x)—(— X2 +y? +4)2(x2 +y? +4)2x (x2 +y? +4)2.2y—(— X2 +y? +4)2(x2 +y? +4)2y
(x2 +y? +4)4 (x2 +y? +4)4
(x2 +y? +4)2.2y—(— X2 +y? +4)2(x2 +y? +4)2y (x2 +y? +4)2.(—2x)—(—2xy).2(x2 +y? +4)2y
(x2 +y? +4)4 (x2 +y? +4)4
Temos que:
L
H(20)=[ |50
g 1L
16

Lo
H(-20)=%  |>0
16
0%z
H(-20) e 57(_2’0)>0

Dessa forma usando a Proposicdo 5.6.1 temos que (2,0) é ponto de méximo e (-2,0) é ponto
de minimo.
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32. Z=yCos X
a = —ysenx
OX
oz
— = C0S X

—ysenx=0=y=00u senx=0

cosx=0= x=(2n+1)%;nez
Assim, temos os pontos: ((Zn +1)% , OJ comneZ.
Temos que:

—yCOSX —Senx
— Senx 0

H(x, y)=‘ = —sen’x

H((Zn +1)%,0J =-1<0

Dessa forma usando a Proposicao 5.6.1 temos que 0s pontos ((Zn +l)% : OJ comneZ,

séo pontos de sela

33. z=%y3+4xy—9y—x2

a
OX
Q:EByZ +4x-9
oy 3

=4y —2X

4y -2x=0
y?+4x-9=0
Da primeira equagao temos que
4y =2x
_2x_x
4 2
Substituindo este valor encontrado na segunda equagéo temos:
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2
X y4x-9=0
4
x? +16x—-36=0
x=2 x=-18
Dessa forma temos os pontos criticos: (2,1) (-18,-9)
Temos que:

H(x,y)=| 4=—4y—16
4 2y

H(21)=-4-16=-20<0
H(-18,-9)=-4.(-9)-16=36-16=20>0

2
£ (-18.-9)=-2<0

Dessa forma usando a Proposi¢do 5.6.1 temos que (2,1) é ponto de selae (-18,-9) é um
ponto de maximo.

34, 7=
X+y

oz (x+y)o-yl -y

x  (x+y) (xry)
o2 _(x+y)l-yl x+y-y _ x

o  (x+yf  (x+y)  (x+y)

Né&o existem pontos criticos no dominio da funcao.

Nos exercicios de 35 a 43 determinar os valores méaximo e minimo da funcdo dada, na
regido indicada.

Vamos aplicar o Teorema de Weierstrass (secdo 5.7) nos exercicios de 35 a 43.

35. f(x,y)=x+2y no retangulo de vértice (1,-2), (1,2), (-1,2), (-1,-2).

Neste caso ndo temos pontos criticos no interior do retangulo dado (ver Figura que segue),

pois,
a_y
OX
a_,
oy
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Ty

Dessa forma vamos analisar a fronteira.
AB > x=1

f(lLy)=1+2y , -2<y<2

Né&o tem pontos criticos.
f(1,-2)=1+2(-2)=1-4=-3(min)
f(12)=1+2.2=5(méax)

BC—o>y=2,; -1<x<1
f(x,2)=x+4

Né&o tem pontos criticos.
f(-1,2)=-1+4=3(min)
f(1,2)=1+4=>5(max)

CD—o>x=-1

f(-Ly)=-1+2y ; —2<y<2
Né&o tem pontos criticos.
f(-1,-2)=-1+2(-2)=-5(min)
f(-1,2)=-1+2.2=3(max)

DA—>y=-2
f(x,—2)=x+2(-2)=x-4
N&o tem pontos criticos.

f (1,-2)=1-4 = -3(méx)
f(1,2)=-1-4=-5

Dessa forma temos que:
e (-1,-2) e ponto de minimo e o valor minimo é -5;
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e (1,2)é ponto de méximo e o valor méximo é igual a 5.

36. f(x,y)=+/x>+y?+1 nocirculo x* +y* <1

A figura que segue mostra o dominio em analise.
Ty

8f_1 2 2 -
E_Z(X +y +1)2.2x
-1
%z%( 2+y2+1)7.2y
X 0
JXZ+yi+1
y
-0

X2 +yi+1
Resolvendo o sistema obtemos o ponto (0,0) no interior do dominio.
(0,0)=1.
Para a fronteira temos todos os pontos tais que x> +y* =1. Para esses pontos vamos
sempre obter a imagem da funcdo igual a f (x, y): VX +y?+1= V1+1=4/2.

Dessa forma:
e (0,0) é ponto de minimo da funcéo e o valor minimo é igual 1;
e Todos os pontos da fronteira, pares (x,y) tais x* + y* =1 sdo pontos de maximo e o

valor maximo € igual a V2.

37. z=x"+y* —2x—2y no tridngulo de vértices (0,0), (3,0), (0,3).
A Figura que segue mostra o dominio em analise.
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Ty

B

o _

2X—2
OX
g:2y—2
oy
2x-2=0..x=1
{2y—2:0.'.y:1
No interior temos o ponto (1,1)
H(x,y):2 O—as0

0 2

62f(11)=2>o
ox?

Pela proposicdo 5.6.1 temos que (1,1) € um ponto de minimo.
Vamos agora analisar a fronteira do dominio.
AB > x+y=3..y=3-X0<x<3

7= x2+(3—x)2—2x—2(3—x)

=X>+9—6X+Xx*—2X—6+2X

=2x? —6X+3
2'=4X-6..4x-6=0
4x =6
3
X=—.
2

Temos assim o ponto (3/2,3/2) para ser analisado, sendo que em x=3/2 vamos ter um ponto
de minimo.

BC »>x=0;0<y<3

1=y* -2y

7'=2y-2.y=1
Temos assim, o ponto (0,1) para ser analisado, sendo que vamos ter um ponto de minimo.
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CA->y=0,0<x<3
Z=x>-2x
2'=2x-2:x=1

Temos o ponto (1,0) para ser analisado sendo que em x=1 temos um ponto de minimo.

O quadro que segue ajudara na definicdo dos valores maximo e minimo.

PONTOS LOCALIZACAO IMAGEM DO PONTO
1,1) Interior do tridngulo -2 (minimo)
(0,3 Fronteira 3 (maximo)
(3,0) Fronteira 3 (méximo)

(3/2,3/2) |Fronteira -3/2 (minimo)
0,1) Fronteira -1 (minimo)
(0,0) Fronteira 0 (minimo)

(3,0) Fronteira 3 (méaximo)

Portanto o valor minimo da funcéo do dominio dado é igual a -2 e o valor maximo € igual a

3.

38. z=senx+seny+sen(x+y) 0<x<zeO<y<r.
A Figura que segue mostra o dominio a ser considerado.
ALy

nl24

2

% _cosx+ cos(x +y)
OX

2 _ cos y +cos(x+y)
oy

cos X +cos(x +y)=0
cosy+cos(x+y)=0

Subtraindo as equacfes termo a termo temos
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cosx—cosy =0
cosX=cosy..X=Y, jaque 0<x<z,0<y<r
Substituindo este valor na primeira equagéo vamos ter:

cosx+cos2x=0
(2cos2 x—1)+ cosx =0
2c0s? X+cosx—1=0

-1+4/1+8 —-1+3

COSX = =
4 4

2 1
COSX=—==

4 2
e
cosx =-1.

Considerando-se que sen®x+cos®x =1, e aplicando os valores encontrados, podemos
escrever que:

sen’x=1-1=0

3

sen’x=1-L=3
4

&

senx=0e senx =

< N

sen2x = 2senxcos
sen2x=2.0=0

Sen2x = ZﬁE =
2 2

V3
2
Assim, temos:
z=0
V3 3 B

—+
2 2

33
2
33

O valor minimo é zero e o valor maximo é —

Observacdo. Para a fronteira deve-se proceder como no exercicio anterior.

39. z=xy;nocirculo x*+y*<1.
A figura que segue mostra o dominio em analise.
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7S

y

VVX

o _
OX
o _
oy

0

y

x=0

Temos assim o ponto (0,0) para analisar.

ox®
2
0°z 1
oxoy
0%z
B
01
Hix,y)= =-1<0
(x,y) ‘1 0‘
Assim, o ponto (0,0) é um ponto de sela.
Para x* +y? =1 temos:

X=41-y?

z=1-y%y

0
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iy +y - )7 (-2y)

1-y? - Y __o
1-vy?
1=y -y'=
1-2y*=0
2y° =
, 1 1
=Zoy=1%|=
y 2 y 2
X=y1-y?
X= 1—1:i 1
2 2
Resumindo temos:
f =0 - ponto de sela

e

valores maximo.

—

—

valores minimo.

—

oo 1 o1
Portanto, o valor maximo é = e o valor minimo é — E .

40. z=xy —-2<x<2e-2<y<2
A figura que segue mostra o dominio em analise.
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-~

y

D

A

No interior j& foi analisado no exercicio anterior.

AB -5 x=2
z2=2y
7'=2

f (2,—2) = -4 — valor minimo
f(2,2)=4 — valor maximo
Similarmente:

f (-2,2) =—4 — valor minimo
f (—2,-2) =4 — valor méximo
Portanto, o valor maximo é 4 e o valor minimo é -4.

41. f(x,y)=2+x+3y x>0 y>0 x+y<l1
A figura a seguir mostra o dominio em analise.
Ty
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A fungdo ndo tem pontos criticos no interior do dominio. Na fronteira, também néo ha
pontos criticos. Por exemplo, no segmento que une os pontos (1,0) e (0,1), temos:
X+y=1

X=1-y
z2=2+1-y+3y
z2=3+2y
7'=2

Basta, entéo, verificar o valor de f nos pontos (0,0), (1,0) e (0,1). Temos:
f(0,0) = 2 — minimo

f(1L0)=2+1

f(0,1)=2+3=5— maximo

Portanto, o valor minimo é 2 e o valor maximo é 5.

42. z=x>+y>-3xy 0<x<3 -1<y<3
A figura que segue mostra o dominio em analise.
ALy

C

w

0z
—=3x>-3y=0
OX y

@:3y2—3x=0

x*—y=0
y?—-x=0..x=Yy°
y'-y=0
y(y'-1)=0
y=0=x=0
y’=1
y=1l=x=1
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Pontos para analise (1,1) e (0,0).
Analisando a fronteira temos:
x=3,-1<y<3

2=27+y*-9y
7'=3y* -9
3y?-9=0
3y*=9
y=%V3

Pontos para analise: (3\/5) .

y=30<x<3
z=x>+27-9x
X = /3

Pontos para analise: (\/53)

x=0,-1<y<3

7=y’

2'=3y’ =>y=0

Pontos para anélise: (0,0)
y=-10<x<3
z=x"—1+(3x)
7'=3x"+3

3x* =-3

x* =—1 n&o Jvalores
Vamos fazer o quadro resumo:

PONTOS LOCALIZACAO

IMAGEM DO PONTO

(0,0) Fronteira 0
(1,1) Interior -1
(3, \/§) Fronteira 27643
(\/5,3) Fronteira 27643
(0,-1) Fronteira -1
(0,3) Fronteira 27
(3,-1) Fronteira 35
(3,3) Fronteira 27

Portanto o valor minimo da fungdo do dominio dado é igual a -1 e o valor mé&ximo é igual a

27.
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43. z=y>—x*-3xy -1<x<1 -2<y<?2
A figura que segue mostra 0 dominio em analise:
Ahy

v

01

—=-3x*-3y=0

OX y

a_ 3y -3x=0

oy

Resolvendo o sistema temos
-x?-y=0
y?—x=0

Da primeira equagdo temos y = —x*. Substituindo este resultado na segunda equacéo
obtemos:

x'—x=0
x(x3—1):0
x=0
x*=1.x=1

Temos assim os pontos (0,0) e (1—1) para analisar.
Analisando a fronteira vem:

x=1-2<y<2
z=y*-1-3y
7'=3y*-3
3y?=3

y==+1

Assim, temos os pontos (1,1) e (1,-1).
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y=2,-1<x<1
7=8-x>—-6X
7'=-3x*-6
3x°+6=0

3x* =-6
Neste caso ndo temos pontos para analisar.

X=-1-2<y<2
2=y +1+3y
7'=3y°+3
3y*=-3
Né&o existem pontos para analisar.
y=-2,-1<x<1
7=-8-x%+6x
—3x*+6=0
3x* =6
xP=2
x=+2

Os pontos (\/5 ,—2) (— J2 ,—2) ndo pertencem a regido analisada.
Estabelecendo o quadro resumo vem:

PONTOS LOCALIZACAO IMAGEM DO PONTO

(0,0) Interior 0

(1,-1) Fronteira 1

(1,1) Fronteira -3

(1,2) Fronteira 1

(-1,2) Fronteira 15

(-1,-2) Fronteira -13

(1,-2) Fronteira -3

Dessa forma temos que o valor maximo é 15 e o valor minimo é -13.

44. Dada a funcdo z = ax? +by? +c, analisar os pontos criticos, considerando que:

a) a>0eb>0
b) a<0eb<0
c) ae b tém sinais diferentes.
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a) Temos um paraboldide virado para cima, com vértice em (0,0,c). Portanto, (0,0) é
ponto de minimo;

b) Temos um paraboléide virado para baixo, com vértice em (0,0,c). Portanto, (0,0) é
ponto de maximo;

d) Neste caso temos que (0,0) é ponto de sela.

45, Um disco tem a forma do circulo x?+y? <1. Supondo que a temperatura nos pontos

do disco é dada por T(x,y)=x*—x+2y?, determinar 0os pontos mais quentes e
mais frios do disco.

T(X,y)=x*>—x+2y?

a._ 2x-1

OX

ﬁ — 4y

oy

Resolvendo o sistema:
2x-1=0
4y =0

obtemos o ponto (%Oj na regido interior do disco.

Analisando a fronteira temos:
T(XY) =X —x+2(1-x*)=—Xx>—x+2

T =-2x-1
-2x-1=0
X=-1/2

2

B3

Assim temos 0s pontos [%117] :

Verificando as imagens dos pontos dados temos:
T(@/2,00=-1/4

T(_—l,iﬁj=9/4.
2 2
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B3

Os pontos mais quentes do disco séo [;i7] e 0 ponto mais frio é G ,Oj.

46. A distribuico de temperatura na chapa circular x* +y? <1 é
T(x,y)=x*+y*—2x+5y—10. Achar as temperaturas maxima e minima da chapa.
Temos:
or

—=2X-2
OX
i:2y+5
oy

Resolvendo o sistema
2x—-2=0
{Zy +5=0
obtemos o ponto (1,-5/2), que esta fora do dominio.

Na fronteira, usando y =+/1—x*, temos

T=x"+y*—2x+5Vy1-x*-10

=-9-2X+5y1-x*
e
Trep_ X
1-x?
Fazendo —2— X =0, obtemos o ponto (—iij
1-x2 J29 ' V29

Observe que x = 2 ndo satisfaz a equacdo T '=0.

V29

Ainda, na fronteira, usando y =—/1—x*, temos
T=x"+y*—2x-5J1-x* -10
=-9-2x-5y1-x*
S5X

1-x%

T'=-2+

Fazendo T'=0, obtemos o ponto i,—i .
29 29
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Analisando as imagens dos pontos vem:

e

Portanto, a temperatura maxima da chapa € —9++/29 e a temperatura minima €

—9-29 .

47. Achar as dimensfes de uma caixa com base retangular, sem tampa, de volume
méximo, com &rea lateral igual a 5 cm?.

O problema pode ser modelado por
max abc
s.a.ab+2bc+2ac=5.

Usando a funcéo lagrangeana temos:
L =abc—a(ab+ 2bc+2ac-5)

%=bc—ab—20a =0

oa

oL =ac—ca—-2ca =0

%zab—Zab—Zaa =0

oc

i:—ozb—2bc—2ac+5=0

o

Resolvendo o sistema vamos obter as dimensdes da caixa iguais a \/E , > £
3'V3 243

48. Entre todos os triangulos de perimetro igual a 10 cm, achar o que tem maior area.
Supondo o triangulo de lados a,b e c, a situacdo dada pode ser modelada por:
max s(s—a)(s—b)(s—c)
{s.a. a+b+c=10

sendo que s é o semiperimetro.
A funcéo lagrangeana fica:
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L=5(5-a)(5-b)(5-c)+a(a+b+c-10)
A 5B-b)E-c)+a =0

8'{) =-56-a)5-¢c)+a=0

E)
L 55-a)5-b)+a=0
oc
i=a+b+c—10:0
(04
Resolvendo vamos obter todos os valores das dimensdes iguais a %cm. Dessa forma

estamos diante de um triangulo equilatero.

49. Achar o ponto da esfera x? + y? + z2 =4 mais proximo do ponto (3,3,3).
A situacdo dada pode ser modelada por:

{min JX=3%+(y-3)? +(z-3)°

sa. X*+y*+z°=4
A funcéo lagrangeana fica:

L=/(x=3)’+(y—3)’ +(2-3)* +a(x* +y* +2°-4)

Z_L:E((x 32 +(y—3)* +(z-3)2) 22(x~3) + 2ax =0

X

oL 1 /2

EZE((X 3)*+(y-3)°+(z-3)*)™*2(y-3) +2ay =0
Z—Li((x 3% +(y-3)*+(z2-3)*)"*2(z-3)+20z=0

z

oL — =x*+y*+2°-4=0.

ox

Resolvendo o sistema vamos obter o ponto {TJ_T‘/—T‘/—j

50. Em uma empresa que produz dois diferentes produtos, temos as func¢des de demanda

Q, =40-2P,-P,
Q, =35-P -P,
onde Q,, i=12, representa o nivel de producdo do i-ésimo produto por unidade de
tempoe P, i=1 2, 0s respectivos precos. A funcdo custo é dada por
C=0Q2+Q7+10
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e a funcdo receita é dada por
R=PQ, +PQ,.
a) Sabendo-se que
lucro = receita — custo
encontrar a funcdo lucro.

A funcéo Lucro é dada por L =PQ, + P,Q, -Q? -Q? -10.

b) Achar os niveis de producdo que maximizam o lucro.
Temos:

L= P1Q1 + PzQz _Q12 —sz -10
=P(40-2P,—-P,)+P,(35-P,—P,)—(40-2P,-P,)* - (35-P,-P,)*-10
=-7P? -8P,P, + 270P, —3P,” +185P, — 2835

Derivando vem:

o _ —14P, —8P, + 270

oP,

L _ _gp_6P, +185
oP,

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema obtemos (Pl, Pz) :(7,%j que é um

ponto de maximo.
Assim, os niveis de producdo que maximizam o lucro s&o:

Q =40-2R-P, =

Q,=35-P -P, :%.

¢) Qual é o lucro maximo?
Quando aplicamos esses valores na funcdo lucro vamos obter o lucro maximo que € igual a
98,75.

51. Determinar o ponto P(x,y,z) do plano x+3y+2z=6, cuja distancia a origem seja
minima.
A situacdo dada pode ser modelada por:
min  /x* +y® + z°

sa X+3y+2z=6
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Usando a funcéo lagrangeana vem:
L=yxX*+y*+2> —a(x+3y+22-6).

Derivando vamos ter

oL 1/, 5, _,\n
—=—\X"+y°+z 2X—a
OX 2( y )
%:1(x2+y2+22)_ﬂ22y—3a
oy 2
oL 1/, 5 _,\ie2
—=—\X"+y°+z 21 -2a
0z 2( y )
i=—(x+3y+22—6)
o
: . 396
Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos obter o ponto -0

52. Determinar trés nimeros positivos cujo produto seja 100 e cuja soma seja minima.
Podemos modelar essa situagdo como:
min  X+y+z
{s.a. xyz =100
A funcéo lagrangeana fica
L=X+y+z—a(xyz-100)

Derivando vem:

oL

—=1-ayz

OX 4

% =1-axz

oy

oL

= —=1-

0z >y

L o (xyz-100)
oo

Igualando a zero e resolvendo o sistema vamos obter os valores
x =%/100, y =3/100,z =%/100 .

53. Uma firma de embalagem necessita fabricar caixas retangulares de 64 cm® de volume.
Se o0 material da parte lateral custa a metade do material a ser usado para a tampa e
para o fundo da caixa, determinar as dimensdes da caixa que minimizam o custo.

Supondo a caixa com dimensdes da base igual a e b e altura c. Supondo também que o custo
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da tampa e fundo é igual a x, vamos ter que a situacdo pode ser modelada por:

min  x2ab+ g (2ac +2hc) {min 2abx + acx + bex
u

sa abc=64 sa abc=64

A funcdo lagrangeana é dada por:
L = 2abx +acx + bcx — a(abc —64)

Calculando as derivadas, vem:

L obx+ cx—a(be)
oa

o =2ax+cx—af(ac)
ob

L _ ax+bx—a(ab)
oc

o =2ab+ac+ (bc)
OX

a_ 64 —abc

ox

Igualando a zero e resolvendo o sistema obtemos as dimensdes da caixa como:

a:@,b:@,c:z’{/@.

54. Determine, pelo método dos minimos quadrados, a reta que melhor se ajusta aos dados:

a) (1,2);(0,0) e (2,3).
Para estruturar o sistema de equacao que nos da a solugdo vamos calcular:

D X =1+0%+22=5

k=1

Zn:xk =1+0+2=3

k=1

D XY, =1.2+0.0+23=8
k=1

> Y =2+0+3=5
k=1

Temos, entdo, o sistema
5a+3b=8
{3a +3b=5.
Resolvendo esse sistema, obtemos
3

a=— e bzl.
2 6
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Assim, a reta que melhor aproxima o conjunto de pontos dados € a reta

2° 6
A Figura que segue ilustra o resultado.
ALy

b) (0,1); (1L2); (2,3) e (2,4).

Para estruturar o sistema de equacao que nos da a solugdo vamos calcular:

n

X/ =0"+1*+2°+2° =9

=~
N

X, =0+1+2+2=5

X Yy =01+1.2+2.3+2.4=16

Y, =1+2+3+4=10.

=~

o I A

N

Temos, entdo, o sistema

9a+5b=16
5a+4b =10.
Resolvendo esse sistema, obtemos
14 10
a=— e b=—.
11 11
Assim, a reta que melhor aproxima o conjunto de pontos dados é a reta
14 10
y="X+—.
11 11

A Figura ilustra esse exemplo.
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v

55. Determinar as dimensdes do paralelepipedo de maior volume que pode ser inscrito no

tetraedro formado pelos planos coordenados e pelo plano x+%y+%z =1

A situacdo pode ser modelada por:

max Xxyz
1 1
sa. X+-y+—-z=1
37 2
Escrevendo a funcéo lagrangeana e derivando, temos:

1 1
L=xyz-a(x+=-y+—-z-1
Xz -a(x+2y+o2-1)

% yZ—a

OX

%:xz—a/?;

oy

oL

—=xy—al?

0z Voo
i:1—x—y/3—z/2
oa

. 1.2 . n .
Resolvendo o sistema vamos encontrar 3 1, 3 para as dimens@es do paralelepipedo.

56. Precisa-se construir um tanque com a forma de um paralelepipedo para estocar 270 m* de
combustivel, gastando a menor quantidade de material em sua constru¢do. Supondo
que todas as paredes serdo feitas com 0 mesmo material e terdo a mesma espessura,
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determinar as dimensdes do tanque.
A situacdo pode ser modelada por:
min  2ab + 2ac + 2bc
{s.a. abc = 270

Escrevendo a funcgéo lagrangeana e derivando, temos:
L =2ab+ 2ac + 2bc — a(abc — 270)

oL — =2b+2c—abc
oa
%:2a+2c—aac
ob
%=2a+2b—aab
%:ZYO—abc
oo

Resolvendo o sistema vamos encontrar 33/10,3%/10,33/10 para as dimensdes do
paralelepipedo.

Nos exercicios 57 a 61, determinar os pontos de maximo e/ou minimo da funcdo dada,
sujeita as restri¢des indicadas:

57. z=4-2x-3y; x*+y?=1
Vamos definir a funcdo lagrangeana
L=4-2x-3y—a(x*+y*-1).
Calculando as derivadas temos:

6L =-2-20X
8x

oL

—=-3-2

oy “
oL ) )
—— =1—-X"—
oa y

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar dois pontos:

] que € ponto de minimo e [ ]que é ponto de maximo.

(\/_\/_ J_J_

Observe que 0 método de Lagrange ndo permite classificar os pontos. Isso foi feito através
de uma visualizagdo geométrica.
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58. z=2x+y; x’+y*=4

Vamos definir a funcéo lagrangeana

L=2Xx+y—a(X*+y>—4).

Calculando as derivadas temos:

QE:Z—&%
OX
o =1-2ay
oy
oL 22
— =4 - -
ox y
Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar dois pontos:
(_—4 _—Zj que € ponto de minimo e (i i) que € ponto de maximo
V55 V55 '

Veja observacgdo no final do exercicio anterior.

59. z=x*+y?% x+y=1

Vamos definir a funcdo lagrangeana
L=x*+y’—a(x+y-1).
Calculando as derivadas temos:

%=2X—a
OX
%=2y—a
oy

oL
—=1-x-
oa y

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar um Unico ponto

63 . Observando que estamos diante de um parabol6ide virado para cima, temos que este ponto

é um ponto de minimo.

60. z=xy; 2x*+y*=16

Vamos definir a funcdo lagrangeana
L=xy—a(2x* +y? -16).
Calculando as derivadas temos:
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— =Yy —4ox
OX e
oL

— =X-2ay
oy

oL 2 2
—=16—-x"—
oa y

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar quatro pontos para
serem analisados. Basta lembrar-se da geometria do grafico da funcdo (funcdo com um

ponto de sela), e conferindo as imagens dos pontos podemos dizer que (2,2\/5) e (— 2,—2\/5)
sdo pontos de maximo e (2,—2\/5 ) e (— 2,242 ) s&o pontos de minimo.

61. f(x,y,2)=x>+y?+2%; x+y+z=9
Vamos definir a funcdo lagrangeana
L=x*+y*+2° —a(x+y+2-9).

Calculando as derivadas temos:

%=2X—a

OX

%:Zy—a

oy

%:ZZ—a

0z

oL
—=9-Xx-y-z
oa y

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar um Unico ponto:
(33,3). Analisando geometricamente o problema concluimos que o mesmo é ponto de

minimo.

62. Determinar o ponto do plano 3x+2y+4z =12 para o qual a funcao
f(X,y,2)=x?+4y® +52?
tenha um valor minimo.
A situacdo pode ser modelada por:
min  x* +4y® +52°
{s.a. 3X+2y+4z-12=0

Escrevendo a funcgéo lagrangeana e derivando, temos:
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L=x>+4y*+52° —a(3x+2y+4z-12)
oL

— =2Xx-3«x
X

—=8y-2
oy y-ea
oL

—=10z-4«
oz

a =—(3x+2y+4z-12)
oa

Igualando a zero e resolvendo o sistema obtemos o ponto (%%%} que € um ponto de

minimo.

63. A reta t € dada pela intersecdo dos planos x+y+z=1 e 2x+3y+z=6.
Determinar o ponto de t cuja distancia até a origem seja minima.

A situacdo pode ser modelada por:

min x> +y°+12° min  x?+y?+2°
sa. X+y+z=1 ouqsa x+y+z=1
2X+3y+2=6 2X+3y+2=6

Escrevendo a funcdo lagrangeana e derivando, temos:
L=x’+y*+2° —a(x+y+2-1)— B(2x+3y +17—6)

oL
—=2X-a-2
OX a-2p
%:Zy—a—Bﬁ
oy

oL

—— =27 - —
0z a=p
oL
—=1-x-y-z
oa y
oL

—=6-2Xx-3y-1z
op

Igualando a zero e resolvendo o sistema obtemos o ponto (%%%5)
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64. Determinar a distancia minima entre o ponto (0, 1) e a curva x* =4y.
A situacdo pode ser modelada por:

{min Jx-07+(y-07 {min X2 +(y—1)°

sa. X2 =4y sa. x° =4y

Derivando a funcéo lagrangeana temos:
L=x*+(y-1)° —a(x*-4y)
ot =2X—2aX
OX

%:Z(y—1)+4a
oy

oL )
—=4y—X

oa y

Igualando a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar o ponto (0,0). Dessa forma a
distancia minima é /(x—0)% +(y —1)? =,/(0—0)? + (0-1)? =1.

65. Achar os valores extremos de z = 2xy sujeitos a condicdo x+y=2.
Vamos definir funcdo lagrangeana

L=2xy—a(x+y-2).

Calculando as derivadas temos:

oL
=9y
OX y-a
QE:ZX—a
oy

oL

- =2 —X-
oa y

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar o ponto (1,1) que é
ponto de maximo.

66. Determinar o ponto do plano x+y—z =1 cuja distancia ao ponto (1, 1, 1) seja minima.

Como o ponto (1,1,1) pertence ao plano dado, a distancia minima é zero e portanto o ponto
do plano € (1,1,1).
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67. Mostrar que o paralelepipedo retdngulo de maior volume que pode ser colocado dentro
de uma esfera tem a forma de um cubo.

Vamos considerar que o paralelepipedo tem dimensdes a, b e c. A esferatem raio r.
A Unica hipotese para termos um paralelepipedo de maior volume inserido na esfera de raio
r é que a sua diagonal (va® +b” +c?) tenha a medida do didmetro, ou seja, 2r.

Dessa forma podemos modelar um problema de maximizagdo como segue:
max abc

{s.a. a’+b®+c?=4r?
Escrevendo a funcgéo lagrangeana e derivando, temos:

L =abc—a(4r’ —a? —b*-c?)

a—L:bc+205a
oa
a—L:ac+20¢b
ob
%:ab+2ac
C
i:—(4r2—a2—b2—c2)
oa

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema obtido vamos obter que
a=Db=c, oque caracteriza que o paralelepipedo é um cubo.

68. Calcular as dimensdes de um retangulo de &rea méaxima inscrito numa semi-
circunferéncia de raio 2.

Ao inscrever um retangulo, de dimensdes a e b, de area maxima, na

aZ

semicircunferéncia de raio 2, fica estabelecida uma relacdo tal que 2° =b? +7.

Dessa forma a modelagem da situacdo fica:

max ab
s.a. 1a2+b2:4

Escrevendo a fungéo lagrangeana e derivando, temos:
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2
L=ab—a(@-b*-2)

4

%=b+aa/2
oa
a—L=a+205b
ob

2
L &y
oa il

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema, obtemos a=2b e b=+2,
caracterizando as dimensdes do retangulo (2\/5\/5)
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CAPITULO 6
6.2 - EXERCICIOS
pag. 197 - 198
Nos exercicios de 1 a 9 representar graficamente 0s seguintes campos vetoriais.

1. f(xy)=—xi-yj N

2. f(x,y,z)=xi+yj+zk

SN —

— >

=N —
N
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3. f(xy)=—yi+x]j

4y

v

4. f(x,y)=2i
> A y
ﬁ ﬁ
ﬁ
— —_—
—
— — —
_ _ —
> >
— > >
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5. f(x,y)=2i+]

|
7

Xi +yj+zk

JXP+yi+1z2° y

6. f(x,y,2)=

»
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7. f(x,y):(x%j

8. Suponha que a temperatura em um ponto (x, y,z) do espaco € dada por
x? +y? +2z%. Uma particula P se move de modo que no tempo t a sua posicio é

dada por (t,tz,t3).

a) ldentificar a funcdo escalar que nos da a temperatura num ponto qualquer do
espaco.

f(x,y,2)=x*+y? +2°

b) Identificar a funcdo vetorial que descrevera o movimento da particula P.
F(t)=ti +t2] +t°k

c) Determinar a temperatura no ponto ocupado pela particulaem t = %

Paratzitemosoponto P= ill . Assim,
2 2 48

(34366

1 1 16+4+1 21 .
_+_:—:—4un|.temp.

16 64 64
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9. O campo vetorial f 2—y ~ i +— X —j aproxima o campo de velocidade da
X2 +y X2 +y

agua, que ocorre quando se puxa um tampdo numa canalizagdo. Representar
graficamente este campo.

v

Y
Y

10. Seja D um solido esférico de raio r. A temperatura em cada um de seus pontos é
proporcional a distancia do ponto até a superficie da esfera.

a) Usando coordenadas cartesianas, determinar a funcdo que define o campo de
temperatura.

T=K[r—Jx+y*+7)

b) Determinar as superficies isotermas do campo de temperatura em D, isto é
determinar as superficies em que a temperatura é constante.

Supondo que a temperatura é constante temos
T=k

k( — X+ y? +zz): K,
Sy Kk

X +y*+7° =(kr—li2
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Assim temos uma superficie esférica de raio r ——, centrada na origem.
11. As fungGes a seguir definem campos vetoriais sobre 93*. Determinar e fazer os
gréficos das curvas onde ‘f ‘ é constante.
a) f=xi+y]
‘ f‘ =Jx2+y?

x> +y? =k
x2+y2=k2

Temos uma familia de circunferéncias de raio k centrada na origem. A figura que segue
mostra a representacdo gréafica, apresentando-se alguns membros da familia de curvas.

(¢

b) f=xi +4y]
oy
x> +16y* =k
x* +16y* =k*
2 2
16

=1

Temos uma familia de elipses centrada na origem. A figura que segue mostra a
representacdo gréafica, apresentando-se alguns membros da familia de curvas.

265



Resolugdo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: FungGes de varias varidveis, integrais
multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 197 - 198.

-~

y

Temos uma familia de retas verticais. A figura que segue mostra a representacdo grafica,
apresentando-se alguns membros da familia de curvas.

y

266



Resolugdo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: FungGes de varias varidveis, integrais
multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 197 - 198.

d) f=(x-2)i +(y—4)j

Temos uma familia de circunferéncias centradas em (2,4). A figura que segue mostra a
representacdo gréafica, apresentando-se alguns membros da familia de curvas.

Ty

12. Um tanque tem a forma de um paralelepipedo retangulo cuja base tem dimens6es
1m e 2m e cuja altura é 1,5m. O tanque esta cheio de uma substancia com densidade
varidvel. Em cada ponto, a densidade é proporcional a distancia do ponto até a
superficie superior do tanque.

a) Determinar a funcdo que define o campo de densidade.
f(x,y,z)=k(5-2)

b) Determinar as superficies em que a densidade é constante.

k(L5-2)=a
15-7=2

k
15-z=D
z=15-b
z=c¢

Planos paralelos ao plano xy. Ou planos paralelos a base do tanque.
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13. A temperatura nos pontos de um solido esférico é dada pelo quadrado da distancia
do ponto até o centro da esfera. Usando coordenadas cartesianas, determinar o
campo temperatura.

A distancia de um ponto até o centro é dada por d? =x*+y*+z%. Assim a funcdo que
modela o campo de temperatura € T(x,y,z)= x* + y? + z°.

14.Um campo minado tem a forma de um retangulo de lados a e b. O campo foi

dividido em pequenos retangulos de lados EeE, m e n inteiros e positivos. Os
m n

explosivos foram colocados nos vértices desses retdngulos. Usando coordenadas
cartesianas, descrever analiticamente este campo.

ia jb . .

1 se (Xxy)|x=—ey=—, i1=L...m j=1...,n

F(xy)= (xy)lx="ey=- j
0 nos demais pontos.

15. As fungbes a seguir definem campos vetoriais em 9R*. Determinar e fazer os
gréficos das curvas onde f tem direcdo constante.

a) f=xi+2yj
Devemos ter tg@ =c, ¢ constante, onde &€ o angulo formado pelo eixo positivo dos

xe f.Assim, se f=(f,f,), devemos ter %zc.
1

Temos, % = 2y =Ccouy= %X que é uma familia de retas que passam pela origem.

1 X

-~

y
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by f=x2+y]
Temos,

lz =c ou y=cx?, que é uma familia de parabolas.
X

v

Temos:

1
X

1 . - .
=C ou x=—., que e uma familia de retas verticais.
c

Ty

v

d) f=xi+y?]j
2
Y ¢ ouy® =cx, que é uma familia de parabolas.
X
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-~

y

16. 0 campo f(x, y)=yi —x] representa a velocidade de um volante em rotagio

rigida em torno do eixo z. Descrever graficamente o campo. Qual o sentido do
movimento de rotacdo?

Segue a descricdo grafica do campo

//\ \

//

Temos o sentido horario.

17.Um furacdo se desloca na superficie terrestre, atingindo uma faixa retilinea de 20
km de largura. Na zona central da faixa (2 km de largura) a velocidade do vento é
de 200 km/h. Nos demais pontos é dada por V =200—14x, onde x é a distancia do
ponto até o centro da faixa. Esbogar o campo.

A figura que segue apresenta um visual focado em um ponto. Mostrando apenas que 0s
vetores velocidades diminuem na medida em que nos afastamos do centro da faixa.
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18. Seja P, um ponto fixo no espaco e d(P, Po) a distancia de um ponto qualquer P até

P,. Se P, tém coordenadas cartesianas (x,,Y,,2,) € P =P(x,y,z), descrever
analiticamente este campo.

f(x, y,z)=(\/(x—x0)2 +(y-v,) +(z—zo)2)

19. Uma cidade x esta localizada a 1100m acima do nivel do mar. O plano diretor da
cidade prevé a construcdo de edificios, desde que eles ndo ultrapassem a cota de
1140m. O relevo da cidade é bastante irregular, tendo partes altas e baixas.
Definimos um campo escalar em x, associando a cada ponto P, a altura maxima que
podera ter um edificio ali localizado. Descrever analiticamente este campo.

A altura méxima do edificio (A), é funcéo da cota e é dada por A=1140—z,onde z éa
cota da localizacéo do edificio.

20.

a) Escrever uma funcéo vetorial em duas dimensdes que define um campo vetorial,
cuja intensidade seja igual a 1.

f=alxi +y])
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m=1:> a’x* +a’y? =1

ax>+y® =1
1

X2+ y?
Portanto,

A S S |
Fo ey

Observa-se que outras fun¢des podem ser definidas.

o =

j.

b) Escrever uma funcdo vetorial em trés dimensdes que defina um campo radial,
cuja intensidade seja igual a 1.

f’ X g y = YA R’

= i+ j+
\/x2+y2+22 \/x2+y2+22 VX2 +y?+2°

c) Escrever uma funcdo vetorial em duas dimens@es que defina um campo vetorial
tangencial, cuja intensidade em cada ponto (x, y) é igual a distancia deste ponto
até a origem.

(xi +yJ) f(xy)=0
[Fo0y) =X +y*
X.ay—-Yy.ax=0
f(xy)=(ay,-ax)
o W
el

Dessa forma temos que |a|=1. Assim
F(xy)=(y,~x) ou F(x,y)=(-y,x).
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CAPI'TULQ 6
6.6 - EXERCICIOS
pag. 212 -214

1. Calcular, usando a definicdo, a derivada direcional do campo escalar f(x, y) no

ponto indicado e na direcdio V =i + |

a) f(x,y)=2x*+2y? em P(L1)

O vetor unitario na direcdo de V é b = % = L = [LLJ . Observe a Figura
V| Vi+1 2 2
ty
Q’, d
M .
1 P N R
O AQRP é semelhante ao AMNP . Temos:
PM =1 PQ=s
— 1 — S
PN =— e R=—
2 V2
— 1 — S
N=— QR=—
J2 V2
Assim as coordenadas do ponto Q sdo (1+ iz,l+i2].
Temos
= —lim f(Q)_ f(P)
oS S—0 S
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f (1+j§,1+\/s§j— f(1,1)

2(1+ jﬁjz + 2[1+ jsz -[2.1+2.1]

=lim

s—0

=lim

s—0 S
2s §°
41+—+—|-4
- ( V2 J
=lim
s—0 S
8s )
——+25
:Iim‘/E
s—0 S
= im(i+25j
s—0 2
=%=4J§.

b) f(x,y)=2x+yem P(-12)

s . ., =V 11 1 1 .
O vetor unitario na direcdode Vv € b =¥ = ( ) =[——j Observe a Figura
V| i+ 2 2
'y -~
57
2 R

\T

-1

S S S
Temos que: PR=— e —-1,2+—|.
f N2 Q(\/Z \/Zj

Assim,
S S
f[—1,2+j— f(-12)
i(P =lim V2 V2
S S—0 S
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y 2(\/55 —1J+ 2 +j§—(2.(—1)+ 2)

S—0 S

S
=242+ 0
S—0 S
. 35
=lim—
S—0 25
32

¢) f(x,y)=e*Y em P(0,1)

O vetor unitario na direcdo de V é b =

| <

- (_ —j . Observe a Figura

<l
iy
+

=
N
N

Ty

2

3

a

O

S
Ty
%\
1
\_/
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=lim
s—0 S

§+1
_im&7_@1¥2)
1

s—0

2e
:;§==v§é.

Nos exercicios de 2 a 6, calcular, usando a definicdo, a derivada direcional no ponto e

direcdo indicados.

2. f(x,y)=x*-y?, P(,2) na diregdo de V = 2 +2]

O vetor unitario na direcdo de V é b = % = (2’2) —
V| Ja+4
- y ,””I
Q"
M
P R
2 /, ..... l.\l ...................................................
,«"/ X
’l,, 1 L4

Temos o ponto Q dado por:

Q@+j%2+j%}

Assim,

Qﬂ@g="mf(l+J%’2+f;j_fa2)

j . Veja a figura que segue
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2s §? 4s  s?

1+ =+ —-4-—~=- 3
A (p)=tim— V2 2 N2 2
oS S—0 S

-2
ﬂ(P):limﬁ
S S—0 S
ﬂ(P):lim‘—z:—\/i
oS $-0 /2

3. f(x,y,z)=xy+z , P(210), nadiregdo do eixo positivo dos z.

O vetor unitario na direcio dada é b =k . O ponto Q ficara Q(2.1,s). Ver figura que segue.

N

X P
y
Assim,
i(P)= "m[ f(215)- f(2,1,o)j i 2its=21 s o
oS S0 S S0 S S0 §

4. f(x,y)=2x+3y , P(~12) nadiregdo dareta y = 2x

Um vetor na direcdo dada é V=1 +2] . Mais especificamente temos que o vetor unitario é
igual a b () —(i i)
Ji+4 (55 )
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S 23 .
O ponto Q ¢ dado por Q(— -1,2+ —J Ver Figura que segue
J5 J5
Aly /”l
4
P / _________________ ’
: N 2 ER
//l i i X
-1 §
Assir'n,
S 23
f(—l, 2+)- f(-12)
oA (P)=lim V5 5
S S—0 S
S 23
2| =-1|+3| 2+—=|—(2.(-1)+3.2
,. e 1 e R ki
im
S—0 S
23 6s
—=—-2+6+—=+2-6
=lim J5 J5
S—0 S
8
=lim ﬁ = %
S0 g 5
5. f(x,y)=2-x*-y? P(L1), nadirecio do vetor tangente utilitario a curva

f
C:r(t)=(t,t?)em P(L1).

Para definirmos o vetor tangente unitario temos:
r'(t)=(1,2t)
r(1)=(2)
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S 2s .
Dessa forma temos que Q(l+ —,1+ —j . Ver figura que segue
J57 B

E S

’
y S

e m e e e ———-—————-—-—-)

iR
i X
Portanto,
s
—(P)=1lim
S
2—(1+
=lim
S—0
6s
2 2~
=lim =lim V5 _Iim(—s—ij_—@
550 S N S 550 J5 5

6. f(xy,z)=2x+3y—2z,P(L1-1), nadiregdo do eixo positivo dos y.

O vetor unitario na direcdo dada é b = J .
Dessa forma temos Q = (1,1+s,—1). Ver figura que segue.
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Q
Portanto,
Q(P) i f@Ls 1) FQL-1) L 2+31+5)+1-(21+3.1+1) o
05 $—0 S S50 S

Nos exercicios 7 a 17, calcular o gradiente do campo escalar dado.

7. f(x,y,2)=xy+xz+yz
grad f =(y+2)i +(x+2)]+(x+ y)k.

8. f(xy,2)=x"+2y*+4z°
grad f =2xi +4yj+8zk.

9. f(x,y)=3xy®-2y

grad f =3y3i4+(9xy2 —2)j :

10. f(x,y,2)=xyz
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grad f =—(xyz);.yzf+%(xyz);.xz ] +%(x, Y,2)

1 _
2.xy Kk

grad f =

11. f(x,y,2)=2—x? +y?

1 1 _
grad f :—%(x2 +y2)_2.2xi4—%(x2 +y2)_5.2yi+k
grad f =——2= Y k.

\/x2+y2 _\/x2+y2

12. f(x,y)=e>"

2 - 2
grad f =e® " 4xi +e™"]j.

13. f(x,y)=arctg xy
y

-

i+

df =
gra 1+x2y2 1+X2y2 J
2X
14. f(x,y)=
(y)=27
grad f = (x-y) 2_22“* (x—y).0—22x(—1) -
(x=y) (x=y)
grad f = y i+ 2X j
x=y)"  (x-Y)

15. f(x,y,z)=2xy +yz? +Inz
grad f :2yT+(2x+zz)T+(2yz +1j|2
z

16. f(x,y,2)= %
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-1

1 -1
grad f =%(X+yj2 _Ehl(”yj 2,1j+l(x+ yjz .—1(x2+ y)IZ

z z 2\ z z 2\ 2 z
gradf:i O O S 7_x+2y Z K.
22\ x+vy 22\ x+y 22 X+Yy

17. f(x,y,2)=ze*"

Nos exercicios de 18 a 24, representar geometricamente o campo gradiente definido pela

funcédo dada:
_l 2 2 2
18. u(x,y,z):F(x +yi+z )
—1 - 1 - l e
radu=—.2xi —=.2y j —=.2zk
g 5 5 Y] 6

—1 - l = l e

radu=—xi—--yjJ—=zk
g 3 3 Y] 3

Veja a representacdo grafica a seguir

\ AZ

N oy S

19. u(x,y)=2x+4y
gradu=2i +4]
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Veja a representacdo gréafica a seguir

1
20. V)= ———
uxy) 2\x% +y?
gradu = X i— y i
2(x2+y2)\/x2+y2 2(x2+y2)\/x2+y2

'S

y

<
A
A 4

Z

21. u(x, y)=%x2
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grad f =%.2xf =xi

Veja a representacao grafica a seguir
Ty
- —_—
- -— { —» —
- —_—
- -— { —» —
- —_—
ot} e A
- —_—
- -— { —» —
- —_—
- -— { —» —
- —_—
22. u(x,y)=x* +y?
gradu =2xi +2y ]
Veja a representacao grafica a seguir

-

b

y

v

f —

1 2 3

4

5

6

Y
L4
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23. u(x,y)=2x~y
gradu=2i -]
Veja a representacao grafica a seguir.

E S

y

6 5 -AN.-3 -N -1 1 2 3 4 5 6

N

24. u(x,y,2)=2x> +2y? + 27°
gradu = 4xi +4y j +4zk
Veja a representacao grafica a seguir

z
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25.Seja f(x,y)=2x?+5y?. Representar geometricamente Vf (x,, Y, ), sendo (X, Y,)
dado por:

Vi =4xi +10y |

Assim:

Q) Vf(11)=4i +10]

b) Vf(-11)=—4i +10]

c) Vf [%\/5) = 27 +10/3]
Veja a representacao grafica

Ty
204 gradf(1/2,10sqrt(3))

15+
gradf(-1,1) gradf(1,1)
10+
5,,
X
6 -4 -2 2 4 6

26. Dados A(l, gj e B(%,Zj e a funcéo f(x, y): In xy, determinar o angulo formado

pelos vetores Vi (A)e Vf(B).
Temos que:

f(x,y)=Inxy
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194 1 2
_ 14
\/1+4><\/4+1 V22l
9 4

@ = arccos

cosd =

Assim,

4
J221°
27. Provar as propriedades (a), (b), (d) da Subsecéo 6.4.3

(a) grad(cf )=cgrad f

Seja f = f(x,y,z) uma fungdo e c uma constante. Podemos escrever cf = cf (x,y,z)

grad (cf ):gcf P+ T+£cf k
OX oy oz

Usando propriedades das derivadas, vem:

of - of - of -
rad(cf )=c—i +c— j+c—Kk
grad(cf ) > jre

of -~ of - of -~
=Ccl—Il+—J+—Kk
oXx oy oz

=cgrad f .

(b) grad(f +g)=grad f +gradg

Seja f=f(x,y,z2)eg=g(x,y,z) e f+g="f(x,y,2)+g(xy,z)
Temos:

0 - 0 ~ 0 ~
9rad(f+g)—&(f(x,y, z)+9(x,y,2))i + a(f(x y,Z )+g(x,y,z))j+§(f(x,y,z)+g(x,y,z))k
of o of of ~
grad(f +9g)= (&+a—ij J{ay 8yj (a— Ejk
of . of - of ) (69: 09+ a9
ored(f +0)- (6x'+ay‘+azkj (@(H@yHGij
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grad(f +g)=grad f +grad g

f .grad f — f.grad
) grad(gjzgg ; grad g

[G)-aa e stk
grad| — |=—| —|i+—| —|]+—| — |k
9) ox(g oy\ g az\ g

7—) gi_ 7—) 7_,
grad(iJ: ox o, oy : ¥, o oy
g g g g
f g?f—fggf+gaf]—fag]+nglz—fgglz
grad[—j: X X oy = % z z

af7+afj?+afﬁ]— f(égr+8g]+8gEJ

|
grad(éj: ox oy oz

grad(iJ: g.grad f — f.grad g

g g’

28. Determinar e representar graficamente um vetor normal a curva dada no ponto
indicado:

a) 2x* +3y? =8 ; P(1,42)

Temos:
f(x,y)=2x* +3y> -8
VI =4xi +6y ]

Vi{LV2)= 4T +642 ]

Veja a representacao gréafica.
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-~

|y

H
Q

X'}"PFS"‘?’T“’P‘P

b) y=2x*; P(-12).
Temos:

fxy)=2x*~y

Vi =4xi -]
Vi(-12)=—4i -].

Veja a representacao gréfica.
y

54 5 2 4 | 123 4%

c) x*+y?=8 P(2,2)
Temos:

f(x,y)=x"+y*-8

Vi =2xi +2y]

Vi(2,2)=41 +4]

Veja a representacao gréafica.
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-~

61Y

41
(]
54 2 NI
-24
41

11
d y=5x-2; P =,=
) Yy =5X (22)

Temos:
f(x,y)=5x-2-y
Vi =5i -]

Vf[l,ljzsr_j
2 2

Veja a representacdo grafica:
y

29. Determinar um vetor normal a superficie dada no ponto indicado e representa-lo

geometricamente.

a) 2x+5y+3z2=10 ; P[l,Z,%)

Temos
f(x,y,z)=2x+5y+3z-10
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Vf =27 +5j +3k
Vf[l,Z,%):ZT+ST+3E

Veja a representacdo grafica:

Z

(12,213)

b) z=2x* +4y? ; P(0,0,0)
Temos:

f(x,y,2)=2x" +4y* -z

Vi =4xi +4yj—k

Vi (0,0,0)=07 +0j -1k =—k
\/eja a representacdo grafica

c) 2z=x"+y* ; P(111)
Temos:
f(x,y,2)=x*+y? -2z
Vi =2xi +2yj -2k
Vi (L11)=2i +2] -2k
Veja a representacao grafica:
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30. Tragar as curvas de nivel de f(x,y)= % G +%y2 que passam pelos pontos (1,1),

(1L-2) e (-2,~1). Tracar os vetores Vf(L1), Vf(1,-2) e Vf(-2,-1)
Temos as curvas de nivel:

(1,1)—>%.1+%.1:1—>1:%x2 +1y2 —>2=x"+y?

(1,—2)—)1.1+£.4=l+ﬂ=§—>§=lx2+1y2—>x2+y2=5
2 2 2 2 2 2 2 2

(—2,—1)—>1.4+1.1=§—>x2+y2=5.

2 2 2

Temos os vetores gradientes:
Vi =xi+y]j
ViLl)=1+]
Vi(L-2)=i-2]
Vi(-2-1)=-2i -]

Veja a representacao gréfica:
y
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Nos exercicios 31 a 35, determinar uma equacgdo para a reta normal a curva dada, nos
pontos indicados:

3. y=x*; P11, P(24)
Para 0 ponto P,(1,1) temos:

fxy)=x*-y

Vi =2xi — ]

Ft)=a+bt =11+ (21t =@+2t)i +(@-t)]

Assim,

X=1+2t

y=l-t=>t=1-y=x=1+2(1-y)
X=1+2-2y
X+2y-3=0

Para 0 ponto P,(2,4) temos:
Vi(24)=221 - j=4i -]
r(t)=(24)+ (41t = (2+4t)i +(4-t)]
Assim,

X=2+4t
{y:4—t:>t:4—y
Assim,
X=2+44-y)=>x=2+16—-4y = x+4y—-18=0.

32. x°—y?=1; PO(\/E,l)

Temos:
f(x,y)=x>—-y? -1
Vf =2xi -2y ]

vi (\/5,1):2\/5?—2]
F(t)=(V2:1)+ (2v2, -2}
F(t)= (V2 + 22t )7 + (1—2t)f
Assim,

x=\/§+2\/§t
1-y

y=1—2t:>2t=1—y:>t:T

Portanto,
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x:ﬁ+2ﬁ.1_7y

x=~/2+2 =2y
x+\/§y—2\/§=0

3B.x-y’=-4; PR(-31)

Temos:
f(x,y)=x-y?+4
Vf=i-2yj

vf(-31)=(1-2)
Ft)=(-31)+(1-2)t
F(t)=(-3+t)i +(1-2t)]
Assim,
X=-3+t=>t=x+3
{y 1-2t
y=1-2(x+3)
y=1-2x-6
2X+y+5=0.

34. x+y=4; P,(31)
Temos:
f(x,y)=x+y—4
VE=i+]

Vi(Bl)=i+]

F(t)=(31)+ @)t
)=

r(t)=(3+ )+(1+t)j
Assim

X=3+t
{y:1+t3t:y—1
x=3+y-1
X—y-2=0.

35. x> +y? =4 ; P,(2,0)
Temos:
f(xy)=x>+y* -4
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Vi =2xi +2y ]

vi(2,0)=(40)
()()()t

Nos exercicios de 36 a 40, determinar uma equacdao vetorial para a reta normal a superficie

dada, nos pontos indicados:

36.z=x>+y?’-1 ; P,(111)
Temos:
f(x,y,z)=x"+y*-1-z
Vi =2xi +2y]j -k
vf(111)=(2,2,-1)
rF(t)=(111)+(2,2-1)t
= (L+2t)i +(@+2t) ] +(@-t)T
ou
(1-2t)i +(1-2t) ]+ (@+1)k

372 +y2 422 =4 ; P =(1142)
Temos:
f(x,y,2)=x>+y?+2° -4
VE =2xi +2y j+2zk
vi(11,42)=(2,2,242)
Ft)=(1,v2)+(2,2,242)
=(@L+2t) +(1+2t)] ( 2+2\/—t)<

vi(1-+2)=(2.2-2V2)
F(t)=(1—2)+ (22-2v2 )

=(@+2t)i +(@1+2t)] + (— V2 - 2@)2

38. x*+y?=z° ; P,=(345)

P =12
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Temos:

f(xy,z)=x*+y* -z
Vf =2xi +2y ] -2zk
Vi (3,4,5)=(6,8,-10)

F(t)=(3,4,5)+(6,8-10)t
=(3+6t)i +(4+8t) ] +(5-10t)k

39.x+3y+lz:1 ; P,(1,2,-3)
2 3
Temos:

1 1
f(x,y,2)=x+=-y+=-z-1
(X,Y,2) 53

\Yi =T+£]+1IZ
2 3
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r(t)= [o, % , #} + [0,1, ?Jt

(1 T EIRERE
=|=+t|j+|—+—t
2 2 3
81: . ~ _ - -,
41. Calcular a—(xo,yo) na direiio V =2i —J :
S

a) f(x,y)=3x*-2y* ; (x,¥,)=(12)
Temos:
grad f =6xi —4y ]

grad f(1,2)=6i —8]

O vetor unitério na direcdo dada é b = =—i-

2 8 _20 205, g
NN

N

+

RN

ol

|
—

b) f(X’ y):exy ; (Xo’yo):(_liz)
Temos:
gradf = ye¥T +xe¥j

gradf (-1,2)=2e%1 —1e7%]

of 2 -1 2 2
g(—1,2)=(E,E}(2e —e?)
ST

= —+ =
e?\5 e?/5 fpe? €
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_@-xf-(x+y)-1)r  @-xP—(x+y)-0
gradf = (1—x)2y I+ (1 X)Z y

42. Calcular as derivadas direcionais das seguintes funcfes nos pontos e direcoes
indicados:

a) f(x, y): e cosy em (0,0) na direcdo que forma um angulo de 45° com o eixo positivo
dos x, no sentido anti-horario.

Temos:

a=i+j

b0,
V2

Vi = (— e " cos y,—e’xseny)
vf(0,0)=(-1.1,0)=(-10)

of  (11)
3 g L)

1 -1
7 x
-2
_T.

b) f(x, 2 z) = 4x* —3y? +z em (-1,2,3) na direcdo da normal exterior & superficie
x> +y% +1z% =4, no ponto P(l,l,\/i).
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Temos:
F(xy,z)=x*+y*+z° -4
VF =(2x,2y,21)

VF(112)=(2,2,22)

a=(222v2)

. 2242) (2,2,2&)_(1 1 @j

Ja+4+8 4 (2'2° 2
Vi =(8x,-6y,1)

vf(-1,2,3)=(-8,-121)

M (C123)= (1 : %J( 8-121)

8s 2'2
_-8 12 42
2 2 2
_—20+42
2

Nos exercicios de 43 a 47, determinar a derivada direcional da funcéo dada:
43. f(x,y,2)=3x*+4y? +z, nadirecéo do vetor =1 +2j +2K .

(L22) (12,2)
Jl+4+4 3

(SN

= (6x,8y.1)

g=(T)(6x8y1)

_ bx+16y+2
3
16 2

=2X+—Yy+—.
3 y 3

44. f(x,y,2)=xy +xz + yz, na diregio de maximo crescimento de f.
Temos:
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Vi =(y+2z,x+2,x+Y)

b= (Y+Z,X+2Z,X+Y)
Jy+ 2P +(x+ 20 +(x+y)

ﬂ(x y):
0s \/(y+z)2+(x+z)2+(x+y)2
~ (y+z)2 +(x+z)2+(x+ y)2

) \/(y+ z)2+(x+z)2 +(x+ y)2
:[(y+z)2+(x+ z)2+(x+ y)z}E

(Y+Z,x+2,x+Y)

(Y+Z,x+2,x+Y)

1
[yz+2yz+22+x2+2xz+zz+x2+2xy+ yz]z

1
= [sz +2y2 4272 +2yz+2x2 + 2xy]5 =|Vvf|.

45, f(X, y)= x* +y?, na direcio da semi-reta y—x=4,x>0.

b 5-04)_@)
V2 2
Vi =(2x,2y)

%(x, y)= %-(2x,2y)= zxj;y =v2x+2y.

46. f(x,y)=4-x*—y?, nadiregdo de maximo decrescimento de f.
Temos:

Vi =(-2x,-2y)

s (x2y) _ (xy)
JaxZ +4y? X% +y?
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a_ (xy) (=2x,-2y)

oS [XZ + y2

=—2x2—2y2 _ 2(x +y) P
T o

47. f(x, y’z):\/l_XZ —y? —z? nadirecdo do vetor =i + ] +k .
Temos

Bl L ) L ]
a1 -y 2
os \/_\jlx—y—z 3\/1x—y—z \/_\/lx—y—z
—X—y-1

\j3(1—x2 —y? - 22) .

48. A derivada direcional da fungio w= f(x,y) em P,(L1) na direcéo do vetor PP,

P,(1,2) € 2, e na diregdo do vetor P,P, , P,(2,0) é 4. Quanto vale (Z—W em P, na
s

diredo do vetor P,0, onde O é a origem?

1
P,P,=(2,0)-(11) = (1,-1)
50
2
% =vf(11)01)=2
% = Vf (1,1){i2 —izj =4
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00=( 0)-(L1)=(-1-1)
_(-1-1)
\/E
é—a"s" = Vf(11) C \1/5_ )
}0,1) =2

5

Da primeira expressdo temos que b = 2. Da segunda temos que:
a b _,. a 2 _,
V2 2 T2 2
_:4 =
JE vr
=42 +2
A53|m,
ow 1 1
=2+a22) -— - —
os ( )( J2 2]
2+442 -1
—_ +2. =
V2 V2
_—2-442-2
V2
= -2J2-4

49. Em que direcio devemos nos deslocar partindo de Q(1,1,0) para obtermos a taxa de
maior decréscimo da fungdo f(x,y)=(2x+y—2)* +(5x—2y)’?

VE =(2(2x+y—-2).2+2(5x-2y).5,2(2x+y -2)+2(5x-2y)(-2))
=(8x+4y—8+50x—20y,4x+2y—4—20x+8yY)
(58x—16y —8,—16x+10y—4)

Vf(11,0)=(58-16-8,-16+10-4)
=(34,-10)
A direcdo solicitada é dada por —Vf (Q) =(—34,10).
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50. Em que diregdo a derivada direcional de f(x,y)=2xy —x? no ponto (11) é nula?

Vi =(2y —2x,2x)
vi(11)=(0,2)

of _

g(l’l): b.(0,2)=0
=(a,b)(0,2)=0
=a.0+b2=0

2b=0

b=0

aceR

Como b é unitario, a=1oua=—1.
Assim, a derivada direcional é nula na diregéo do vetor (a,O) aeR-{0}.

51. Em que direcdo e sentido a funcdo dada cresce mais rapidamente no ponto dado?
Em que direcéo e sentido decresce mais rapidamente?

a) f(x,y)=2x>+xy+2y? em (11)
Temos:
Vf =(4x+y,x+4y)

Vf (1,1) =(5,5) — diregéo de méximo crescimento

—Vf (1,1)=(-5,-5) — direcéo de maximo decrescimento

b) f(x,y)=e” em (2,-1)
Temos:
v =(ye”,xe”)

Vf (2,-1)=(-e?,2¢*) - diregéio de maximo crescimento

-vf(2,-1)= (e’z, —2e’2) — direcio de maximo decrescimento

52. Determinar os dois vetores unitarios para os quais a derivada direcional de f no
ponto dado é zero.

a) f(x,y)=x%y* —xy,P(10,10)
Temos:
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Vf = (3x2y3 —y,3y*x° - x)

Vf (10,10) = (3.10%.10° ~10, 3.102.10° - 10)
= (3.10° -10, 3.10° - 10)

of

ES

Assim,

a.(3.10°~10)+b.(3.10°~10) =0

(3.10°-10)(a+b)=0

a+b=0=>b=-a

(10,10) = b.(3.10° 10, 3.10° ~10)=0

b| = 5F = 2, h2 = 2 1
‘b‘-l:‘b‘ =l a"+b"=1=2a —1:>a_4_rﬁ
Dessa forma temos:
6=i—(a’_a)=i ﬁ,_ﬁ

V2a? 2 2

b) f(x,y)= rxy P(3,2)

Temos:

o[t )

(x+y) "(x+y)

-Zrear)
Vi (3,2):(£ _3’]

25’ 25

‘5‘:1:‘6‘2=1:>%b2+b2=1:>b=i

SI‘I\)
w

Dessa forma:
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E_ s (3v/2,b) _{ 3 2 j

_2——_
19b b?
4

o) f(x y)=e*",P(L0)
Temos:

Vi = (677 2,e%)
vf(1,0)=(2¢2,6?)
Assim,

of

—(1,0)=0

as( )
(a,b)(2e2,6?)=0
2ae?+e’h=0
2a+b=0
b=-2a

\6\:1:\6\2 1= a’+da’=1=a=+

Dessa forma,

53. Uma fungéo diferenciavel f (x, y) tem, no ponto (

% na direcdo 3i +4] eigual a % na direcdo 4i —3j .Calcular:

a) Vf o,fj

a (o,f _(34) o (o,ﬁj :%

osl 2 25

sl 2 5

Seja Vf (0% (a,b). Temos:

~
I

V13'V13)

&l

X 0Z)-Ldur(oz) -2

j, derivada direcional igual a
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QD
+
o
Il

glw o~

o
I

glh glw
1))
[

| onln

3a+4b=2
4a-3p =11

~12a+9b =33
25b = —25
b=-1

{12a +16b =8

3a=2+4
3a=6..a=2

Assim, Vf [0,

Ny

j: (2,-1).

of T . -
b) —| 0,— | nadirecdo a=1i +
)85( 2) ¢ ]

Temos:

of (. 7\ (1) 1 1 NG
ZloZ|l=ZH(02-1)="—2-—1=—"1=Y%,
as[ 2} 2( ) 2 27 2 2

2
54. Determinar a derivada direcional da fungdo z = (y—l) no ponto P, (1, \/5) na
X
direcdo da normal a elipse 2x +3y* =8 no ponto Py.
Seja F(x,y) =2x*+3y*—8. A direcdo normal a elipse é dada por:
VF =(4x,6y)
VF(1.42)= (4,672

(46v2) (a6v2) (a6v2) (23V2)
J16+36.2 88  2J22 22

Para determinar a derivada direcional temos:

b=
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VZ:(—(y—l)z 2(y—1)J

x2 X

VY@VE)[—@ﬁ?if 2@5—1n

2 (uv2)-

_6-22
e

)= (A R 0 2)

Nos exercicios 55 a 58, encontrar o valor maximo da derivada direcional do campo escalar
dado, nos pontos indicados:

5. f(x,y)=xy* —(y —x); R, (L1)
Temos:

Vf = (y2 +2(y—x)2xy —2(y - x))
Vf(11)=(1+0,2)=(1,2)

ax%(l,l) =|Vf (L1) =V1+4 = 5.

56. f(x,y,2)=x*+2xy+2%P, =(0,00)e P, =(12,2).
Temos:
Vi = (2x+2y,2x,22)

v£(0,0,0)=(0,0,0)
Vi(12,2)=(2+4,2,4)=(6,2,4)

ax%(o,o,o) =|vf(0,00)=0

‘;f (L2,2)=|Vf(1,2,2) =V/36+4+16 =214,

57. f(x,y,z)=cosx+seny;P,(x,y,z)
Temos:
Vf = (-senx,cos y,0)

Vf(x,y,2)=(~senx,cos y,0)
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méx%(x, y,z)=|(~ senx,cos y,0) = /sen’x +cos’ y.

58. f(x,y)=arctg %; P,(-11).

Temos:
_y 1
X x
M
1+? l+?
-1 i
Vf(_l’]_) L,—_l :(__1,__1
1+41 1+1 2 2

59. Dada a fungdo w= x? + y? +z?, determinar sua derivada direcional no ponto
P(l,l, \/5) na direcdo da normal exterior & superficie z°> = x* +y? em P.
Para obtermos a normal exterior & superficie z? = x* + y*, tomamos:
f(x,y,2)=x*+y?-2°
Vi =(2x,2y,~212)
vi(1v2)=(22-2v2)
Para w= x* + y® +z* temos:
Vw = (2x,2y,22)
vw(i1v2)= (22,242

Assim,

M _(2,2,2v2) (p2-2/2)_4 9.0
0S 4

+4-
\J4+4+8 \/E -

60. Suponha que T(x, y):4—2x2—2y2, represente uma distribuicdo de temperatura

no plano xy. Determine uma parametrizacéo para a trajetoria descrita por um ponto

P que se desloca a partir de (1,2), sempre na direcdo e sentido de méaximo
crescimento da temperatura.
Temos:

308



Resolugdo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: FungGes de varias variaveis, integrais
multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 212-214.

F(t)=(x(t),y(t)) > trajetéria do ponto P.

F'(t)=gradT (¥ (1))
Assim,
dx dy
(S ) axr-ayt)
Resolvendo o sistema:
dx
e
dy _
e

Temos:

dx
= j —4dt

Inx=-4t+C

x=Ce™

Assim, x=Ce™ e y=Ce™.

Para particularizar C, e C,, temos que para t =0, P, (1, 2). Dessa forma obtemos
C,=1 e C,=2.

A trajetdria é dada por:

P(t)=(e*,2¢"); t=0.

—4x

_4y

61. A figura 6.24 mostra uma plataforma retangular, cuja temperatura em cada ponto é
dada por T(X, y)= 2x+ Y. Um individuo encontra-se no ponto P, desta plataforma

e necessita esquentar-se 0 mais rapido possivel. Determinar a trajetoria (obter uma
equacdo) que o individuo deve seguir esbocando-a sobre a plataforma.

z

Temos:
T(X,y)=2x+y
VT =(21)

r'(t)= gradT(F(t))
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[% | %} ~(21)

Resolvendo o sistema:

o,
dt
dy_,
dt

Temos

x=2t+C, e y=t+C,. Particularizando as constantes vem:
X=2t+2e y=t+4

Portanto:

rt)=(2t+2,t+4)>0<t<1.

62. Uma plataforma retangular € representada no plano xy por
0<x<15 e 0<y<10. A temperatura nos pontos da plataforma é dada por

63. T(x, y) = X+ 3y . Suponhamos que duas particulas P, e P, estejam localizadas nos
pontos (1,1) e (3,7), respectivamente.

a) Seaparticula P, se deslocar na dire¢do em que se esquentard mais rapidamente e a

particula P, se deslocar na direcdo em que se esfriard mais rapidamente, elas se
encontraréo?
b) Obter uma equacdo para a trajetoria da particula P, , representando-a sobre a

plataforma.
Temos:

T =(x+3y)

VT =(13)

r(t)=(x(t).y(t)

F'(t) = gradT (F(t))

Considerando-se a particula P, temos:

(% , %) =(13)

% =1 e d_y =3
dt dt
Temos:

x=t+C, e y=3+C,
Particularizando as constantes vem: x=t+1e y=3t+1.
Assim a trajetéria é dada por (t+1,3t+1),0<t<3.
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Considerando-se a particula P, temos:

()

X_ e Y3
dt dt
Temos:

x=—t+C, e y=-3t+C,

Particularizando as constantes vem: x=—-t+3e y=-3t+7.
Assim a trajetéria é dada por (-t+3,—-3t+7) .

Dessa forma temos as conclusdes para os itens dado:

a) As duas trajetorias estdo sobre a mesma reta y =3x—2 no plano xy. Como elas
estdo em sentido contrérios se encontrarao.

b) A equacdo para a trajetoria P, é dada por (t+1,3t+1),0<t <3 e esté representada
na figura que segue.

64. Resolver o exercicio 62 supondo que a temperatura seja dada por
T(x,y)= (x +y?)-100.
Temos:
T(xy)= %(x2 + yz)—100
VT =(x,y)
r(t)=(x(t).y(1))
r'(t) = gradT (F (1))

Considerando-se a particula P, temos:

dx dy} (xy)

dt’ dt
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dx
— =X
glt
y
— — y
dt
Resolvendo obtemos:
x=Ce' e y=C,e'
Particularizando as constantes vem: x=e' e y=¢'

Assim a trajetdria é dada por y =x para x €[0,10].

Considerando-se a particula P, temos:

(d—x d—y) =(=x-y)

dt " dt
Obtemos:
x=Ce"' e y=C,e™
Particularizando as constantes vem x=3e™" e y=7e"

Assim a trajetdria é dada por y = g X.

Dessa forma temos as conclusdes para os itens dados:
a) As trajetorias estdo sobre duas retas distintas que se interceptam na origem. Como
pode ser observado na figura apresentada a seguir, as trajetorias ndo se encontrarao.
b) A equagdo para a trajetoria P, é dada por y=x para x €[0,10] e esta representada
na figura que segue.

65. A densidade de uma distribuicdo de massa varia em relacdo a uma origem dada
4

X2 +y2+2
no ponto (1,2) na direcdo que forma um angulo de 45° no sentido anti-horario, com
0 eixo positivo dos x. Em que direcdo, a razdo de variagdo € maxima?

segundo a formula p = . Encontrar a razdo de variacdo de densidade
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Temos:
1

p= 4(x2 +y? +2)75
-1 2 2 -2 1 2 2 -2
Vp=[4.?(x +y +2)2.2x,4.—§(x +y +2)2.2y}

Vp(1.2)= (— AL+ 4+2) 21,41+ 4+ 2)‘2_2) = (%%)

Para a direcdo considerada (forma um angulo de 45°) temos:

;- (L)
T
Assim,
6_p_(1,1)(—4 —8)_—4—8_—6@
o 2 \7V7T' 7)) 71is o 49

A raz&o de variagdo € maxima na direcdo ( j e 0 seu valor é

V7 f

66. Usando o gradiente, encontrar uma equacao para a reta tangente a curva
x? —y? =1, no ponto (\/51)
v (R).[F-F]=0
ot (V2 (x)-(+23)) o
(22, 2).(x—Z.y-1) =
Zﬁ(x—ﬁ)—Z(y—l):O
22x-4-2y+2=0

ﬁx—y—lzo

—6414
49

67. Encontrar o vetor intensidade elétrica E =—gradV a partir da funcéo potencial V,

no ponto indicado.

Q) V =2x*+2y* —-7%;,P(2,2,2).
Temos:

gradV = (4x,4y,-22)
gradVv(2,2,2)=(8,8,-4)

—

E=(-8-84).
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b) V =e’ cos x; P[% ,0,0j :

Temos:
gradV = (— e’senx,e” cos x)

gradV (% ,0,0j = (— e’.sen % ,e° cos%,oj =(~100)

E =(10,0).

1
OV =(x2+y?+2°)2;P1,2-2).

gradV = (—%(xz +y2+ zz)‘2.2x,—%(x2 +y?+ zz)‘z.Zy,—%(x2 +y?+ zz)‘z.ZZJ

-1 -2 2
dav(il-2)=| —,—,—
gradV/( ) (27 27 27}

E =(1/27,2/27,-2/27).

10

— . Determinar o campo elétrico
X*+y°+1z

68. Um potencial elétrico é dado por V = 5

representando-o graficamente.

gradV = —-10.2x -10.2y -10.2z
(x2 +y? +22)2 ’(xz +y? +Zz)2 ’(xz +y? +22)2

E_ 20x 20y 20z
(x2 +y? +22)2 ’(xz +y? +zz)2 ’(x?‘ +y? +z?‘)2
20
= (xy.2)

(x2 +y2+ 22)2

Ver representacao grafica a seguir.
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CAPI'TULQ 6
6.10 - EXERCICIOS
pag. 227 -228

1. Dado o campo vetorial f , calcular divf .

a) f(x,y)=2xT+e]
divf =8x* + xe®

b) f(x,y)=sen®xi +2cosx ]
divf = 2senxcos x

) f(xy,z)=2x2y*T +3xyz j + y’zk
divf =4xy? +3xz + Y2

d) f(x,y,z)=Inxyi +x +zk

divle+0+1 :1+1 .
Xy X

2. Um fluido escoa em movimento uniforme com velocidade V dada. Verificar se v
representa um possivel fluxo incompressivel.

Q) V=22T+x]j+y?k
divv=0+0+0=0= E incompressivel.

b) V=20 +xj —k
divw =0 = Eincompressivel.
C) V=2xyi +x]

divw =2y = ndoéincompressivel.

3. Provar a propriedade (a) da Subsecdo 6.7.3.

a) div(f + §)=divf = divg
Seja:
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fig:(fliglifzigwfsigs)

(= .\ O 0 0
dIV(f ig):&(fligl)+a(f2 igz)"‘&(faiga)
:ﬁ_i_ag +af2+892 af3+%

OX ox oy oy o1 oz

_(oh O, Oy ) (09, 99, 09y
ox oy oz ax ay oz

=div f £ div g.

4. Encontrar a divergéncia e o rotacional do campo vetorial dado.

a) f(xy ) (2x+4z,y—2,3x—yz)
divf =2+1-y=3-y

1 j k
otf=] &2 9 2

OX oy oz

2X+4z y-z 3x-yz
ot f =(1-2)i +(4-3)]+(0-0)k=(1-2z)i +].

b) Fx,y)=(< +y*,x* - y?)
div f =2x-2y=2(x-y)
i i k
otf=| 2 o 2
X
X*+y> xP-y
rot f =(2x—2y)k =2(x—y)k.

F(x,y,z):(xz,yz,zz)

div f =2x+2y+2z =2(x+y+2).
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i ] Kk
otf =2 2 9_g.
oXx oy oz
X2 y2 22
d) f(x,y)=(e"cosy,e*seny)
div f =e*cos y+e* cos y=2e*cosy.
i j Kk
ot f=| < o 2
OX oy oz

e“cosy e*seny O

rot f =(e"seny +e*seny )k = 2¢*senyk .

e) f(x,y,2)= (xy23,2xy3,—x2yz)
div f = yz° +6xy? — x%y

g -

i j K
otf=| 2 2 @
OX oy 0z

xyz? 2xy® —-x’yz

rot f =—x2zi + (3xyz +2xyz) ( xz)k

f) f(x,y)=( :yz, X ],(x,y);t(o,o).

\/x +y \/x2+y2

VX2 +y2.0+y.= (x2+y2)_%.2x —x.;(x2+y2)_;.2y

div f = +
x> +y? x> +y?
_ Xy . Xy
(x2+y2 x2+y2 (x2+y2 x2+y2
=0
i i k
rot 1? = E i g
OX oy 0z
Foy Jeey
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w/x2+y2—x.)l((x2+y2)_;.2x w/x2+y2(—l)—(—y);(x2+y2);.Zy B
k

rot f = -
(x2+y2) x* +y?
2 2
1/x2+y2—X7 —w/x2+y2+y7
~ X2+y2 ~ X2+y2 R’
- x2+y2 x2+y2

_ x2+y2—x2_—x2—y2+y2} 1 c
x* +y? 1 .
4y Xyt

kK

- x> +y?

div f = y?z +4xyz + 3xy°.
i i k

il L 2 2
OX oy 0z
2

xy’z 2xy°z 3xy’z
rot f = (6xyz —2xy2)|?+(xy2 —3yzz)T+(2y22 —2xyz)lz.
5. Determinar rot f sendo:

a) f =senxyi +cosxyj+zk

- - —

i J k
otf=| & 9 92
OX oy 0z

senxy COSXy z
rot f =(— ysenxy —xcos xy K.

b) f=2x2yi+3xz]-yk
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i i k

otf=| & 2 9
oXx oy oz

2x’y 3xz -y

rot f =(-1-3x) +(3z—2x*K..

¢) f=(x+y)i +Inzk

i ik
otf=| & 2 9 ¢
ox oy oz
X+y 0 =Inz

6. Provar a propriedade (a) da Subsecéo 6.8.3.

rot(f+g): rot f +rotg

Seja:
f :(fl' le fs)
G=(99,.9)

f."'g:(fl"'glifz"'gwfa"'gs)

i j K

ra 0 0 0

I’Ot(f +g): & 5 E
fi+9, f,+9, f+0;

9 +ig _ O +£g T+[gf +gg _ 9 —ﬁg }]+ 9 +£g
oy Doyt et et ozt Tt ooax oax e ox 2 ox?
[ O} (09; 09, T+(@_%jj+(%_%jj
oy 2z oy oz oz oX oz  OX
_[ O O e (99 99y ¢
oxX oy ox oy

:rotf+rotg.

_ifl_igl:|lz
o -
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7.Sejam f =(xz,yz,xy) e § :(xz,yz,zz). Determinar:

a) V.f
V.f=divf =z+2+0=2z

b) V.§
V.G =2X+2y+22=2(X+y+2)

c) Vx f

i j Kk
vxf=l? & 9

ox oy oz

X2 yz xy
V x F::(X—-y)r K

=(x-y)[i +1]

d) Vxg

i ] k
ng:g 9 é:(ﬁ)

ox oy oz

X2 y2 Z2
&) Vx(f xd)

i ]k
fxg:xz yz xy

X2 y2 ZZ

i k
s 0 0
Vx(fxg) = 5 =~

vy —xy® X*y-xz® xy’z-x’yz

Vx( Fxg):(2xyz—x22+3xzz)iﬁ+(3yz2 —y?z+2xyz) J +(3X°y —22° +3xy° )k .

f) (VxT)xg
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L
o =i

N
N
N

(Vx f)xgz(x—y)227+22 y—x)j+[y?(x—y)-x*(x—y)K .

8. Seja i =(x*—y?).Vf . Caleular divi no ponto P(L2,3), sendo:

a) f =senxy+x
Vf =(ycosxy +1)i +(xcosxy)j

= (¢~ y°) [y cosxy +2F + (xeos )]
divi = (x2 - yz)(—yzsenxy)+(ycos xy +1) 2x+(x2 - yz)x2 (—senxy )+ xcos xy (—2y)

= —xy?senxy + y*senxy + 2xy cos xy + 2x+(—x"senxy )+ x*y*senxy — 2xy cos xy
= y*senxy + 2x — x“senxy
No ponto P(1,2,3) temos:
divi =16sen2 + 2 —sen2 =15sen2 + 2.

b) f =xyz+2xy
Vi =(yz+2y)i +(xz+2x)j +xyk

i =(x? = y? Nyz +2y)i +(x* = y? oz + 2%)] + (x* - y? )y k
(x yz +2x*y —y’z -2y )I (x z+2x° —y2x2—2xy2)]+(x3y—xy3)lz

0 = (2xyz +4xy)+(—2yxz —4XY)+(O)
=0

9.8e f=2x%z e Vv=xT +xz ] +senxk, calcular:

a) (Vf)+rotv
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VE =6x%yzi +2x°2 ] +2x%yk

=—Xi —cosxj +zk

(V)+rotv = (6x2yz — x +(2x°z —cos x)j + (2x°y + 2K

b) div(fV)

fV = (2x3yz.x3)T + (2x3yz.xz)i + (2x3yz.senx)lz

= 2x°yzi +2x*yz?§ + 2x®yz.senxk

div( V) =12x%yz + 2x*z? + 2x*ysenx..

]
0 0

OX oy oz
2x°yz  2x*yz®  2x’yzsenx

c) rot(fv)=

rot( V)= (2x3zsenx—4x4yz)f +(2x6y—6x2yz.senx— 2x°yz cos x) J?+(8x3yz2 - ZXGZ)IZ.

10- Sendo G = 2xzi +(x* —2%)j +(x* + 22K , calcular rot(rotd)

i i K
_ 0 0 0
rotii=|—  — —
X oy 0z
2xz x2-7% x*+2z
=221 +(2x—2x)] +(2x-0)k
=271 +2xK.
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-
9
OX

i kK
rot(rotd) = % %
2z 0 2x
=(2-2)j
=0

11- Supondo que V representa a velocidade de um fluido em movimento, verificar se vV
representa um possivel fluxo incompressivel.

a) V(x,y)=(2y -3 +x*]
divV = 0 = éincompressivel

b) V(x,y,2)=(x,y,2)
divV =1+1+1=3= ndoéincompressivel

¢) V(x,y,2)=(2x,—2y,0)
divV =2-2=0=sim

d) V(x,y)=(=y,%)
divV =0 = sim

e) V(x,y,2)=(2xz,-2yz,22)
divV=2z2-2z+2=2=nao

12- Um fluido escoa em movimento uniforme no dominio D={(x,y)|0<y<8}. Se a

velocidade em cada ponto € dada por \7=(y +1)T, verificar que todas as particulas se
deslocam em linha reta e que V representa um possivel fluxo incompressivel.

divV = 0 = éincompressivel
Veja o gréafico que segue.
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-~

y

— )
6 5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

13. Verificar se as seguintes funcfes sao harmoénicas em algum dominio.
a) f(x,y,2)=xz+Inxy

divgradf =07?

vf =(Z+1JT+ET+XR
X y
. -1 -y =X
dlvgradfzvzf:?—?z 7y =— =0
Portanto ndo é harmonica.

b) f(x, y)=2(x2 —y2)+y+10
Vi =4xi + (- 4y +1)]
Vit =4+(-4)=0

Portanto é harmonica em R2.

c) f(x,y)=senxcoshy
Vf =coshy.cosxi +senxsenhy j

V?f =—coshy.senx +senxcoshy =0.
Portanto é harmonica em R°.

d) f(x,y,z)=x>+y*+2?
VE =2xi +2y ] +2zk
Vf=2+42+2=6%0.
Portanto ndo é harmdnica
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1
f(x,y,z)=x2—=y2_=
e) f(x,y,z)=x y z

Vi =2xi —y]j-zk
Vif=2-1-1=0
Portanto é harmdnica em R®.

f) f(xy,2)=x+y+z
Vf=i+]+k
Vi f =0.

Portanto é harmonica em R®.

9) f(x,y)=€*cosy

-

Vi =e*cosyi +e*(-seny)j
V2f =e*cosy +e*(-cosy)=0.

Portanto é harmonica em R2.

14. Verificar se 0 campo dado é irrotacional.

8) f(xy.2)=(yz.2,%)

i J k
otf=| L 9 9O
ox oy oz
yZ Xz Xy
=(x=x)i +(y—y)j +(z-2)K
=0= Sim

b) f(x,y,z)= (xyz,2x—], xzz)
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i j k
otf= L 2 2

OX oy 0z

xyz 2x-1 X’z

=(xy —2x2)j +(2— x2 )k = Nao

c) f(x, y,z):(yzexyz,xzexyz,xyexyz)
i
9
OX

yze™  xze™ xye™*
= (xzyzeXyZ +xe¥ — x’yze™ — xe¥ )T + (yzxzeXyZ +ye¥ — y?xzeV — yexyz)j

i K
rotf = 9 o
oy 0z

(22xye™ + 2 — 22xye™ — 7&K = 0= Sim.

d) f(x,y,z)=(2x+cos yz,—xz sen yz,—xy senyz)

i i k
rot f = 9 o o
OX oy 0z
2X+COSYZ —XZSenyz —Xysenyz
=0= Sim.

e) f(x,y, )=(x2,y2,22)

ik
otf =l 2 9
oXx oy oz
X2 yZ 22
=0= Sim.
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15- Um escoamento é representado pelo campo de velocidade
\7:(y2 +22)|7+xz j+2x2y%K.
Verificar se o escoamento é:

a) um possivel escoamento incompressivel;

b) irrotacional.

Para o item (a) temos que:

divv = 0 = éincompressivel

Para o item (b) temos que:

| @ —u
o =

~ 0
rotv = — —
OX oy oz

y +2° xz 2xPy?

= (4x2y - x)T + (22 - 4xy2)f +(z—-2y)k = Naoéirrotacional.

16. Para um escoamento no plano xy, a componente em x da velocidade € dada por
2xy +x° +y?. Determinar uma possivel componente em y para escoamento

incompressivel.

Temos:
\7:(2xy+x2 +y2)|?+v2 i
diV\7:2y+2x+%

Assim,

328



Resolugdo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: FungGes de varias varidveis, integrais
multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 227-228.

2y +2x+ X2 g
oy

v, = j(— 2y —2x)dy +a(x)

v, = —27— 2xy +a(x)

Vv, =—y® —2xy +a(x)
Sendo que a(x) € uma funcdo arbitraria.

17- Mostrar que se f(x, Y, z) é solucdo da equacdo da Laplace, Vf é um campo vetorial

que é, ao mesmo tempo, solenoidal e irrotacional.

Se f(x,,z) é solugdo da equacéo de Laplace, temos que V>f =0 ou div(grad f)=0.

Para f(x, y,z) podemos escrever que Vf :(;i%%j Assim, pela hipotese dada
X z

temos que é solenoidal, pois div(grad f)=0. Também é irrotacional, pois

i j kK

rot(Vf)=§ % ai:é.
X A
o of aof
ox oy oz

18. Usando o teorema 6.9.3, o0 que se pode afirmar sobre o campo vetorial dado?
a) f(xy)=(e*seny,e*cosy) em %

i k
9 9 29

OX oy 0z

e‘seny e*cosy O

rot f =

= (excosy—excos y)lz =0.

Podemos afirmar que f é um campo conservativo em $R2.
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b) F(x,y)=| — 5 —— |em D={x,y)|(x~3] +(y-5) <3|
(2 +y?)e (x+y?)e

i j K
otf=| 2 9 9
OX oy 0z
X y
3 3 0

(er ) (e r)

= —(x2+ 2)25 2x—x_—3(x2+ 2)252 k
=y (C+y?) 2 2xox (X )7 2y

=0.

Analisando o dominio (ver figura a seguir), observamos que ndo contém a origem e é

simplesmente conexo. Portanto, f é conservativo em D.

......
------

L 4

) f(x,y)= X -, y em D={(x,y)| X’ +y* <1}

3

(¢ +y?)e O +y7)

Temos que rot f =0.
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Analisando do dominio (ver figura a seguir) observamos que D contém (0 0) e dessa forma

f nao é continua em D. Portanto, f n&o é conservativo em D

-~ y
""""" 4‘“-"--\"«\
//
//’
i} ’
\
\ ,
. e
______ L
- X z
d) f(x,y,2)= -, y T

(x2+y2+22)5 (x2+y2+22)5 (x2+y2+zzf2
em D={(x,y,2)|0<x*+y?+ 2% <1}
Temos que:

rotf =

2)_2 z(x2+y2+zz)_5
(z ;(x +y*+z )_5.2y—y(x2+y2+22)_22._73j?
[x ;(x +yi+z )_S.ZZ—Z(XZ+y2+22)_25._73.2xJ]

-5

5 — —
( 73 X +y2+22)2.2x—x(x2+y2+22)_2.73.2yjk
=0.

] i
9 9
OX oy

3
X(+y2+ 222 y(P+y sz
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Analisando o dominio (ver figura a seguir), observamos que nao contém a origem, sendo que

D é simplesmente conexo. Portanto, f & conservativo em D.

e) T(x,y,2)=(x’seny+z,ycosy+1,22 — xy)em %

Temos:
i i k
otf=| 2 9 9
OX oy 0z

x’seny+z ycosy+1 z°—xy

= (=x—=0)i +(L—y)j+(0+x*cosy K 0.

Portanto, f nio é conservativo em R°.

f) f(x, y)=(x2 +vy,y2 —x)emiR2

Temos:
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i j k
rotf = < A
OX oy oz
X*+y y*-x 0
=(-1-1k
= -2K.

Portanto, f ndo é conservativo em R,

9) f(xy z)=(-senx+cosx z,y)em®R®

Temos:
i i Kk
rot f = 9 A
OX oy oz
—SenX+Ccosx z Yy

=(1-1)i +0j +0k =0.

Portanto, f é conservativo em R°.

h) f(x, y)=(senx,cosy)em®R>

ik
o 2
oy oz
senx cosy O
=0.

Portanto, f é conservativo em R2.

19. Verificar se 0s seguintes campos vetoriais sdo conservativos em algum dominio. Em

caso afirmativo, encontrar uma fungéo potencial.
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a) f =2xi +5yzj+x2y?z2k

Temos:
i k
ox oy 0z
2x 5yz x*y’z?
#0

O campo ndo é conservativo.

b) f =@+ ysenx)i +(1—cosx)j

Temos:
i j k
rotf=| 2 9 9
OX oy 0z
1+ ysenx 1-cosx O

= (senx — senx )k = 0.

Portanto o campo é conservativo. Vamos entdo encontrar a funcdo potencial, resolvendo o

sistema:

ou
— =1+ ysenx
OX

ou
— =1-cosXx
oy

Usando a primeira equacgéo temos:

u= I(1+ ysenx)dx +a(y)

= x+ y(-cosx)+a(y)

Levando este resultado na segunda equacdo temos:

Assim,
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a:fdy:y+C

A funcdo potencial € dada por u=x-ycosx+y+C.

¢) f =Inxyi +Inyzj+Inzxk

i ik
otf=| 2 2 2
OX oy oz
Inxy Inyz Inzx
0.

Portanto o campo ndo é conservativo.

Temos
i j k
rot f = 92 9 9
OX oy 0z
y?—3— 2y L+2xy+2y 0
X2 + xy X+ Y
rotf=| % . +2y_2y+(x2+xy)l—2y(x) k
(x+y) (X% +xy)
-1 +x2+xy—xy

- Ex +yfF  xX(x+y)
=0

Portanto, o campo €é conservativo em dominio simplesmente conexo gque ndo contém pontos

dareta y =—x.

Vamos entdo encontrar a fungdo potencial, resolvendo o sistema:
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6_u_y2_3_ y

X X2 + Xy
ou 1

—= + 2%y +2
Y Xty Xy +z2y

Usando a primeira equagédo temos:

@: 2 3 y

OX X2 + xy
— 2_3_ y d
o=J[r-a- o
—y2x-3x— [ d
e Frernke
Zyzx—3x—j[1+ -1 jdx
X X+Yy

= y?x=3x—In[x|+ In|x + y| +a(y)

Levando este resultado na segunda equacdo temos:

au_ LJr—a——+2xy+2y
oy X+y dy x4y
da
= _2
dy y
y2 2
a=|2ydy =22-+C = C
[oydy =27-+C =y*+

A fungao potencial é dada por u = xy? —3x—In|x/ +In|x+y|+y* +C.

e) f =(10xz + ysenxy )i + xsenxy j +5x°k

Temos:
i i k
rot f = 9 9 2
OX oy 0z
10Xz + ysenxy  Xsenxy 5x?

= (10x—10x) ] +( yxcos Xy + senxy — y cos xy.X — senxy )k
=0.
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Portanto, o campo é conservativo. Vamos entdo encontrar a funcdo potencial, resolvendo o

sistema:

o =10xz + ysenxy
OX

au_ XSenxy
oy

M 5x*

0z

Usando a primeira equagéo temos:

q =10xz + ysenxy
OX

2

u= I(lez + ysenxy ) dx :102%+—cos xy+a(y,z).
Levando este resultado na segunda equagéo temos:
M Xsenxy + a_ Xsenxy

oy

oa
—=0+Db(2)
oy
a=Db(z)
Usando a terceira equaco temos u =5zx* —cos xy + b(z) :
M _pyey o _
0z dz
db _
dz
=b=C

5x°

0

A funcéo potencial é dada por u =5x?z —cosxy + C
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i ] kK
otf =2 2 9
ox oy oz
e’ 2e’ 3’

Portanto, o campo € conservativo. Vamos entdo encontrar a fungéo potencial, resolvendo o

sistema:

au_
X
ou_
oy
ou
.

X

e

2¢e’

3e?

Usando a primeira equagéo temos:

ou «

—=e

OX

u= Iexdx =e*+a(y,z)

Levando este resultado na segunda equacdo temos:
u_da_
o oy
a= J'Zeydy =2¢e” +b(z)

2¢e’

u=e*+2e’ +b(z)
Levando este resultado na terceira equagao temos:

ou db

—=—=23¢
0z dz

b=_|.3ezdz=3eZ +C

A funcéo potencial é dada por u =e* +2e¥ +3e* +C.
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20. Encontrar uma funcdo potencial para o campo f , no dominio especificado:

a)  f(xyz)- AN y : 5 (em  qualquer dominio
2

(x2 +y°+ 22)5 <x2 +y°+ 22)5 (x2 +y*+72°
simplesmente conexo que ndo contem a origem.
f & conservativo em qualquer dominio simplesmente conexo que n&o contem a origem.

VVamos entéo encontrar a fungdo potencial, resolvendo o sistema:

ou__x
X (x2+y2+22)g
ou__ Yy
oy (x2+y2+22)g
au__ oz
oz (x2+y2+22)g

Usando a primeira equagéo temos:

-3

% = x(x2 +y* 4+ 22)7

=3
u:jx(x2+y2+zz)2dx

-1

1P +y?+z?)?

2
Aplicando na segunda equagéo temos:

%u :—(x2 +yi+ zzﬁ.%.2y+%: y(x2 +y* 4+ zz)_73

Assim, a_a =0.
oy
a=Db(z)

u=—(x?+y? +22)_71 +b(z)

Aplicando na terceira equacédo temos:
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ou 1., ., 2_73 db 2 2. 2\s
— =Xty +2°)2 .22+—=2Z(X+Yy +2°)?
0z 2( y ) dz ( y )
@:O b=C
dz
u= -1 +C
X* +y%+7°

- 2X 2y 22
b) f(x,y,z)= , )
) fley.2) (x2+y2+z2 x> +y? +17° x2+y2+22j

em qualquer dominio simplesmente conexo que ndo contém a origem.

f & conservativo em qualquer dominio simplesmente conexo que n&o contém a origem.
VVamos entéo encontrar a fungdo potencial, resolvendo o sistema:

ou 2X

ox (X +y’+7?)

ou 2y

oy (XC+y+77)

ou 22

oz (x2 +yi+ 22)

Usando a primeira equacgdo vem:

au _ 2X
ox  XP+y*+1z?

2X
u=[ e Xyt 2 valy2)

Aplicando na segunda equacdo temos

u__ 2y a2y
oy X4y +z® oy XP+yi+z?
@ _g

oy

a=b(z)

Usando a terceira equagao temos:
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ou _ 22 db _ 27
oz xP+y*+z? dz xP+yP+z?

@:OSb:C
dz

A funcéo potencial é dada por: u = In‘x2 +y?+7°|+C.

¢) f(x,y,z)=(ye?,xe?, xye?)

f é conservativo em R°,

VVamos entéo encontrar a fungdo potencial, resolvendo o sistema:

5_U_ yez
OX

ou )
— = Xe
oy

a_u— XyeZ
0z

Usando a primeira equagéo temos:

_
OX

z

ye

u =Iyezdx = ye’x+al(y,z)

Aplicando na segunda equacgédo temos:

—=xe'——=xe
oy oy
a_y

oy

a=hb(z)

Usando a terceira equacao temos:

A xye* +@— xye*
oz dz '
@=O:>b:C

dz

A funcdo potencial é dada por:

u=xye*+C.
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CAPI'TULQ 7
7.6 - EXERCICIOS
pag. 241 -244

1. Calcular ” f(x,y) dxdy, onde:
R
a) f(x,y)=xe¥ ; R é o retAngulo: 1<x<3,0<y<1,

x e dy dx

O ey

1

xe¥ dy=eX| =e* -1

0

3

(e -1) dx=eX _x| =e’—e'—(3-1)=€’—e-2

Ple— W Ot P ——w

1

b) f(x,y)=ye¥ ; R é o retangulo: 0<x<3; 0<y<l.

1

Tt £ oxyl ; 1 1 1 1, 4
e S T R e

c¢) f(x,y)=xcosxy ; R é o retangulo: nggz;OSygg.

X cos Xy dy dx

O =y |y

zl2
0

X 7T
x cos xy dy =sen xy| :senT

2

Ot N OV [y O

senzx dx=3(—cos£x)
2 T 2

=—g(cos£2—cos sz—g(—l—l)zi
2 T

0 V4 T

d) f(x,y)=yInx ; R é retAngulo:2<x<3; 1<y<2
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23
”ylnx dx dy
12

J'Inx dx
1
u=Inx — du== dx
X
dv = dx — V:J dx=x+c

1
Inx dx=(Inx)-x—[x-= dx=xInx—
'[nx X (nx)xjxx Xx=xInx—x

3
[inx dx=(xIn x_x)E=3In 3-3-2In2+2=3In3-2In2-1
2

2

2 2
[y(3In3-2n2-1) dy=(3In3-2mn2-1) °-
1

=(3In3-2In 2—1)-(%—3:

1

:g(3ln 3-2In2-1).

e) f(x,y)::ly ; R é o0 quadrado: 1<x<2; 1<y<2

P C— N
>
+ |~
<
o
>
Q.
<

2
=infx+y| | =Mn[2+y|-Inft+y]

>
+
<

P — ) — N C— N
o
>

(In2+y|-Inf1+y]) dy

Resolvendo as integrais temos:

[In(2+y) dy
1
u=In(2+y) - u 7ey y
dv =dy — V=_[ dy=y+c
1
J'In(2+y) dy =1In (2+y)~y—J.y~?y dy

=yln (2+y)—j$ dy

=yl (2+y)—j(1—2J dy

2+y
=yIn(2+y)-y+2In(2+vy).
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Assim,

Z 2
Jln (2+y) dy=(y|n (2+y)-y+2In(2+ y))L:4In 4-3In3-1
1

In(1+y) dy=yIn(1+y)-y+In (1+ y)‘f:’&ln 3-2In2-1

X 4 IN4-3IN3-1-3IN3+2IN2+1=4In4—6In3+2In 2

X+y_

(4In4-3In3+2In2) dy=4In4-6In3+2In2=10In2-6In3.

P e— N P — N P — N

2. Esbocar a regido de integragéo e calcular as integrais iteradas seguintes:

12x

a) ”(2x+4y) dy dx

Temos que:
X<y <2%
0<x<1

Veja grafico a segulir.

2X
2% 2
J(2x+4y) dy = 2Xy+4.y7 :2x(2x—x)+2(4x2—x2):2x2+6x2:8x2.

X

1

L 3
jsx2 dx=g % _8
g 3| 3

0
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2y
b) J.J'(xy2 +x) dx dy
0y

Temos que:
—y<x<y
0<y<2

Veja grafico a seguir.

dey:O
0

c) j'lj.xx dy dx

Temos que:
Inx<y<1

££x£e

Veja grafico a seguir.
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>

y
2,,
-1 1 2 3 4 ’
-1+
-2+
1 1
dey=xy| =x(1—Inx)=x—-xIn x
In x nx
'f(x—xlnx) dx
1
Resolvendo a integral temos:
lenx dx
1
u=1Inx — du== dx
X
X2
dv=x dx - v:dex:——+c
2
2 2 2 2
Ixhwxdx:hwxf—— i—-E'-dx=5—lnx—l-5—+c
2 2 X 2 2 2
Portanto.
e 2 2 ) 2 2
XS X 12 e” e 1, 11
X=xInx)dx=_"__—_. - =~ —Z lIne+=e?-Z=_=
!( ) Ox= Ty x| =y e e o
1
e? e 1, 3
=———+=e"——
2 2 4 4
_1g 3
4 4

elnx
d) !!e_ley dy dx

Temos:
0<y<Inx
1<x<e

Veja grafico a seguir.
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>

y

H

Invertendo os limites de integragéo temos:

!
-(Ue—ey dx dy

eV

I ! dx = 1
e—e’ e—e’

ey
Jl-—ey+e

1 1
[ore =] &=yl=t

T Sen X

e) j jy dy dx

Temos que:
0<y<senx
0<x<rx

Veja grafico a seguir.
31y

Ny -

/2 T
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sen x

7[1 4
j—sen X dx=—(—lsenxcos x+1x)
$ 2 2\ 2 2

!

O ey

sen X

1
dy=2_| == sen?x
y ay >

11-y?

f)J Jx dx dy

Temos que:

{03xsw/1— y?

0<y<1

Veja grafico a seguir.
y

1/4-x2

0) j _[x dy dx

-1 17)(2
Temos que:

VI-x* <y<4-x?
-1<x<1

Veja grafico a seguir.

0

1

2

—1 SenﬂCOSﬂ+1ﬁ+l sen0cos0-0 =l7r
2 2 2 4
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Ty

X
14
j X dy:xy|:g:x(x/4—x2—x/l—x2)
=
1
3/2 3/2
2 2
F 4-x —X
4-x2 —1-x2) dx= _1,( ) 1( ) __Lgpe,t 121 5 0
J;x(\/ X2 - x) x=| -2 72 5 3 3() +3( )+3() 3
-1
1x
h) sz dy dx
0 x2
Temos que:
x> <y<x
0<x<1
Veja grafico a seguir.
o
1,,
14
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1
0 3 6 3 6 6 6
0
2 X
i) [y Inx dydx
10
Temos que:
0<y<x
1<x<2
Veja grafico a seguir.
1Y
1+
X
1 2
-14
X 2 x 2
[ymnx dy=nxL- =% Inx
0 2 2
0
2 2
Ix—lnx dx
12
Vamos resolver a integral
3 3 3
Ixz In x dx:lnx~X——J'X—-1 dx:1X3 Inx—l.x—+c
3 3 X 3 3 3

2.2

2
_[X—Inx dX=1 1x3|nx—£x3 =1(1~8In 2—1-8J—1[—1j=4ln 2—1.
1 2 2\3 9 . 2\3 9 2\ 9) 3 18
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1y

), IIJX4—y dx dy
00

Temos que:

0<x<y
0<y<1
Veja gréafico a seguir.

Resolvendo a integral vem:

y 32|’
gm dX=I (x+y)* dx= (X+>’2) 3(2y)3/2—§y3/2

0

2 P2 2,2 2) 4
32 32,302 32 3/2
@yt ) oy = 3( i ‘5/2) ek

oa\m

B

k)jjsafx dy dx
00

Temos que:

0<y<1
0<x<1
Veja grafico a seguir.
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1
=sec® x
0

1
J'sec3 x dy=sec3x y
0

jsec3x dx = L sec X-tg x+1_[sec X dx = sec X-tg X+ < 1n [sec x+1g X|+¢
2 2 2 2

1

=%secl-tg 1+%In(secl+tg 1)—%In |sec 0] =

0

1
Isecg X dX=(;sec X-1g x+% In |sec X +tg x|)
0

= % secl-tg 1+% In|sec1+tg 1]

11
) “|x+y| dx dy
0-1
Temos que:
-1<x<1
0<y<1
Veja grafico a seguir.
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X+y , X+y=0
|x+ﬂ={
-X=y, X+y<0

(x+y) dxdy=

O ey =

j(x+y)dxdy=jf(x+y)dxdy+j}(x+y)dxdy+

0 0y

O t—
o t—_—

T(—x—y)dxdy+jf(x+y)dxdy+jj(x+y)dxdy:

1

3 3 2 3 3 2
Sy Lyt 1yt Yyt Ly
2 3 2 2 2 3 3 2 2
0
11111111 2 —2+4+6 8 4
=——t—t————= +—+—t—=—=+—+1= =—=—
6 3 2 2 6 3 2 2 6 6 3
1l¥
m) II(XZ—ZyZ)dydx
11
Temos que:
~1<y<|x|
-1<x<1

Veja grafico a seguir.
y
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X

3
(x2 —2y2) dy = [xzy—z.y?] = x* (|x|+1)—§(|x|3 +1) = x|+ x? —§|x|3 _2
1

11 2 -
4
2 x+1
n) I Ix"' dy dx
-10
Temos que:
0<y<x+1
-1<x<2

Veja grafico a seguir.
y

34

x+1

x+1

'[xz dy =x2y| =x*(x+1)=x>+x
0 0

‘ x4 x32 27
j(x3+x2) dx="_4 2| ==

% 43,

+1_1_z__(w
3

3
4 3
3 4 3 3
_3_
12 12 4
£+1_1_g_3+4—2—8
4 3 6 3 12
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3. Inverter a ordem de integragéo:

y/2

a) jjf(x,y) dx dy

Veja a representacao grafica e analitica da regido de integracéo.
y

0<x<y/2
0<y<4

Portanto,

j. f(x,y) dydx

2

O

<

b) I]f(x,y) dy dx

Veja a representacao grafica e analitica da regido de integracéo.
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X*<y<x®
0<x<1
Portanto,

f(x,y) dxdy

O ey
—

c) jej f(x,y) dy dx

Veja a representacao grafica e analitica da regiao de integragao.
y

e2

0O<y<e”
1<x<2

Portanto,

2

f(x,y) dxdy+e‘|._|2.f(x,y) dx dy

O Sy @
P —

elny
3 —x2+2x+3
d) .[ jf(x,y) dy dx
1 0

Veja a representacdo gréafica e analitica da regido de integracéo.
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-1<x<3

Portanto,
41+4-y

'[ jf(x,y) dx dy

01-/a-y

{03y£—x2+2x+3

/4 senx

e) I J'f(x,y) dy dx

0 22
—X
v
Veja a representacdo grafica e analitica da regido de integracéo.

PN

y

/4
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&xgygsenx
T

0<x<Z
4
Portanto,

Ty
z/4 senx V2/2 242

I j f(x,y) dydx:_[ jf(x,y) dx dy
Oﬂx 0 arcseny

y2

f) I f(x,y) dxdy

Veja a representacdo grafica e analitica da regido de integracéo.

O ey N

0<y<2
Portanto,

j".sz(x,y) dy dx
N

X

{OSXSy2

1 3x

o) | [(xy) dydx

0 2x
Veja a representacdo gréafica e analitica da regido de integracéo.
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Ty
B
2,,
14
X
] N
2x <y <3x
0<x<1
Portanto,
2y/2 31
IJ f(x,y) dxdy+j j f(x,y) dxdy
0y/3 2y/3

4. Calcular ﬂ (x+4) dxdy, onde R é o retangulo 0 < x <2
R

geometricamente.

(x+4) dxdy

O ey O
O ey N

2 X2
[(x+4) dx= ?+4x =2+8=10

0

.GflO dy =10y|z ~ 60

0<y<6. Interpretar

Volume do s6lido com base retangular e superiormente delimitado pelo plano: z=x+4.

5. Calcular ﬂ (8—x—y) dxdy, onde R é aregido delimitadapor y=x> e y=4.
R

Segue a regido de integragao.
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4 4 4
_[(B—X—Y) dy = 8y_xy_y2 =[8~4—x 4—%]—[8x2—x3—%J=%+x3—8x2—4x+24

2

o 5 4 3 2
J.(X—+x3—8xz—4x+24] dx = 1x +X 8 X 4X——|—24X
2\ 2 25 4 3 2 ]
=(i-32+1.16—§.8—2-4+24.2j—(i(—32)+1.16—§(—8)—2-4+24(—2))=
10 4 3 10 4 3
896
T 15

6. Calcular _U Jx sen (\/; y) dx dy onde R € a regido delimitada por
R

y=0 , x:% e y=\/§.

Segue a representacao grafica da regido:

/2

Assim,
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7/2x

I I«/;sen(«/_y) dy dx

J\ﬁsen(ﬁ y) dy = —cos(v/xy) |Oﬁ:—cos X+c0s 0=—cos x+1
0

/2
j (1-cos x) dx= (x—senx)‘;ﬂ2 =T _senZ2 g
) 2 T2 2

7. Calcular ” sen x sen y dx dy onde R é o retangulo 0< x<§ e 0<y <%
)2 )2
J' sen x sen 'y dxdy
0 0

/2
I senxseny dx=

_—sen ycos%+sen ycosO=seny(-0+1)=seny

7[/2

Iseny dy =

——cos%+cosO=1

8. Calcular H dydx onde Réoretdngulo 1<x<2 e -1<y<l1.

Jl-j-ylnx dx dy
-11

9. Calcular ﬂ (x2+y?) dx dy onde R & a regido delimitada por
R
y=vx e x=4 e y=0.

Veja a representagdo grafica da regido:
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Ty

Assim,
ﬁ(x2+y2) dx dy
Oyz
4
I 2,2 X3 2 64 : Y
[(x +y ) dx=| —+Yy~X :?+4y 3 y

0

dy dx
(x+yy

10. Calcular J‘J. onde R éoretdngulo 3<x<4 e 1<y<2.

te o dydx
!! x+y)
2 (X"‘Y)_l -1 2_ 11
_1 _X_|_y _X+2 X+1
1

1

I g o= (=In px2+in [x+1)|

—~

=2In5-In3-3In2

X+2 X+1

11. Caleular [[(2x+y) dxdy onde R é a regido delimitada por
R

X=y?’-1 ; x=5 ; y=-1 e y=2.
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Veja a representacdo grafica da regido a seguir:
y

. /

/ X

24
Assim,
2 5
J. I(2x+y) dx dy
,1y271

5

5 X2
I(2x+y) dx=| 2 —+YX -
y’ -1 2

y?-1

=—y'—y +2y2+6y+24

5 4 3 2
_y—yT 2y +6y+24) dy = 427 467 424
_jl(y y*+2y* +6y+24) dy c 2 > y

2
12. Calcular J jx—zdx dy onde R é aregido delimitadapor y=x ; y= !
7Y X

Veja a representacdo grafica da regido, a seguir:
y

Assim,

2

1533
20

-1

e X=2.
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2 x 2
-HX_Z dy dx

y
-1 2|
X X 2 2
'[X—Z dy:XZ-y— = :—X—+)(T:—x+x2-x:—x+x3
1Y -1 1 y 1 o=
* X x X
2
o =x> X!
'[(—x+x)dx: +— ==
1 2 4] 4

13. Calcular J] (x+ y)dxdy onde R € a regido delimitada por
R

y=x’+1 ; y=-1-x* ; x=-1 e x=1.
Veja a representacio grafica a seguir:

g
\t

-1

//f

Assim,

jjguy) dy o

1 _ YZM_ . x? +1f o C1oxf

_lL(ZX+y)dy—xy+7 = x(x2 +1)+ . _x(c1-x?)- S
= 2x% +2x -

.1[(2x3 +2x) dx =0,
e}

14. Calcular ﬁe’xz dx dy, sendo R aregido delimitadaporx=4y ; y=0 e x=4.

Veja a representacdo grafica da regido a seguir:
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Ty
1
‘ X
1 1 2 3 4 ’
4 x/4
[ e dydx
00
X/4
x/4 2
- —X 2 X
eX d = :eX . —
forovey] e
0
11 _2f
4 —
0 2 0 8 8 8

15. Calcular ﬂ (x+1) dx dy, sendo R a regido delimitada por [x|+|y|=1.
R

Veja a representacao grafica a seguir:
T

y=1-x
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11-y 0 l+y
J'J' x+1 dxdy+J'J' x+1 dx dy
0y-1

“1-y-1

y-1

» 2\~ : :
J ey dx{xzﬂj 00y Uy

3 2
oy oo T [ =LAEy)T (=y)T o1 (y)” (v
ﬂz T (yl)]dy 2 3 2 2 3 2
=1
21+y
RN G N B CERYEE S U5\ U2 S ) 2 s
4 2 2 2 2 2 2 2
3 0
‘[(WZ)Z y2] 1(y+2) 1y
[l U ey 1
L2 272 s 2

-1

Resposta Final: 1+1=2,

16. Calcular ﬂ2y dx dy, sendo R a regido delimitadapor y=x> e y=3x-2.

Veja a representacao grafica da regido a seguir:
%
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2 3x-2

J‘J' 2y dy dx
o 3x-2

3x-2 y2

f 2y dy=2 =(3x-2)" -x*

2

1(3x-2) x| 4
3 3 5 5

1

17. Calcular ﬁ X dx dy, sendo R a regido delimitada por
R

y=-X y=4x e y—§x+E
’ 2 2

Veja a representacao grafica da regido a seguir:

1y

4

3,,

ot

X

/ 1 1 2 !

l,,
1y/4 4 y/4
[[xaxay«] [ xdxay="2+>=0
k 5 32 32
0-y lg(y—5/2)

18. Calcular ﬂ y dxdy, sendo R a regido delimitada por
R

x=0 , x=y*+1 , y=2 e y=-2.
Veja a representacao grafica da regido a seguir:
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Ty
1,,
X
1 2 3 4 !
_1,,
2 y2+1
j _[ y dx dy
-2 0
y2+l 2.

'[ y dx=Y X: :y(y2+1):y3+y

0

2
I(VBW) dy=| —+=—— || =—F+5-——F—7 =0
-2

)
19. Sejam p(x) e g(y) fungdes continuas. Se R é o retangulo [a,b]x[c,d], verificar que

[ p(c)aly) dxcy=[ plx) ax- [aly) dy.

p(x)a(y) dxdy= j‘q(y)ﬁp(x) dx}dy:ip(x) dx-j.q(y) dy

a

0 t—
D ey T

20. Calcular J.I (x + y) dx dy onde R € a regido descrita na figura 7.17.
R

Veja a representacdo grafica da regido a seguir:
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>

y
2
y=4
y=1/x
14
‘y=(1/4)x X
1 2 !
Y2 4y 2 1y
J .f(x+y) dxdy+j J(x+y) dx dy
0 y/4 Y2y/4
4y 2
v2 4y vz %2 2| 16y? Le y i o1,
) dxd 2 dy = 4y)-16 _y. Y14 8y2+4 dy =
l'[x+y xyj2+yx y=| 2+y(y)2y4 yj(y+y324yjy
y/4 0 0
y/4
_'f 375y’ dy = 375 y 375
o 32 32 3| 768
vy 2
2 -1 3 3
zl/y X 2 2 1 1 1
(x+y) dxdy=[| —+VyX dy = 1 1+y.£_l.L_y.X dy=| = y + y Yy
y 2 y? 2 16 4 y
17254 2 2\% Y y 2 -1 32 3 4 3 ),
y/4 3
21161
768

Resposta Final: 1716681 375 _1536 _,

768 768

21. Calcular H (1+x+y) dxdy onde R é delimitada pelo triangulo de vértices (1,1), (1,2)
R
e (2,-1).

Veja a representacao grafica da regido, a seguir:

369



Resolugdo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: FungGes de varias varidveis, integrais
multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 241 — 244.

>

y
2 E——
1 —— \
: N

-1
2 -3x+5
f I (1+x+y) dydx
1-2x+3

—3x+5

|yl | e

1

N | w

—2x+3

22. Calcular ﬂ xdx dy onde R é a regido descrita na figura 7.18.
R

>

y

23. ﬂ dx dy onde R é a regido descrita na Figura 7.19.
R

JI-x+y
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>

y

VV><

[a—x-y)" ax=—"" 2 =21 (-y)+y) " + 20114 y) =21+ 2y) 2(2+ )"

-1

2 2 1 (1 2y)3/2 (2 y)3/2
2(1+2y)7 + +y) = -2.= +2 =
[ 2(1 2y) 2(2 y) } dy / /

1

O ey

0

~2\B+2-2V2

3

24. Calcular ﬂ X dy dx onde R é a regido descrita na Figura 7.20.
R
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CAPI'TULQ 7
7.8 - EXERCICIOS
pag. 254 - 256

1. Calcular J' J'(x2 + yz)2 dx dy onde R é a regido da Figura 7.32.
R

Ty

Temos:

64 |
i0- %9 6_64_ 64 7 32

Il
— N

(rz)zr drdo T2 22,
2 6 2 3

Ny NN
Oy N
|

NN

-
o
(@)

|

IS

2. Calcular I Isen(xz + y2) dx dy onde R € a regido da Figura 7.33.
R

Ty

Temos:
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2

i(sen rz)r drdﬁzjz(—cos I’2 do= j(_ECOSLHZJ do = (—%cos4+%}z

0

O 3§

0

dx dy

>— » onde R ¢ a regido da Figura 7.34.
1+xX°+y

3. Calcular I I
R

0

%zr dr do i1 2 Z1 1 : 17 P
M 2 —!(2 |n(1+r )) {E In5 d9_2In56? =2 In5=21n5

Para a regido do terceiro e quarto quadrante temos:

22 dgrde % 1 ( 2) 1 7
=l = = [=1 =Zns.
f{ T I(Z In{L+r<)| do !2 n5 do=7In5

0

Portanto, a resposta final fica: 27 5.
8

Observe que também poderia ter sido calculada s6 uma integral com r variandode 0 a2 e

@ variando de —r a %

dx dy

—/2 onde R é a regido da Figura 7.35.
1+ X2 +y )3

4, Calcularj I
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a
Temos:
TS R Y L I W D
3/2 - - -1
oo(1+l’2) 25 22 > 0 2 1+r2 0 2 \1+a?

5. Usando coordenadas polares, calcular:

4ay-y?
a) I I(x2+y2) dx dy
0 0

Veja a representacao grafica da regido de integracao.

44
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X =4y—-y’
x> +y?—-4y=0
x2+(y—2)2:4
<\4y-y*
0<y<4
4sen @
7/24sen /2 r4 /2 1
j j r2.r drd@:j de:j—-zsssen“e do =127
0 0 0 4 0 4
0
2 Jax
b)j y dy dx

2
Veja a representacao grafica da regido de integracéo.

—VA-x* <y<VJa-x?
3 2 2
272 27 r 2r 8 B
[[rseno-r drdo=[sen @ — :jsene-§ dé=——C0S & :—8(1— )=0
00 0 3 0 3 3 . 3
0

11-x?

c)'[ Iy dy dx

Veja a representacdo grafica da regido de integracao.
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-~

y
0<y<+1-%?
-1<x<1
3| g
7l T r 7 _1 _
[[rseno-r drdo=[sen @ — d<9zjsen<9-1 do=—C0S & —1( 1—1)=—1
00 0 3 0 3 3 . 3
0

1y-y?
d) [ [y dxdy
0 0

Veja a representacao grafica da regido de integracao.

Ty
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0<X<AJy—-y?
0<y<1
X =y-y?
X+y’-y=0
R
Y=2) 71
3 sen @ i
/2 sen O /2 r /2 1 1 3 2
[rseno-rdrdo=[sen@ | do=[Isen'o do="| —~ sen®-cos O+ [sen’d d6 | -
0 0 0 3 i 03 3\ 4 4 .
/2
-1 1/ 1 1
- ~sen®@-cos O+~ | ——senf-cosO+- 0 | ==
12 a2 27 ) 18
1 V1-x?
e)J I J1-x%—y? dydx
“1_ 12

Veja a representacdo grafica da regido de integracdo.
y

v
L4

27

‘([‘([Jl—jr drd0:£ 2. 3/2 dezo(_'_j do-— 0| -2~

24y
f) j J'x dx dy
y

0
Veja a representacdo grafica da regido de integracdo.
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Ty

2
/4 2 /4 3 /4

r 8
J.J.rcoser drd6?=J'COS(9— d@zjlcosﬂs do=—sen & _8
3 3

00 0 3 0 3

0

/4

rvl‘lsl
oo!b
Ny

0

2y
9) ”x dx dy
00

Veja a representacdo grafica da regido de integracdo.

Esta integral tem uma resolugcdo mais simples se resolvida em coordenadas cartesianas,

mas é possivel resolvé-la em coordenadas polares como segue:
T 2
2 sené

X dxdy= J'rcos 0.rdrd@
0

O ey
O e <

8003349 IH:E.
3sen’6 3

BN o BN —

378



Resolugdo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: FungGes de varias variaveis, integrais
multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 254 — 256.

P

h)T I X2 +y? dydx
0 0

Veja a representacdo grafica da regido de integracdo.

=

Temos:
a 3 /2
/2 a 7[/2 /2 _3 a 3
Ijrr drdg = I :l%dezﬁ :7[;.
0 0
2X—x?
|)I Ix dy dx

VeJa a representacdo grafica da regido de integracdo.
Ty

Temos:

3 2cos @
22 x 7/2 2c0s 6 7/2 7/2

_[ j X dydx:j _[ rcosé-r drdH:j COSHr— d@z[lcose-23~cos36 dezﬂfzgcos“e dé=
0 0 0 0 0 3 0 3 0

z
5

6. Calcular J' J‘w/x2 +y? dxdy, sendo R a regido delimitada por
R

xX>+y?=1 e x*+y’=
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Veja a representacdo grafica da regido de integracdo.

[y

Temos:
33 272'
273 27 27 1
”r-r drdezj— do=| ——— 10 _26 5,2,
01 0 3 3 3 3 3
1

0

7. Calcular j jez(xz*yz) dx dy, sendo R o circulo x* +y? <4.
R

Temos:

272 2z

2

2 .

”ezrzr drdé = J.iezr d9=2j(%e8—%j dez(%eB—%j.Z;z:(es_l)ﬂ.
00 0 0

0

8. Calcular I J.x dx dy , sendo R a regido delimitada por x> + y> —4x =0.
R
Veja a representacao grafica da regido de integracao.

Ty
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4cosd
7/2 4cosd /2 r3 /2 1
J' j rcosdr drdd= ICOSG— do = I—cose-64cos39 do =
-z/2 0 -/2 -r/2
0
/2
= I %cos“@:S;z.
-z/2

9. Calcular I J.(x2 + y2) dx dy, sendo R a regio interna a circunferéncia x* +y> =4y e
R

externa a circunferéncia x° +y? =2y.
Veja a representacao grafica da regido de integracao.
'y

-2 -1 1 2
Temos:
4sen @
zdsend V4 r4 T 1 V.4
j r2.r dr d@:j— d@:j—(256 sen‘0 - 16 sen’0) d@:jeo sen‘d do =
0 2send 0 4 04 0
2sen @
45
=—T.
2

10. Calcular J. J.y dx dy, sendo R a regido delimitada por
R

y=X , y=2x e y=+4-x°.

Veja a representacdo grafica da regido de integracao.
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Ty
2‘
4
J5
NA
1,,
2] 2 2 .
J5
Temos:
arc cos — 3 2
EZ arccosll»\/g r arccosl/«ﬁ 8
[ Jrsenor drdo= [ sen@-—|do= [ =senode
z/4 0 l4 3 7l4 3
0
arc cos ——
8 * 85 42
-——C0S 6 85 42
3 ” 15 3
"

2 2

11. Calcular j Ixy dx dy, onde R é delimitada por XY 1.
R 4 9

Veja a representacdo grafica da regido de integracdo.

ty

Para resolver essa questdo podemos usar uma dupla transformacgdo como segue:
e Usar x=2u;y=3v, com o Jacobiano igual a 6, resultando a regido R’ como um
circulo centrado na origem de raio igual a 1;
e Usar a transformacéo para coordenadas polares.

([ xydxay = [[ 2u.3v.6dudv =
R R

27 1 27 4 1
:36j jrcosa-rsener dr d0:36j'cose.sen6?% | do=0.
0 0 0

0
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12. Calcular _[ j\/(x ~1F +(y—2) dxdy, onde R é a regido delimitada por
R

(x-1 +(y-2)* =1.

Veja a representacao grafica da regido de integracao.
y
3 L

N

N

Neste caso vamos fazer a transformagéo:
(x-1)=u . x=u+1
(y-2)=v ..  y=v+2

I

E posteriormente a transformacao para coordenadas polares.

1
Jacobiano = 0

ﬂ Vu? +v® dudv =T 1 r.r.drdezz—ﬂ.
R’ 0 3

0

13. Calcular J. J. dx dy sendo R a regifo delimitada pela elipse 4(x —3)* +(y—2)° = 4.
R

Interpretar geometricamente.

Veja a representacao grafica da regido de integracao.

Ty

1 2 3 4

Neste caso temos uma tripla transformacéo:
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e Fazendo u=x-3,v=y—2 temos o Jacobiano igual a 1. A regiéo fica delimitada
por uma elipse centrada na origem;

e Fazendo u=z,v=2w temos o Jacobiano igual a 2. A regido fica transformada em
um circulo centrado da origem de raio 1.

e A ultima transformacdo é o uso das coordenadas polares.

Assim, temos:

2zl
H dxdy = H dudv = ﬂ 2dzdw = ” 2rdrdd =2r.
R R’ R" 00

O resultado obtido representa a area da regido delimitada pela elipse.

14. jRI(S— x—y) dxdy, sendo R delimitada por x* +y?® =1. Interpretar

geometricamente.
Veja a representacao grafica da regido de integracao.
xy

2z 2

_[j(8—rcos€—r send)r drdo= fj.(8r—r2cost9—rzsen9) dr do
00 00

2z
2

!

~4.274(1-1)=6x.

(4—1 cosH—1 sen@j do = 46—1 sen0+1 cosd
3 3 3 3

O valor encontrado representa o volume de um tronco de cilindro.

15. Calcular J. Icos(x2 +9y2) dx dy, sendo R dada por x* +9y* <1 e x>0.
R

Veja a representacdo grafica da regido de integracdo.
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..

Temos neste caso também uma dupla transformacéo:

Va

'[R'Icos(u%vz)% du dv = chos rz-%-r drdezjz;%senlde
2 2

1
=—msenl.
6

16. Calcular I Iln (x2+y?) dx dy, sendo R o anel delimitado por
R

xX*+y*=16 e x*+y>=25.
Veja a representacdo grafica da regido de integracao.

Temos:

275 lZ/z 2 2 25 127! 1271

[[lnr2)r drdé’:EJI’ In re—r ‘ d6’=§j(25ln25—25—16In16+16) d0=§j(25ln25—16ln16—9) d6=
04 0 4 0 0

:%(ZSIn 25-161n 16—9)-27z:%(25-2 IN5-16-2In4-9)-27 =27(25In5-16In 4—-9/2).

17. Calcular ﬂy dx dy sendo R o circulo x* +y? -4y <0.
R

Veja a representacao grafica da regido de integracao.
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Ty

1 2
Temos:
7z 4sen @ g r3 Asend
[ [rsenor drdo=[seno.— [*"do
3 0
0 0 0

=I6—4$en46d0=8ﬂ.
0 3

18. Calcular I J'(x2 + yz) dx dy onde R é dada por:
R

a) Circulo centrado na origem de raio a;

b) Circulo centrado em (a, 0) de raio a;

¢) Circulo centrado em (0, a) de raio a.

2acosd
z LA | z
2 2acosé 2 r 2 4
b) _[ j r? rdrdezj— desza“cos“H do=27%
z 0 _z 4 z 4 2
2 2 0 2
7 2asen@ V3 r4 e 7r16 33472'
c) j I r’r dr de:j— dezj—a43en40 do=
0 0 0 4 0 4 2
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19. Calcular J. J.x dy dx onde R é a regido do primeiro quadrante delimitada por
R

X*+y?*=4 , x*+y’=1 , y=x e y=0.
Veja a representacao grafica da regido de integracao.

Ty

1 2
Temos:
2
3 /4
/4 2 /4 r /4 7
J.J.rcoser drdé= I cCosS @ —| do= jﬂJ do=—send =Zsen£=1.£
3 3 4 3 2
01 0 3 0 3 .
1
_7V2
5

20. Calcular j I(B6—4x2 —9y2) dx dy onde R é a regido delimitada pela elipse
R

2 2
X—+y—:1.
9 4

Veja a representacao grafica da regido de integracao.
+

Usamos:
X=3u
y=2v
o(x%y) _¢
o(u,v)
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A regido R se transforma em R’, delimitada por u® +v* =1.

Passando para coordenadas polares, temos:

2z 1

[.](36-4-907-9-4v)-6 dudv=|_[(36-36u*-36v*)-6 dudv=[[(36-36r")-6-r drdo=
00

1

2z 2 4 27
= 216.r2_216-r4 do = [54d0 =1087.

0

J1as-9y?
[@44-16x* ~9y?) dxdy:
0

1
4

21. Calcular

O ey

Ty

Usamos:
X =3u

y =4v
oY) _y,
o(u,v)

A regido R se transforma em R’, que é a regido do primeiro quadrante delimitada por
u®+v? =1 e os eixos coordenados.

Passando para coordenadas polares, temos:

[..J(144-16-9u* ~9-16v*)-12 du dv= [ [(144-144r%)-12-r dr do=

O o |y
O ey
O‘—.M\N

1
[1728r 1728r drdo=
0

1

do=

o'—.wm
o'—.mm

r2 r
1728. ——1728 —

(1728 1—1728 j d@=2167.
2 4

0
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22. Calcular j j(x+ y) dx dy, sendo R a regido delimitada por
R
X+y=4 , x+y=0 , y—-x=0 e y-x=-1.

Veja a representacdo grafica da regido de integraco.

Ty

Usamos:

U=X+Yy, V=y—xou,isolandox ey, y:%(u+v),x:%(u—v)

oxy) 1

o(u,v) 2

A regido R se transforma no retangulo delimitado por u=0,u=4,v=0,v=-1.

Temos,

f

(%(u —v)+%(u +v)j%dudv =

4
04 0 2

”ul/Z du dv= :|7/2u2 dv:}% dv=4v

~10 -1

=4,

0
-1

0

23. Calcular J. .|.(x+ y) dx dy onde R é a regido do primeiro quadrante delimitada por
R

=1, xy=2 , y=Xx e y=4+X.
Veja a representacao grafica da regido de integracao.

389



Resolugdo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: FungGes de varias variaveis, integrais
multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 254 — 256.

54

A

Usamos:

U=Xxy, Vv=y-—X

a(x,y)
axy) 1
o(u,v) - Y+ X

A regido R se transforma no retangulo delimitado por u=Lu=2,v=0,v=4

Temos:

i L Gud T 2dv =4
'([Jl.(x+y)-m u v_'([u|1 v =4,
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CAPI'TULQ 7
7.10 - EXERCICIOS
pag. 270 - 272

Nos exercicios de 1 a 12, calcular o volume dos sélidos delimitados pelas superficies dadas.

Observacdo: Para os exercicios de 1 a 12, havera uma escolha de uma regido de integracédo
e a partir dessa escolha tem-se a delimitacdo do sélido superiormente e inferiormente,
entretanto a escolha apresentada ndo é Unica.

1.y=x*,y=4,2=0 e z=4

Vamos considerar a regido de integracdo no plano xz. Dessa forma o sélido seré delimitado
superiormente pelo plano y=4e inferiormente pela calha y=x?, sendo a regido de
integracdo dada por:

—-2<x<2
{0 <z<4
Considerando-se a simetria do sélido vamos definir o volume como:

V = 2}?(4—x2)dx dz
00

Temos:
z x3 2 16
I(4—x2)dx=4x—7 =3
0 3 0
4

16 16 64
J.—dZ:fz = —
5 3 3 g 3
Portanto,
sz.%

3

V= % unidades de volume.

2.2=4x*> ,z=0, x=0, x=2,y=0 e y=4

Vamos considerar a regido de integracdo no plano xy. Dessa forma o sélido sera delimitado
superiormente pela calha z = 4x*e a base fica em z=0, definida como
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0<x<g2
0<y<4
Assim,

42
Y, =”4x2 dx dy
00

2 4x3 i 32
J4x2dx:7 =3
0 3 0

4
©32 128
[Fo="y =%
0 3 0

1 128 .
Portanto, V =”4x dx dy = 3 unidades de volume.

3.z=1-x*,z=0,x+y=4 e y=0

Vamos considerar a regido de integracao no plano xy. Dessa forma o solido sera delimitado
superiormente pela calha z =1— x*e inferiormente por z=0. A regido de integracdo é dada

por:
0<y<4-x
{— 1<x<1
A regido de integracdo (base do solido) pode ser visualizada na figura que segue:
y

5 |
\ y=d-x

-1 1

O volume é dado por:

V= rr(l— x*)dy dx

-10

1

=|(x—4)x*-1 dx:E unidades de volume.
Jloc- ) -1)ax="
-1
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4. X*+y*=12=0,z=x"+y°.

Vamos considerar a regido de integracao no plano xy. Dessa forma o solido sera delimitado
superiormente pelo paraboloide z =x*+y?, inferiormente por z=0e lateralmente pelo

cilindro circular x*+y®*=1. A regido de integracdo, descrita em coordenadas polares, €
dada por:
{0 <r<i1

0<6<2n
Assim o volume é dado por
V= x* +y?)dx d
J 6oy
41 2r

1 ) 2r r 27r1 l P )
jr -r dr d@z.[ | d@= j—d¢9=f@ = — unidades de volume.
0 0o 4 04 4 2

0 0

E

5 x*+y*=4,y+z=8,z=0.

Vamos considerar a regido de integracdo no plano xy. Dessa forma o sélido sera delimitado
superiormente pelo plano z=8-y, inferiormente por z=0 e lateralmente pelo cilindro

circular x>+ y* =4. A regido de integracdo, descrita em coordenadas polares, é dada por:
0<r<?

{OSGSZE

Assim o volume é dado por

Y :J.Rj(S—y)dx dy

V= [[(@8-rseng)rdrde
00

2
2 2 3
2 r r 8 8
SendoqueI(Sr—r sen@)dr:8——sen9.7 =4-4-senf-—=16—-_send
0 2 3 3 3
0
e
2r
2 8 8 .
V :J' 16—§sen0 d@ =160+ —cos @ =162z =327 unidades de volume.
0

3 0

6. z=x*+1,2z=0,y=0,x=0,x=4 e y=5
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Vamos considerar a regido de integracdo no plano xy. Dessa forma o sélido sera delimitado
superiormente pela calha z=x*+1e inferiormente por z=0. A regido de integracdo €
dada por:

0<x<4
{0 <y<5
Assim o volume é dado por

Vv :j:j(x2 +1)dx dy
00

Como
4 x3 * 76
J'(x2+l)d —+X| =
0 3 3
0
temos
i 5
JE ziy :ﬁunidade de volume.
0 3 0 3

7.2=9-x"-y* e z=x"+Yy’

Vamos considerar a regido de integracdo no plano xy. Dessa forma o sélido sera delimitado
superiormente  pelo paraboloide z=9-x*>-y?e inferiormente pelo paraboloide

z=x*+y%. A projecio da interseccdo entre os dois paraboldides é circular centrada na
origem e tem raio 3/-/2, descrita em coordenadas polares como:
0<r<3/2
{0 <0L2r
Assim o volume é dado por:

Y, :_[ _[(9—x2 —y*—x? —yz)dxdy
R
Resolvendo temos:
2,;3/f
V= | j 9—2r?)r drdo

0
Como
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e 81
2 g
I (9—2r )r dr= 3

0

V:Tzal 81
0

—df=—r
8 4

Portanto, V= %7[ unidades de volume.

8.2=16-2x"-y* e z=x*+2y°

Vamos considerar a regido de integracao no plano xy. Dessa forma o sélido sera delimitado
superiormente pelo paraboloide z=16-2x*—y?e inferiormente pelo paraboloide

z=x*+2y*. A projecio da interseccdo entre os dois paraboldides é circular centrada na
origem de raio 4/+/3, descrita em coordenadas polares como:
0<r<4/43
{O <O<L2rx
Assim o volume € dado por:

\Y, :j j(16—2x2 —y* =X —2y2)dx dy:J J‘(16—3x2 —3y2)dx dy
R R
Em coordenadas polares temos:

271'4/\/5
[ [@6-3r)r drde
0 0
), a3

413 16r°  3r
I16r—3r3)dr_ _ :%4
0 2 4 0

27
V=J.6—;d¢9:6—;~2 =" s unidades de volume.

9. X¥*+y°=4 e 7°+x°=4

Vamos considerar a regido de integracdo no plano xy. Considerando-se a simetria do sélido
em relacdo aos planos coordenados, vamos calcular a parte do primeiro octante, para
posteriormente encontrar o volume total multiplicando por oito. Dessa forma o solido no
primeiro octante sera delimitado superiormente pela superficie z=+/4— x* e inferiormente
pelo plano coordenado z=0. A projecdo, no primeiro octante é definida pela quarta parte
do circulo x* + y* =4, descrita em coordenadas cartesianas como:
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0<y<+4-x*
0<x<2
Assim o volume é dado por:

2 N4-x

Y, :8!; Izw/4—x2 dy dx

0
Calculando temos:

2
Jaxt 4-x
I\/4—x2 dy:\/4_x2 y‘o =4 —x?
0
z x3 2 16
‘[(4—x2)dx:4x_7 =—
0 3 3

0
\Y :8-E :ﬁ unidades de volume.
3 3

10. z=0,x*+y*=16 e z2=10+X

Vamos considerar a regido de integracao no plano xy. Dessa forma o solido sera delimitado
superiormente pelo plano inclinado z =10+ x, inferiormente pelo plano coordenado z=0

e lateralmente pelo cilindro x*+y? =16. A regido de integracdo é o circulo centrado na
origem com raio 4. Descrita em descrita em coordenadas polares, a regido de integracéo é

dada por:
{O£r£4

0<0<2rx

Assim o volume sera:

V= 10+ x)dx d
J J@o+x)dxdy

Resolvendo temos:
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274

” 10+rcos€ r drdé
00

2 3 4
. 10r r 64 64
J'10r+r cos& do = +c0s— | =5-16+C0s0-— =80+ — cosd
3 3
0 2 3
0
27
2 44 44
j80+?cosa d0=800+  seno| =80-27=160x
0 3 0

Portanto, o volume é igual a 160 unidades de volume.

11. x> +y*-4x—6y+4=0, z=0, 7 =5y.

Vamos considerar a regido de integracdo no plano xy. Dessa forma o sélido sera delimitado
superiormente pelo plano z=5y, inferiormente por z=0 e lateralmente pelo cilindro
centrado em (2,3) com raio 3. A regido de integragdo é o circulo (x—2)2+(y—3)2 =9.
Fazendo a transformacgdo u=x-2,v=y—3, temos

X=U+2

y=v+3

o(x.y) _

a(u,v)

A regido se transforma num circulo de centro na origem e raio 3, que pode ser descrita em
coordenadas polares como:

{0933

0<0<L2r
Assim o volume é dado por:

\Y :I ISydxdy :I J5(v+3)dudv

3
= IIS r sen9+3 r drdé= SI 95en0+27/2)d0—1357z unidades de volume.
00

12. z=16—-x"-3y* z=4
Vamos considerar a regido de integracdo no plano xy.
O s6lido estd delimitado superiormente pelo paraboloide z =16 —x* —3y’e inferiormente

pelo plano z=4. A projecédo da interseccao entre o paraboloide e o plano vai estabelecer a
2 2

x : « o . X .
regido de integragdo que sera delimitada pela elipse E+y7:1. Para resolver a integral

vamos usar uma dupla transformagdo como segue:
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x =~/12u
y=2v
0o

A regido R se transforma no circulo u®+v* <1. Temos,

_[R.[(16—x2—3y2—4) dx dy
jRj(lz—xz—syz)dx dy:.[R,J‘(lz—lZuz—lsz)-ZE du dv

Passando para coordenadas polares, vem:

2z

_”1'(12—12r2)-2«/§- r drdé
00

1
12r2 12r4

(12r—12r)dr = =6-3=3

0

O e

2 4

2r
IG\/E d@ = 24+/3 7 unidades de volume.
0

13. Calcular o volume de parte da esfera x> +y? +z? =9, que esta entre os planos
z=0 e z=2.

A Figura que segue mostra, em vermelho, a calota acima do plano z=2. O volume pode

ser calculado tomando o volume do hemisfério menos o volume da calota V1.
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V, = II( x—y—)dxdy

_Ij( 9-r2 - )r drdo

Resolvendo temos:

® 1 (9 )3/2 2r? °
J((Q—rz)uz-r—Zr)drz_f - e =_1.43/2 5+ .9¥2 _ 4
0 2 32 2 | 3 37 3
V1=£-27r=8—ﬂ-
3 3

273
hemlsferlo II 9 -r drd@

00

3/2

2

2

1 (9—r )

) rdr=—- v ) | 2lge_lzog
2 3/2 s 3

O ey W
©

0

\Y/ =9.27r =187

hemisfério
Portanto o volume solicitado é dado por:

v 18, 87 _(64-8)r 467
3 3

unidades de volume.

14. Calcular o volume do sélido com uma base triangular no plano xyformado por
0(0,0), A1) e B(0,2), limitado superiormente por z=2x e lateralmente pelo
contorno da base dada.

O so6lido dado é delimitado superiormente pelo plano z =2x e inferiormente por z=0. A
regido de integracdo pode ser visualizada na figura que segue.
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My

=-X+2

[N S
<

O volume é dado por:
V= 2x dxd
J Jox axay

N

x!—,i

2x dy dx

(—4x* + 4x)dx

Il
w'N Ot O

15. Calcular o volume do sélido no 1°. octante, delimitado por z=1-2x—3y e o0s planos
coordenados.

A Figura que segue apresenta um esboco do sélido.

z

y
A regido de integracdo é definida como:
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0<x<i=3
2
1
0<y<=
y 3
Portanto, o volume é dado por:
1—3y
2 1/3
I jl 2x —3y)dx dy = I(x x?—3yx) |0 "*d —j(3y4 0 dy = 16
0 0

Nos exercicios 16 a 19, a integral iterada representa o volume de um solido. Descrever o
solido.

i
16. .l[l\_[ﬁwll x? — y*dydx
1-x?

O sélido pode ser descrito analiticamente como:

0<z<1-x*—y?
Trata-se de um hemisfério de raio 1, conforme mostra a figura a seguir.

z

%

j f (1——x——yjdy dx

Temos um tetraedro delimitado por z ﬂ—%x—% y e pelos planos coordenados.

Segue a descricdo analitica e gréfica.
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0<y<3-—x
y 2
0<x<2
1
0<z<1l—-=—x—=
3y

SR
B
0%%"5 S

IR

3 O
2

St
SRRRTCES %@2:“@9 SRR
=

Temos o volume de um paralelepipedo retangulo com dimensdes 2x1x1.
Veja a sequir a descricdo analitica e a representacdo grafica.

0<y<1
0<x<g2

0<z<1

19. jt i\/4 — x?dxady
0-2

E uma calha circular de raio 2 e altura 4.
Veja a sequir a descri¢do algébrica e a representacdo gréafica.
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0<y<4
—-2<X<L2

0<z<V4-x°

z

20. Determinar a area da regido R delimitada pelas curvas y=x° , x+y=2 e y=0.

A regiéo R pode ser visualizada na figura a seguir.
Ty

A éarea é dada por:
12-y

Azj_[ dx dy
o

1 3 y2 y4/3 1 3
=|(2-y— dy=|2y—1—— = — unidades de area.
[(o-y-y)or=(2v-5 300 =5

21. Calcular a area da elipse x* +4y* —4x=0.
Estamos diante de um elipse centrada em (2,0) e semi eixos 2 e 1. Veja a Figura que segue.
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>

y

1V><

Para fazer o calculo vamos realizar uma dupla transformacéo:

X—2=2u u=rcoséd
R>R:{y=v R — R :{v=rsend

o(X,y) 9 o(u,v) _r

o(u,v) o(r,0)

Assim, a area da elipse é dada por:
2r 1

A= ﬁ dxdy = H 2dudv = ﬂ 2rdrdé@ = _[ IZrdrdH = 27 unidades de area.
R R’ R" 0

0

22. Calcular a rea da regido do 1°. quadrante delimitada pelas curvas y® =8ax,
X+Yy=6a, y=0, sendo a uma constante positiva.

A regido pode ser visualizada na figura que segue.
[y

6a

4apemmmmmmm=s

A éarea é dada por:
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4a ba-y 4a 6 4a 2
Az_[ I dxdy:_[ x|yf/_8ya dy = I(Ba—y—g—ajdy
0 y?/8a 0 0

4a

2 3
2 24a o

23. Calcular a rea da regido delimitada pela curva x** + y** =1.
A regido pode ser visualizada na figura a seguir.
Ty

_ 40a’

unidades de area.

1+

JuN
=

Para resolver vamos fazer uma dupla transformacao:

X" =u u=rcosd
Ro>R:qy®=v R — R ={v=rsend

o(x,Y) RV o(u,v) _r

o(u,v) o(r,0)

Assim a area solicitada é dada por:
A= ﬂ dxdy = ﬂ' 9uvdudv = ﬂ 9r° cos” #sen’ddrdg
R R’ R"

27 1
=I I9r5coszesen20drd0
0 0
27[9
= J'—coszesenzede
5 6

2r
= I %(cos 6 sen 49)2 do = gn unidades de &rea.
0

24. Calcular a area da regido delimitada por y=v4—-x* , y=x e y=2x.

A regido pode ser visualizada na figura que segue:
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Ty

Eakal

el

Usando coordenadas polares temos:

arctg2 2 arctg2
A= J' Ir drdo= jZdB = Z[arc tg2 —%) unidades de area.
V4 0 V4

4 4

25. Calcular a area da regido delimitadapor y=2-(x-2)" e y= XT .

A regido pode ser visualizada na figura que segue:
%y
24

22+8J6
25

22-8/6| X

7 872461 582063 ’
5 5

Portanto, a area é dada por:

8+2/6 ( ) 8+2+/6
5 2-(x-2) 5 2
A= J‘ j dy dx = I —SL+4X—2 dx:16\/g unidades de area.
8-2v6  x? 8-26 4 25
5 4 5

26. Calcular a area da regido delimitada por y=e** , y=x e x=0.
A regido pode ser visualizada na figura que segue:
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My

Temos que:

1eXt 1

et 1
A:'(U dy dx:gy | dx:l(e“—x)dx:%—% unidades de area.

27. Calcular a area da regido R mostrada na figura 7.55.
A figura esta representada a seguir, observando-se que a regido esta delimitada por

y=x’epelaretay = g x que passapelospontos(0,0) e (89).

. o
N A y=x d
8,,

71
6,,
51
4 ]
31 :
|
] X
T 5 4 & & T &
Temos:
8
99’
A= II dx dy
4y

Resolvendo as integrais temos:

Y,
I dx =X ?ﬁ=§y—\/y

Ny

9
A= j(% y—\/yj dy :% unidades de area.
4

406



Resolugdo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: FungGes de varias variaveis, integrais
multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 270 — 272.

28. Mostrar que as regides R, e R,, mostradas na figura 7.56 tém a mesma area.
As duas regides estdo apresentadas na figura que segue:

y Ty

59/3

Célculo da area da Regido R;, observando que esta regido esta delimitada por y = x;

yzﬁx e x=1.
Temos:

59

1€X 1 (59/3)x 1 59
Am:_(“; dydx=.(|;y|X dx=£(?x—dex
56x2

s = @ unidades de area.

0

A Regifo R; esta delimitada por y =2x, y=—x*+4x, 0 eixo do x entre zero e quatro.

Assim, temos:
2 2x 4 —x%+4x
AQZ:J‘J‘ dydx+j J'dydx:
00 2 0

2 € 16 28
J'Zx dx +j(— X2 + 4x) dx = 4+§ -5 unidades de éarea.
0 2

29. Uma lamina tem a forma do triangulo de vértices (-10) , (11) e (L-1). Determinar

amassa e o centro de massa da lamina se:
a) sua densidade de massa é constante.
b) sua densidade de massa no ponto P (x, y) é proporcional a distancia deste ponto a reta

X=-2.

A lamina é apresentada na Figura que segue:
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Ty
Reta x=-2

y=(x+1)/2

.
Lo

-1
y=-(x+1)/2
-1

Observar que a ldamina esta delimitada por y=—(x+1)/2; y=(x+1)/2 e x=1.

Solucéo do item (a).
Célculo da massa:

m=jRIk dx dy

X+1

1 2
=k_IHI_ldydx
2

1
=k [ (x+1) dx =2k
-1

Calculo das coordenadas do centro de massa:

x+1
-1 1 2 L . , -
x:—.[l_;[_lfx dydx:E.k..[(x2+x) dx:E.k.gzg_

2

X+1
1

- 1t 2
yzaj Iky dy dx =0.

—-1-x-1
2

Solucdo do item (b)
Calculo da massa:

xil
1 2

m:kf I(x+2) dy dx
—1-x-1
2

: 14
= kJ'(x+1)(x+2) dx = k’?'

-1

Célculo das coordenadas do centro de massa:
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x+1

2

3|

-x-1
2

X+1

S|

—X—
2

30. Uma lamina tem a forma da regido plana R delimitada pelas curvas x = y?
Sua densidade de massa € constante. Determinar:

a) 0 momento de inércia da lamina em relacdo ao eixo dos x;
b) 0 momento de inércia da ldmina em relacdo ao eixo dos y.

A Figura que segue mostra a lamina dada.
2

2

1+

kj jx(x+2) dydx=%k[x(x+1)(x+2) dx=1—-k-2=

1 2 3 1
k:[ j y(x+2) dydx:ﬂ-k:flo dx =0.

4
-1+
2
Célculo do item (a):
I _“. dx dy
,gy
2
:j 4y - 128k
’ 15
Célculo do item (b):
I _Hkx dx dy
*Zy
2 6
=Ik 64 _ ¥ 4y 2212
, (3 3 7

Xx=4.
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31. Calcular a massa de uma lamina com a forma de um circulo de raio 3 ¢cm, se a sua
densidade de massa num ponto P (x,y) é proporcional ao quadrado da distancia desse
ponto ao centro do circulo acrescida de uma unidade.

Se considerarmos o circulo centrado na origem temos que P (x, y)= x> +y? +1.
Portanto, a massa é dada por:

m:kIRj(x2+y2+l) dx dy
27 3

=k”(r2+1)r drdo
00

:%kﬂ.
2

32. Calcular o centro de massa de uma lamina plana quadrada de 4 cm de lado, com
densidade de massa constante.

Podemos considerar a ldamina alocada no sistema cartesiano como mostra a Figura que
segue:

Assim, temos gue o calculo da massa € dado por:

44 4, 4 4
m=kH dxdy=k£X‘0 dy=k£4 dy=4ky‘o=16k.

Calculo do centro de massa dado por:
_ k 4 4 d d 1 4 d
16k !-([ y 16 -([ y

B K 44
y:ﬁ}[{y dxdy=2

O ponto encontrado (2,2) é o centro geométrico da lamina (ver figura).
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33. Uma lédmina plana tem a forma da regido delimitada pelas curvas
y=x’+1 e y=x+3. Sua densidade de massa no ponto P(x, Y) é proporcional a

distancia deste ponto ao eixo dos x. Calcular:

a) a massa da lamina;

b) o centro de massa;

c) o momento de inércia em relagdo ao eixo dos x.

A Figura que segue mostra a lamina.
Ty

5
]

44

N

2 -1 1 2 3

A densidade é dada por P (x, y): ky (proporcional a distancia do ponto (x,y) até o eixo dos

X).
Assim, a massa é dada por:
L3 x* +x*—6x—8 117
m=Kk dx dy =k dydx=k|— dx==—-=117k.
[ Jy axay= Uﬂy y I 2 10

As coordenadas do centro de massa sdo encontradas por:

2 i3 10 x*+ x> —6x-8 35
mJ‘lXJ;lxy dydx_ll?;[ ( 5 ) dx:52.
10

j*fy 10 j-—xe—3x4+x3+6x2+27x+26 529
T117 i T117d 3 182

O momento de inércia em relacdo ao eixo dos x é dado por:

2 x+3
|X=kj jyy2 dydx—%k
-1x%241

34. Calcular a massa e o centro de massa da chapa da figura 7.57, considerando a densidade
igual a x.

Segue a figura citada:
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Ty

w

1

Observe que a chapa esta delimitada por y=4—x*; y=3x; x=0.
Assim, a massa é dada por:

4-x2

m:J'ij-dxdy:.l[ j X dydx:j—x(x2+3x—4) dx =
0 0

X

3

As coordenadas do centro de massa sdo dadas por:

:—Jl.AJ‘X x> dydx——j (x*+3x—4) dx_%

l

! ;I Xy dydx:%.

35. Calcular a massa e o centro de massa de uma chapa com o formato de um tridngulo

isésceles com base 10 cm e altura 5 cm. Considerar a densidade constante.

O triangulo dado foi alocado no sistema cartesiano como mostra a figura que segue.

Ty

O calculo da massa é dado por:
55—y

m:j jk- dx dy = 25k.
0 y-5

O centro de massa é dado por:
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_ 1 55-y
=——. k”x dxdy——0=0
25k ¢ 25
1 3% 1 125 5
-k dxdy = —.—=2 ==
Y= 25k Usy Y=253 73

Observe que o centro de massa encontra-se a 5/3 cm da base sobre a sua mediatriz.

36. Calcular o momento de inércia em relagdo ao eixo dos x de uma chapa delimitada por
Xx+y=4, x=4 e y=4.Considerar a densidade igual a uma constante k.

A Figura que segue mostra a chapa dada.

Ty

54 5 24 [ 123 NG

Assim, 0 momento de inércia em relacéo ao eixo dos x € dado por:

4 4
=k[ [y* dxdy=64k.

04-y

37. Calcular o momento de inércia de um disco circular de diametro 10 cm:
a) em relacdo ao seu proprio centro;

b) em relacdo ao seu diametro.

Considerar a densidade igual a uma constante k.

Estamos diante de um disco de raio 5 que pode ser modelado como um circulo de centro na
origem e raio r =5. Usando coordenadas polares, temos:

Momento de inércia em relagéo a0 seu centro:

jj k(x?+y?) dx dy = ”kr rdrde_kj@ de_%z k= 82K

Momento de inércia em relacdo ao seu diametro:

2 6257
L= jky dx dy = ”krsenzerdrde— Lk

413



Resolugdo dos exercicios de GONCALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: FungGes de varias variaveis, integrais
multiplas, integrais curvilineas e de superficie. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 270 — 272.

38. Calcular o momento de inércia de um quadrado de lado igual a 4 cm em relagdo ao eixo
que para por uma diagonal. Considerar a densidade constante.

A Figura que segue apresenta o quadrado alocado de forma conveniente no sistema
cartesiano.

VV><

Dessa forma podemos calcular o momento de inércia em relacdo ao eixo dos x (onde se
localiza uma das suas diagonais) como:

J88-y 0 y+8
|X=j j kx2dxdy + j j kxzdxdy=k(£+gj=kﬁ.
0 y—\/g _\/g_y_\/g 3 3 3
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